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Casopis MEM a stejnojmenny korespondencni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvaji resitelé zdarma cisla se zaddnim iloh a témat
k premysleni. Svd reseni odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpét. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Mili pfiznivci lisaka Rikiho,

treti ¢islo vam prindsi predevsim nové prispévky k tématkim. Moc se nam libil
¢lanek od Mgr.MMKlary Stefanové, ve kterém se rozepisuje o mandétech v Evrop-
ském parlamentu. Zaujalo nas kvalitni zpracovani vlastniho origindlniho podpro-
blému. I ke Kosmickému kulecniku a k Pojdte pane, budeme si hrdt prisly zajimavé
prispévky. Rozhodné se na né podivejte, inspirujte se a zareagujte.

Tradi¢né vychazi také nékolik novych tloh a vzorova feseni iloh z prvni série.
A na konci Casopisu najdete dalsi pokracovani seridlu o grupéach.

K mnoha leto$nim novinkdm pfiddvdme nyni dalsi: za ziskané (doposud i do
budoucna) akademickéM tituly vas krom prestize navic ¢ekaji vécné ceny. Kom-
pletni seznam najdete na nasem webu, vypichnout mizeme napiiklad mikinu ¢i
propisku z nové origindlni edice. A ke kazdému titulu jesté priddme nami rucné
vyrobenou fesnou placku s titulem.

Lisacké Vanoce preji

vasi organizitori

Zadani uloh

Termin odeslani treti série: 12. 1. 2016

Tomds za sebou zaslechl krok. A dalsi. Zastavil se a poslouchal, zatimco Petr by
jen tak pokracoval v cesté. Chytil ho za tricko a $pitnul: ,Neslysel jsi néco?“ Petr
se na pdr vterin zaposlouchal a pak hrdinné zavelel, Ze se jde ddl. Tomds jeste
zavdhal — v ddlce jako by slysel hlas. Avsak jiny meZ ten, co je zavrel v tunelu.
Takovy vyssi. Otocil se a vydal se opacnym smeéerem nechaje prekvapeného Petra
stdt na konci a doufaje, Ze v tunelu znovu neuvizne. Ukol ui prece vyfesili. Jak
se priblizoval, bylo jasné, Ze se nemylil. Na zacdtku tunelu stdly dve postavy a
néco si mezi sebou nediverivé spitaly. Zblizka uz rozeznal divku a chlapce. Kdyz
dosel az k nim, oslovil je sice vlidné, avsak s ndznakem pochybovdni: ,Co tu déldte
v tuhle dobu? Na vylet uz zacind bijt pozdé. Sledujete nds?“ Jana se na pdr vterin
zamyslela a potom Tomdsovi popravdé popsala, jak se sem dostali a koho vlastné
sleduji. Zdenek micky nediverive sledoval stridave Tomdse a Janu, a kdyzZ na ni
pohlédl, v ocich se mu zrcadlila otdzka, jestli by se o svd tajemstvi a reseni méli
tak snadno delit. Jana jeho pohled zachytila tésné pred tim, neZ prozradila, Ze M
znamend Modelovdni. Zdenék se ujal slova a prohldsil, Ze aby mohli Tomasov:
prozradit, co vlastné znamend M, musi si ho predem vyzkouset. Tomds sice uz
vedel, co znamend M, ale Tekl si, Ze by se tihle dva mohli hodit a chce si tedy
ziskat jejich duvéru. Nakonec u Jany to nebude tak slozité a Zdenkovi moznd bude
stacit ta hadanka. Dovedl je k Petrovi a vysvétlil mu situaci. Petr mlcky shodil
batoh. RozloZili v tunelu sklddaci karimatku, vytdhli z batohu baterku, tuzku o papir
a Petr s Tomdsem se pustili do resent.
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Uloha 3.1 — Vybér ¢&isel (3b)

Rozhodnéte, jestli pro libovolnych 101 pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych
200 lze vzdy vybrat 2 ¢isla tak, aby jedno délilo druhé.

Jaké bylo Petrovo prekvapent, kdyz ulohu vyresil a odpovédi nebylo ,, Matematik “!
Nadsene Jane se Zdenkem popsal cestu, kterou se tam dostali, a instrukce, véetne
jejich vgkladu pismene M. ,Celkem to ddvd smysl, ne?“ zakondcil. Ostatni na néj
hledéli trochu nechdpavé. Tomds jesté k tomu vibec nebyl spokojeny s tim, Ze druhd
ale zavelel, Ze by se méli vydat na dalsi cestu, nez bude tma. Jana mu pomohla sba-
lit veci zpdtky do batohu a nadsené ho s ostatnimi nasledovala ven z tunelu vstric
novym dobrodruzstvim. Sotva vykrocili z tunelu, objevilo se pred nimi bludiste.

Uloha 3.2 — Cesti¢ka ve &tverci (2b)

Stojis ve ¢tverci 8 x 8 na misté vyznaceném hvéz-
di¢kou (viz obrazek vpravo), tvym tikolem je projit
vsechna policka ve Ctverci tak, aby tvou trajektorii
tvorilo 15 usecek, které se vzajemné nekiizi. Po ¢tverci
se muzes pohybovat jen vodorovneé ¢i svisle a pohyb ti
ztézuje neprekonatelnd zed. *

Na konci bludisté na skupinku cekal dalsi vzkaz. Hldsal, aby pokracovali po
stejnobarevné turistické znacce ddl, az dokud neskonci. Odtud budou pokracovat
cca 200m podél reky stejngm smeérem a jejich dalsim tdkolem bude dostat se na
kopec, ktery vidi po své levici. Jana zaprotestovala, Ze uzZ se smrdkd, ale Petr se
hrdinné vydal skrz les vzhiru hledaje schidnou cestu. Kdyz se konecné vyskrabali
na kopec, nalezli na ném velkou ceduli: ,,Rozhlédni se, clovéce “. Zvldstni. .. co ted?
Tohle nevypadalo jako instrukce od M. Zdenek se zastavil u cedule a pozorné si ji
prohliZel. Potom se zacal rozhlizet a hledat. Kdyz tu konecné nasel barevny listek
od M. Mdvaje jim nad hlavou béZel ke skupiné. Na listku stdly dalsi instrukce.
Meli se vydat z kopce doli po naucné stezce a az se bude rozdvojovat, na obou
stezkou, objevil se pred nimi i potok. Dost maly na koupdni, ale prece dost velky
na brodent, takZe se mu rozhodli vyhnout.

Uloha 3.3 — Chodnicky v parku (3b)

Ve mésté je obdélnikovy park a timto parkem tece potiucek. Po obou brezich ve-
dou chodnicky, ale nikde v parku pres potiicek nevede most. Oba chodnicky vedou
stale pravé 2,5 m daleko od stiedu pottcku. Pottcek do parku vtéka na vychodé
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(kolmo na okraj parku), v parku se néjak klikat{ a poté vytékd smérem na sever
(opét kolmo na okraj parku). Klikatén{ potticku dostanete na vstupu jako posloup-
nost rovnych tseku (popsanych jejich délkou) a zatacek (popsanych polomérem
zakfiveni potucku a thlem, o ktery je potucek zakiiven — kladné ¢islo predsta-
vuje zatdcku doprava, zdporné doleva). NapisSte program nebo popiste algoritmus
s co nejmensi ¢asovou slozitosti, ktery vypiSe, po kterém brehu a o kolik metri
je cesta podél potucku kratsi. Muzete predpokladat, ze trasa potucku v parku je
L,<rozumna“, tedy potucek:

e nikdy neprotind sdm sebe ani se neptiblizuje sdm k sobé na méné nez 5m
e nikdy neopisuje oblouk s polomérem mensim nez 2,5m

e se nikde mimo zacCatek a konec svého prutoku parkem nepriblizuje na méné
nez 2,5m k okraji parku

Skupinka prochdzela kolem poticku uz za uplné tmy jenom ve svétle baterek a
drzela se stale kratsiho brehu bez brodéni. Zdenkovi se podarilo pdrkrdt stoupnout
do hlubokého bahna, kdyz sesel z cesticky, jednou tam dokonce mdlem nechal botu.
V tom dosli na misto, kde se v zdri baterek na stromé zaleskla odrazka a svitici
tycinkou pripevneny vzkaz, kam se maji vypravit ddal. ,Jak mohl M védét, Ze sem
dorazime aZ za tmy?“, namitl Tomds. ,Pripravuje pro nds ukoly po cesté? Hraje
st snad s ndami, jako kdyz honite kocku za laserem, dokud vds to neprestane bavit? “
Jana v odpoved zivla a prohldsila, Ze uZ je na ni pozdé. Méli by se nékde utdaborit.
Petr vytusil prileZitost se blysknout, vycaroval z batohu stan a zacal aktivné hledat
rounéjsi misto na prespant, které bude skryté pred zraky ndhodniyjch nocnich i ran-
nich turisti. Zdenek vytdhl své letité dcko po dédovi a zacali stavet. Jana zatim
zacala pripravovat veceri v hrnci. Do hodinky bylo vsechno pripravené, najedent
kluci k sobé byli trochu vstricnejsi a skoro uz se i kamardadili. Za chvili zalezli do
stani. Jana jeste donutila Zdenka vyhodit zabldcené mokré boty ven ze stanu a
potom uZ oba stany usnuly.

Jana jako ranni ptdce vsechny budila uZ v Sest rdno. Nebudou prece vyspdvat
do desiti! A jesté tady v parku! JenZe z kluki ani jednoho ven nedostala. Uslyseli,
jak voda bubnuje na tropiko stani, Petr jesté vykouknul ven, ale pak znovu usnuli.
Jané uzZ se spdt nechtelo a premyslela, co by se tak dalo v tomhle pocasi délat.

Uloha 3.4 — Rychlost desté (4b)

Zméite rychlost paddni desté (pifpadné snéhu). Padaji vSechny kapky (vlocky)
stejné rychle? Na zakladé zmérené hodnoty odhadnéte velikost kapek.

Jana zajdsala, co zajimavého se o desti dozvedeéla, zatimco ostatni jesté vyspd-
vali. Tak se s nimi chitéla podelit, Ze tentokrdt sla na buzeni razantnéji, hrncem
kluky trochu pokropila a zacala jim sklddat stany na hlavu. To zabralo. Tésné
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pred odchodem jesté Jana hrdé napsala vzkaz pro M, aby mu povédéla o svijch
objevech. Kdyz ale dosli zpdtky k listku, kde byly napsané dalsi instrukce, zprdva
se zmenila. Instrukce, kam pokracovat, ziustaly stejné, ale objevila se pod mimi
pozndmka. ,Ucite se rychle a kreativita vdam meschdzi. Proto vezte dalsi stripek
sklddanky — Ze M také Martin mizZe znamenat. ¢

Reseni uloh 1. série
Uloha 1.1 — Spionazni druzice (4b)

Zadani:
Jakou nejdelsi dobu v kuse miZe druZice na kruhové rovnikové drdize s vyskou
500 km sledovat jedno konkrétni misto na zemském povrchu?

Reseni:
Predpokladejme, ze v jeden okamzik je druzice schopna sledovat plochu kulového
vrchliku, uréeného tecnami k zemskému povrchu. Jednd se samoziejmé pouze

o priblizeni, pri kterém neuvazujeme lom paprska zareni pri priuchodu zemskou
atmosférou a rozméry druzice zanedbavame.



Obrazek 1: Prurez Zemé v roviné rovniku

Druzice se pohybuje po kruhové draze, jeji tthlovou rychlost w uréime ze
vztahu

GM,
(R+h)3’

ktery odvodime diky rovnosti gravitaéni a dostiedivé sily; M, = 5,972 - 10%* kg je
hmotnost Zemé, h = 500 km vyska obéhu druzice, R = 6 378 km polomér Zemé a
G = 6,67-10" " m3kg~!s2 gravitacni konstanta. Bod nachdzejici se na rovniku
mize druzice sledovat maximéalné po dobu obéhu z mista A do B (viz obrézek.
Musime jesté zapocitat zemskou rotaci. Je zjevné, ze pro maximalizaci ¢asu, po
ktery je druzice schopna bod sledovat, bude druzice obihat stejnym smérem jako
Zemé. Vysledny cas pak spocteme ze vztahu:

(_R
0 2 arccos (—R " h)

W — Wy, GM, _ 2n’
(R+h)3 T

kde délka pozemského dne je T' = 86400s. Po ¢iselném dosazeni dostaneme t
priblizné rovno 742s, tedy asi 12,4 minut. V zadani ale neni specifikovano, kde na
zemském povrchu se sledovany bod nachazi — nyni uréime cas ¢t v zavislosti na
zemeépisné sitce. Pro prehlednost je vhodné si situaci dobtfe nakreslit.
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Obrazek 2: Prurez Zemé od pélu k pdlu

Vidime, ze: ' = Rcosf, z = R(1—cos @/2)), déale vime, Ze pro tihel « plati:

1—

—cos (&
a—23rccos<1 RCOSG COS(QD)

« = 2arccos

ﬁ\‘i\z

Rcosf

a = 2arccos (COS(2)>
cos 6
A odtud pro hledany ¢as dostaneme:

cos (£ 1
t:2arccos< (2)>
cos GM, 27

(R+h)® — T

Nutno poznamenat, ze fyzikdlni vyznam maji pouze feseni z oboru realnych
Cisel.

Dominigga



Obrazek 3: Pohled z pdlu

Uloha 1.2 — Zahradnicka (3b)

Zadani:
Lisdak Riki se pustil do zahradniceni. Md zdhonek a péstuje tri druhy zeleniny:
artycoky, brambory a celer. Na jejich péstovdini se ale vztahuji urcitd pravidla:

1. 'V zdhonku nesmi byt dva artycoky hned vedle sebe.
2. Brambor nemiZe rust mezi dvéma stejnymi rostlinams.
3. Celer nevyroste, pokud md za jednoho souseda artycok a za druhého brambor.

Urcete, kolika ruznymi zpusoby muze Riki naplnit svij zdhonek, pokud se mu do
néj vejde prave jedna rada s dvaceti rostlinami.
Reseni:
Jak nékolik z vés piedvedlo, 320 je jesté porad dost malé éislo na to, aby bylo
mozné tuto tlohu za pomoci pocitace Tesit hrubou silou — tedy generovat vsechna
mozna vysazeni rostlinek a nasledné kontrolovat, zda neobsahuji zakazané kom-
binace. Existuje ale i mnohem efektivnéjsi metoda, ktera by naptiklad fungovala
(v rozumném Case) i pro zdhonek délky 50, a byla o néco mélo 1épe bodové ohod-
nocena.

Pro zkraceni zapisu zavedme, Ze pismeno A predstavuje artycok, B brambor a
C celer.

Postrehnéme, ze to, jakou rostlinku muzeme zasadit jako pristi, zavisi pouze
na predchozich dvou rostlinkach. Pfesnéji receno:

e Zidny zahonek nemtize konéit AA
e Pokud zahonek koné¢i AB, muzeme jako dalsi vysadit B nebo C

e Pokud zahonek koné¢i AC, mtzeme jako dalsi vysadit A nebo C
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e Pokud zdhonek kon¢i BA, muzeme jako dalsi vysadit B nebo C

e Pokud zdhonek kon¢i BB, muzeme jako dalsi vysadit A nebo C

Pokud zahonek koné¢i BC, muzeme jako dalsi vysadit B nebo C

Pokud zahonek konc¢i CA, miizeme jako dalsi vysadit B nebo C

Pokud zahonek kon¢i CB, muzeme jako dalsi vysadit A nebo B

Pokud zahonek koné¢i CC, muzeme jako dalsi vysadit A, B nebo C

Tohle uz by predstavovalo jisté zlepsSeni, algoritmus vyuzivajici jen tohoto po-
zorovani by prosel piiblizné 229 misto 320 moznosti a nepotieboval by travit to-
lik ¢asu kontrolovanim vysledku, ¢imz by vyrazné predcil algoritmus pouzivajici
hrubou silu. (Z&jemci si mohou zkusit oboji naprogramovat a srovnat ¢as béhu
algoritmu.)

Dalsiho zrychleni ale doséhneme, kdyz vypozorujeme, ze vsechny zahonky kon-
¢ici danou dvojici se nadéale budou chovat stejné. Oznacme si pocet zdhonkt délky
n (kde n je néjaké pfirozené ¢islo > 2) konéicich na XY (kde X,Y € {A,B,C})
jako XY,,. Tedy pocet zahonku délky 2 koncicich na AB je AB; = 1. Déle si mu-
sime v8imnout, Ze pocty (jednotlivymi dvojicemi konéicich) zdhonku o délce n+1
umime spocitat z poctt pro délku n. Kuptikladu:

AB,,+1 = BA, +CA,

sami. Je dilezité si vSimnout, ze pro n = 2 uz spravné vysledky méme: AAy =
0 a pro vsechna ostatni XY se XY = 1. Pokud bychom vyuzili jen tohoto a
postupné se pokouseli spocitat XYoo pro kazdé XY, tak se zadného zlepseni oproti
predchozimu algoritmu nedockame. Chce si to jesté vSimnout, ze takhle bychom
porad dokola pocitali, kolik nam vyjdou XY,, pron < 20. Vyuzijeme tedy takzvané
dynamické programovani — budeme lini, a kdyz uz jednou XY, spocitame, tak si
vysledek zapamatujeme a uz jej nikdy nebudeme pocitat znovu.

Nebo — a tohle bylo nejjednodussi a nejlépe hodnocené reseni — si uvédo-
mime, ze zname jednotlivi XY5, a tak z nich spocitdme vsechna XY3, z téch
pak spocitame vSechna XY, a tak dale az po spocitani vsech X Y5, které pak se-
¢teme. Jisté se mnou budete souhlasit, Ze toto reseni je na papire ponékud pracné,
ale proveditelné. S pomoci pocitace (neni potieba programovat, staci Calc nebo
Excel) je to ale jiz zcela trividlni vypocet.

Matej
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Uloha 1.3 — Hadani karet (3b)

Zadani:

Tomds md balicek 52 karet (s trindcti rizngmi symboly ve ctyrech barvdch). Karty
lezi na stole licem doli a Tomdads vidy zvedne jednu kartu a odloZi ji pryc, dokud
nedojde balicek. Pred odebrinim karty ale jesté hdda, jakou md barvu. Déld to
chytre — vZdy si tipne barvu, kterd se vyskytuje nejcastéji ve zbytku balicku (pokud
je jich vic, vybere si mezi nimi podle libosti). Dokazte, Ze se Tomds trefi alespori
trindctkrdt.

Reseni:

Nejprve preformulujeme zadani. Predstavme si, ze jsou karty usporadany podle
barev ve CtyTrech sloupcich po tfindcti. Tomés si vzdy ndhodné vybere jeden ze
sloupcti a odebere z néj kartu. Trefi se presné tehdy, pokud odebere kartu ze
sloupce, ve kterém je nejvic karet.

Nyni postupujme odzadu. Na konci jsou vsSechny karty pry¢, takze béhem
brani karet musi dojit k momentu, kdy je poprvé ve vSech sloupcich méné nez 1
karta. Podobné pred tim doslo k momenttim, kdy bylo poprvé v kazdém sloupci
méné nez 2,3,...,12,13 karet. Pfed kazdym timto momentem ale Tom&s urcité
odebral kartu z toho sloupce, ktery obsahoval nejvic karet. To znamena, ze se
trefil urcité aspon trinactkrat.

Pepa

Uloha 1.4 — Uvéznéni (5b)

Zadani:
Strazce zajal oba cestovatele a rozhodl se jim zadat ukol. Pusti je pouze v pripade,
Ze se jim podari kol splnit.

Nejdrive strazZce pozve pruniho cestovatele do mistnosti, kde pred nim na kla-
sické Sachovnici (8 X 8 poli) rozloZi mince tak, aby na kaZdém policku byla prdvé
jedna. Nékteré umisti nahoru rubem a nékteré licem (jinak jsou mince zcela to-
tozné). Poté strdzce cestovateli prozradi jedno pole, ikejme mu tunikové. Ndsledné
musi proni cestovatel otocit jednu libovolnou minci. Pak strdaZce pruniho cestovatele
odvede a pozve druhého. Jeho ukolem je na zdkladé rozloZeni minci na sachovnici
poznat, které pole je unikové. Pokud uspéje, jsou oba cestovatelé volni.

Pred plnénim dkolu si mohou cestovatelé domluvit strategii. Strdzce ale jejich
rozhovor odposlechne a zvoli rozloZeni minci ¢ unikového pole tak, aby pokud mozno
neuspéli.

Existuje pro cestovatele strategie, aby je strazce vZdy pustil? Pokud ano, jakd?

Reseni:

Kdyz prijde druhy cestovatel do mistnosti, ma k dispozici pouze rozlozeni minci na
Ssachovnici. Je tedy jasné, ze kazdé rozlozeni minci na Sachovnici by mélo ukazovat
na jedno konkrétni pole.
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I pri prichodu prvniho cestovatele do mistnosti rozlozeni minci na Sachovnici
kéduje néjaké konkrétni pole. Cestovatel musi byt schopen oto¢enim pravé jedné
mince docilit toho, aby rozlozeni Sachovnice ukazovalo na jakékoli zadané pole.
Sachovnice mé 64 poli a cestovatel musi otoéit jednu z 64 minci — otoceni kazdé
z minci tedy musi vést na jiné pole.

Otéazkou zustava, jak vymyslet Sikovné kédovani poli Sachovnice pomoci rozlo-
Zeni minci. Oéislujme si pole Sachovnice (libovolné) 0 az 63. Jako dobry ndpad by
se mohlo zdat naptiklad sc¢itat hodnoty vsech poli, kde je mince licem nahoru, a
tento soucet modulo 64 oznacit za ¢islo vysledného pole. To skoro funguje, obcas
ale prvni cestovatel muze narazit na problém, Ze by potieboval pfi¢ist minci ¢islo
k, ktera uz ale je licem nahoru, nebo odeéist minci (64 — k), kterd je ale nahoru
rubem.

Tento nedostatek muzeme vytesit tak, ze misto klasického scitani pouzijeme
operaci XOR (tedy séitani ¢isel prevedenych do dvojkové soustavy bez pienosu).
Tato operace mé vsechny vlastnosti s¢itani, které potfebujemeﬂ a navic vzdy plati
a XOR a = 0, takze ,pricteni“ i ,odeCteni“ ¢isla vede ke stejnému vysledku.

Shriime si mozné feseni tlohy: Pole Sachovnice oéislujeme od 0 do 63. Prvni
cestovatel prijde do mistnosti a spoc¢itda XOR hodnot vSech poli, na kterych mince
lezi licem nahoru. Oznac¢me tuto hodnotu P. Pokud tnikové pole je U, oto¢i minci
na poli P XOR U. Druhy cestovatel po prichodu opét spoc¢itd XOR hodnot vsech
poli, kde je mince licem nahoru. Vyjde mu P XOR (P XOR U) = U, zni tedy
unikové pole.

Vyuziti operace XOR bylo mozno téz obejit pomoci raznych tabulek nebo
postupnych soucti vzdy jen vybranych sloupci ¢i fadkti. Neprisla nam ani dvé
spravné TeSeni, kterd by se alespon trochu nelisila.

Kuba
ReSeni témat
Téma 1 — Pojdte pane, budeme si hrat

K tématu zatim doslo nékolik feseni, z nich vynikajf ta od Dr.MMMariana Poljaka
Mgr.MMPetra Simtinka. Oba dva se ve svém Feseni zabyvaji naptiklad hrami s po-
Cateénimi tahy 4 a 5, respektive 4 a 6 nebo tim, zda hra nékdy musi skonéit,
popripadé za jak dlouho. Zkuste se nad témito otazkami také zamyslet! Jaka ¢isla
zustanou na tabuli po vybarveni 4 a 57 A co mizeme fici o sudych a lichych
¢islech v pripadé vybarveni 4 a 67

Dr.MMMarian Poljak i Mgr.MMPetr Simtinek tvrdi, ze hra mtize trvat libovolné
dlouho, — tedy neexistuje néjaké konkrétni ¢islo (tfeba milion) takové, Ze by po-
¢et tahfi v kazdé hie byl mensi nez toto ¢islo. Dr.MMMarian Poljak vSak navic
dokazuje, Ze pokud jsou prvni dvé vybrand ¢isla nesoudélné (tedy jejich nejveétsi

1Poznamka pro algebraiky: XOR je klasické s¢iténi definované na vektorovém prostoru nad
dvouprvkovym télesem.
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spolecny délitel je jedna), tak hra uréité skonéi, a mysli si, Ze obecné hra vzdycky
musi skoncit. Co si o tom myslite vy? Pokud budeme hrat piskvorky na seSitu
s tisicem ¢tvereckn, hra uréité skonéi (at uz nécéi vyhrou, nebo remizou) do ti-
sice tahi. Jestlize budeme hrat na nekoneéném sesitu, hra nikdy skoncit nemusi.
Tieba (pokud se s protihrdéem domluvime) mizeme symboly postupné kreslit do
jedné dlouhé tady, ve které se pordd budou stiidat kolecka a kifzky (o x o xo...)
— potom k vyherni pétici nikdy nedojde. Mtze existovat néjaka hra pro dva hrace,
ktera muze trvat libovolné dlouho, ale vzdycky skon¢i?

Mgr.MMPetr Simtinek také navrhl program v Excelu, ktery umoziiuje simulovat
rizné pribéhy hry. Tim se oteviraji nové otazky. Jak si po nékolika tazich uchovat
informaci o tom, kterd cisla jeSté zbyla na tabuli, a¢ jich miZe byt nekonecné
mnoho? A jak tuto informaci aktualizovat pii nasledujicim tahu?

Vasek

Téma 2 — Volebni systémy

Do terminu odevzdéani 1. série dosly do redakce dalsi tii prispévky. Prispévek
od Anny Jandové se zabyva zpusobem hlasovani a rozdélovani mandatt, véetné
vysvétleni D’Hondtovy metody. Ve ¢lanku se doctete také o rozdilu mezi pomér-
nym a vétsSinovym systémem a jejich vlivu na politické spektrum. Anna Jandova
prichazi s myslenkou, ze kdyby stat byl jeden velky volebni okrsek, zamezilo by
se situaci, kdy muze ve volbdch zvitézit (ziskat vice manddti) strana s mensim
realnym poctem hlasi.

Zkuste se podrobnéji zamyslet nad dalsimi moznymi dopady, kdyby stat ob-
sahoval jen jeden volebni okrsek.

Druhy piispévek jsme obdrzeli od Be.MMLukase Belzy. Lukas se zabyval di-
vody ,nespravedlnosti souc¢asného systému a posleze navrhl systém vlastni. Po-
drobnéji se jeho prispévku budeme vénovat v pristim cisle.

Treti piispévek jsme obdrzeli od Mgr.MMKlary Stefanové. Kromé informaci
o zakladnich pojmech a faktech obsahuje mnoho zajimavych myslenek a vypocta.
Pojdme se blize podivat na nékteré z nich.

Prezidentské volby

Autorka nejdrive wvadi vysledky prezidentskiych voleb z roku 2018 a poté pokracuje:
V USA nevoli lidé ptimo prezidenta. Zvoli pouze, jak bude hlasovat ¢len Kongresu
z jejich statu (staty jsou v Kongresu zastoupeny podle poctu obyvatel a ¢len je
vazén prisahou volit podle piani lidu). Kandidat ziskd vSechny hlasy z daného
statu, pokud ziskd nadpolovicéni vétsinu hlast od obyvatel daného statu. Na z&-
kladé systému volby prezidenta v USA zkusim vytvorit dva potencidlni systémy,
které se na ném zakladaji, a zhodnotim, do jaké miry odrazeji vili celé spole¢nosti
a jak je ovliviiuje volebni icast.
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P¥ima volba se ziskem vSech hlasi v kraji

Kandidat ziska vSechny hlasy v daném kraji, pokud ziska nadpoloviéni vétsinu
vSech hlast v daném kraji. Vyhrava ten kandidat, ktery ziskal nadpolovi¢ni vétSinu
vsech hlast v celé republice. Zakladem pro vypocty procentudlniho zisku je pocet
v8ech platnych hlast v kraji/republice. Data o po¢tu opréavnénych voli¢ti a volebni
Ucasti se budou vztahovat ke druhému kolu prezidentskych voleb 2013. Prvni
uvahy se budou tykat pripadu se stoprocentni volebni ticasti.

pocet obyvatel s volebnim pravem se pohybuje okolo milionu: hl. mésto Praha,
Jihomoravsky kraj, Moravskoslezsky kraj, Sttedocesky kraj. Kdyz ziska kandidat
tyto ¢tyri kraje, stale jesté nemda nadpoloviéni vétsinu v celé republice. Do té
mu chybi 314 959 hlast; to znamend, ze musi ziskat jesté alespon jeden kraj
s vyjimkou Karlovarského kraje a zahranici, které nemaji ani v souctu dostateény
pocet voli¢th. Nyni chceme nalézt co nejmensi mozny kraj, pfi jehoz zisku by
kandidét zvitézil. Timto krajem je kraj Liberecky. Podle naseho systému by tedy
kandidat ziskal 50,4 % hlasi, ale ve skutecnosti mu k vitézstvi stacilo pouhych
25,2 %. Tento model je vSak dost nepravdépodobny, protoze by tyto ¢tyti velké
kraje musely byt najednou naladény na stejnou ,,politickou vinu“. Obecnéji plati,
ze v hlavnim meésté a Stredoceském kraji jsou voleni spiSe pravicovi kandidati,
kdezto v Moravskoslezském a Jihomoravském kraji pfevazné levicovi.

Nyni se zaméfime na potencidlniho pravicového kandidata. Ten ziskd hlasy
v Praze a ve Stiedoceském kraji. Tyto hlasy daji dohromady 23 % hlast, tedy
necelou polovinu potfebnych hlasi. Aby ziskal zbytek hlast a zaroven co nejméné
kraji, bude muset vyhrat jesté v kraji Usteckém, Olomouckém, Jihodeském a
Zlinském. Po zisku téchto kraji mu do vitézstvi bude schazet jesté 89 919 hlast,
a proto bude potfebovat ziskat jesté jakykoliv jiny kraj, v nasem ptipadé ziskéd
nejmensi mozny a to je kraj Karlovarsky. Tento potencialni pravicovy kandidat
tedy ziskal 51,8 % hlast, ve skutec¢nosti to vsak byla polovina.

Pokud budeme uvazovat, ze nasim vitéznym kandidatem je zastupce levice,
ziskame hlasy z Moravskoslezského a Jihomoravského kraje. Tyto hlasy budou
dohromady tvorit 23,2 % hlast, to je opét neceld polovina potiebnych hlast. Kdyz
ziska jesté ctyri dalsi kraje jako pravicovy kandidat, tak mu bude k vitézstvi
chybét 70 671 hlast. A to znamend, ze opét bude muset ziskat Karlovarsky kraj.
Nag modelovy levicovy kandidédt ziskd v nasem systému 52 % hlast, skutecné mu
vSak stac¢i byt podporovan pouhou polovinou z téch osob.

Z téchto tTi kandidatt — nevyhranény, pravicovy a levicovy, by v tomto systému
musel oslovit nejvice kandidat levice, protoze by na své zvoleni fakticky potireboval
26 % hlasi.

Ddle autorka clanku sestavuje takovou mnoZinu ziskangch kraji, aby vysledek
voleb mohly rozhodnout hlasy zahranicnich wvolicu, kterych je celkové nejméné.
Kdyby vds zajimalo, které to jsou, podivejte se na cely clinek na webu.

Nyni jesté tivaha, kterd se tyka nevole nékterych spoluobcani dostavit se k vol-
bam, ¢imz se snizuje procento tcasti ve volbach. Tyto tvahy provedeme jenom
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pro pripad, kdy kandidat je nevyhranény a dokaze svou osobnosti oslovit témeér
vSechny volice. Budu pro néj hledat kombinaci co nejméné kraji, kterd by mu
zajistila vitézstvi. Mzeme pozorovat drobné rozdily ve vaze hlast v jednotlivych
krajich. Napriklad hlasy obyvatel Prahy budou mit vétsi vahu nez hlasy volici
z Moravskoslezského kraje kvili sniZzené tcasti u voleb. Stale vsak bude pro kandi-
data zasadni pro snadné vitézstvi ziskat prvni ¢tyii kraje a k nim stejnou tvahou
jako vyse kraj Liberecky. Jako vitéz ziska 50,9 % vSech odevzdanych hlastu. Ve
skutecnosti pro néj vsak hlasovalo pouze 14,8 % vsSech opravnénych voli¢u.

Tento systém prerozdélovani hlasti nahrava velkym krajim. V nasem klasic-
kém vétsinovém systému by mélo stejnou vahu 100 % hlasu z velkého kraje jako
50 % hlast z kraje poloviéniho. V tomto systému vSak maji hlasy z mensiho kraje
poloviéni vahu. Tento systém muze vyrazné snizit Gcast ve volbach v mensich
krajich, protoze jejich obyvatelé nabudou dojmu, Ze jejich hlasy nemaji zddnou
cenu. Timto krokem se vsak jesté vice posili role velkych kraju, a proto bude i
pro kandidata mnohem vyhodnéjsi investovat vétsinu prostredkil na propagaci ve
velkych krajich. Toto chovani nas dostdava do spiraly, ktera bude neustéle zvysSo-
vat roli velkych kraju a snizovat roli kraji malych umocnénou snizovanim zajmu
o volby tohoto druhu.

Prepocet hlasi na mandaty

Mgr™MKlira Stefanovd vyzkousela aplikovat D’Hondtovu metodu s riznou po-
sloupnosti jmenovateli na viysledky voleb do poslanecké snémouvny z roku 2013,
konkrétné na data z Krdlovéhradeckého a Pardubického kraje.

JKrajska“ verze D’Hondtovy metody s posloupnosti jmenovateltt v/2,2,3, ...
nezmeénila poméry ziskanych mandata, avsak zjemnila rozdily mezi jednotlivymi
stranami. Déle je pravdou, Ze strany s vétSim poc¢tem hlastu maji vétsi moznost
ziskat ktesla. Pokud by napriklad Pardubicky kraj ziskal jedenacty mandat, tak
by ho v obou p¥ipadech ziskala CSSD. Ta by tim padem potFebovala pramérné
17 699,67 hlasti na jeden mandat. To vyrazné znevyhodiiuje napt. KDU-CSL, kter4
na zisk jediného mandatu potrebovala 19693 hlast. V nékterych evropskych ze-
mich (Polsko, Litva) se pouzivd odnoz D’Hondtovy metody zvana metoda Sainte-
Lagué. Hlavni rozdil mezi touto metodou a klasickou D’Hondtovou metodou je
ten, Ze Tada délitell se nebere ze vSech prirozenych Cisel, ale ze vSech lichych. Tato
metoda by méla zvyhodnovat mensi a stredni strany.

Pouzitim této metody se poméry ziskanych mandatt bud zménily tplné, nebo
se alespon docililo toho, ze mensi strany ziskaly sviij mandat v drivéjsim kole
prerozdélovani. V Kralovéhradeckém kraji ztratilo ANO 2011 jeden mandét na
tkor TOP 09 a vsechny méné oblibené strany ziskaly svdj prvni mandit mno-
hem diive nez pti pouziti klasické D’Hondtovy metody. V Pardubickém kraji se
sice poméry mandati nemeénily, ale opét doslo k presunim na pozicich v ziské-
vani mandati. Tato metoda tedy opravdu zvyhodnuje mensi az stfedni politické
strany. V krajich, kde se rozdéluje pomérné dost mandati, jako byly ty mnou
zvolené, se tento rozdil projevi spise na poradi zisku nez na pomérech mandata.
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Pokud se vsak v kraji prerozdéluji hlasy k méné mandatim, dojde k vyraznému
posileni postaveni mensich stran a také k tomu, ze zastupci z tohoto kraje budou
zastupovat Sirsi politické spektrum.

Poté autorka vysvétluje princip fungovdni Hagenbach-Bischoffovy kvéty a po
prepocitani hlasti ve vyse zminéngch krajich konstatuje: Opét vidime, Ze rozdé-
leni mandatu je alespon v jednom kraji jiné nez pri pouziti D’Hondtovy metody.
Opét dochazi ke zvyhodnéni stfednich az mensich stran. Vysledek je shodny s me-
todou Sainte-Lagué. Snazila jsem se naznacit, ze metoda pouzivand v nasi zemi
k prerozdélovani hlast neni idedlni a na vysledcich voleb ze dvou kraju jsem se po-
kusila podpofit tvrzeni, ze D’Hondtova metoda opravdu zvyhodnuje vétsi strany.
Faktem vsak stale zustava, ze prerozdélovani hlasi nebude nikdy spravedlivé, ale
zalezi na zvolené metodé, zda se politické spektrum zastoupené v Poslanecké sné-
movné zazi nebo naopak rozsiti. Prezident Havel asi jednal ve prospéch pestrého
politického spektra, kdyz se pokousel vetovat zdkon o pouziti D’Hondtovy me-
tody pii prepoctu hlast pii volbach do Poslanecké snémovny, navrzeny CSSD a
tise podporovany ODS.

Posledni cast clanku se zabijvd volbami do Evropského parlamentu a rozdéelenim
manddtu mezi clenské zeme a muzete si ji precist nize. Cely clanek vcetné tabulek
s prepocitanymi daty najdete na webovich strankdch tématu, vrele doporucujeme
k prectent.

Mgr-MMKldra Stefanovd svym cldnkem odpovédéla na mnoho otdzek, jesté jich
ale nekolik pordd ziustdvd nevyreseno. Krome téch uvedenych v minuljch cislech
priddvame dalsi:

Pri volbach je mozné poridit si volicsky priukaz a hlasovat v jiném kraji c¢i
v zahranici. Hlas volice s volicskym priukazem se ndsledné zapocitd v kraji, ve
kterém rediné volil. Predstavte si, Ze politickd strana md 10 % velmi aktivnich
volicu, kteri jsou ochotni volit tam, kde se to strané hodi.

Zkuste vymyslet pro zvolenou stranu, zda a jokym zpusobem md Sanci ovlivnit
svj vysledek ve volbach v pripadé, Ze s néjakou presnosti (treba podle predvoleb-
nich prizkumi nebo za pomoci jasnovidce) znd pocty svych volici v jednotlivgch
krajich. Miru presnosti si muzete urcit sami. Zajimavé mize byt ¢ srovndni, jak
by strana dopadla se strategii z predvolebniho pruzkumu provedenou na redlnijch
datech. Odkud budou pochdzet aktivnid volici si miZete zvolit (specidiné nemusi
véichni pochdzet ze stejného kraje).

Tésime se na vase resend.

Anet
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Volby do Evropského parlamentu (13b)
Mgr.MV Kldra Stefanovd

Obecné zéasady

Aktivnim volebnim pravem se muze pysnit kazdy obcan, ktery dosahl 18. roku
zivota. Zvolen muze byt netrestany jedinec starsi 21 let. Prerozdélovani hlasi
probiha v kazdé zemi jinak, v té nasi je to pomoci D’Hondtovy metody. Uzaviraci
klauzule je 5% procent hlasti v daném obvodu — tedy v dané zemi.

Rozdéleni sil v evropském parlamentu

Evropsky parlament je dynamickou slozkou legislativy Evropské unie. Své za-
stupce v ném ma vsech 28 evropskych zemi. Pocty poslanct jsou pridélovany
kombinaci vice kritérii: rozloha, HDP, pocet obyvatel,... Minimalni pocet po-
slancii na zemi je stanoven na ¢isle 6 a maximalni na ¢isle 96. Maximalni celkovy
pocet poslancii je 751. Europoslanci v Evropském parlamentu nemaji sestaveny
zasedaci poradek v zavislosti na statni prislusnosti, ale v zavislosti na ideologické
piislusnosti. Ceska republika je zastoupena 21 europoslanci. Nékteif odbornici
tvrdi, ze tyto volby jsou nerovné, protoze voli¢i voli oddélené, mandéty jsou pre-
rozdélovany podle riznych metod a kazdd zemé na jeden mandat potrebuje jiny
pocet hlasu v zavislosti na odlisném poctu kiesel v Evropském parlamentu. V ta-
bulce [1f je strucny prehled zemi EU a aspekti, podle kterych jsou jim pridélena
mista v Evropském parlamentu.

Nyni mtzeme provést prepocet poc¢ta poslaneckych ktesel na zemi. Na chvili
zrusime podminku maximéalniho a minimalniho poc¢tu mandéatid na zemi a za-
chovdme pouze nutnost mit maximéalné 800 europoslancti (europarlament neni
nafukovaci). Kresla budu prerozdélovat podle poctu obyvatel, rozlohy a HDP. Pri
pripadném zaokrouhlovani poc¢tu mandati budu pouzivat klasickd pravidla zao-
krouhlovani, az na vyjimku, ze by néjaka zemé neméla mit europoslance viibec
Zddného. V nésledujici tabulce (tab. [2)) jsou uvedena moZnd nové sloZeni Evrop-
ského parlamentu.

Pridélovat pocty kiesel pouze na zakladé poctu obyvatel je mirné nepraktické
z mnoha duvodu. Prvni a docela vyrazny je ten, Ze pocet obyvatel se méni a
v kazdém staté jinak. Proto by se musely poméry kiesel upravovat pii kazdych
volbéach, coz se nikomu délat nechce. Dalsi divod je, ze velké staty by mély jasnou
prevahu nad mensimi a obcas velmi produktivnimi a aktivnimi stéaty.

Délenim podle rozlohy sice nenastava problém s jeji proménlivost{ (vyjma vel-
kych valeénych konfliktu. .. ), ale naopak s jejim obrovskym rozpétim od drobné
Malty po majestatnou Francii. Opét je zde potencidlni nemoznost cokoliv pro-
vést ze strany malych statu, jejichz rozloha je opravdu miniaturni. Musely by
vybirat pouze jednoho zastupce, ktery by odrazel politické nalady v dobé voleb a
nezastupoval by svymi ndzory vétsi ¢ast politického spektra dané zemé.
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Nejvyrovnanéjsi je prerozdéleni kresel podle HDP. V tomto systému vyrazné
vy¢niva Lucembursko, které se na tuto pricku dostalo predevsim diky nizkému
poctu obyvatel a nizkym danim, které jsou atraktivni pro mnoho podnikatelt.

Kombinace téchto tii déleni je asi jedind relativné spravedlivd metoda, kterd
se da pri rozdélovani kiesel v tak nesourodém prostiedi zvolit. Zde mozna mu-
zeme hledat jeden z duvodi, pro¢ je Turecko tak dlouho cekatelem na vstup do
Evropské unie. Jeho velkd rozloha a pocet obyvatel by vyrazné zamichaly poméry
sil v Evropském parlamentu a mohly by zptisobit potencidlni islamizaci urcité
frakce.

semé rok poc¢. obyvatel rozlo};a HDP 51?;5

vstupu (v r. 2012) (km*) (eura) v EP
Belgie 1952 11 094 850 30 528 | 30 500 21
Bulharsko 2007 7 327 224 110 879 | 12 000 17
CR 2004 10 236 445 78 867 | 20 600 21
Chorvatsko 2013 4 398 150 56 594 | 15 600 11
Dénsko 1973 5 573 894 43 094 | 32 100 13
Estonsko 2004 1 294 486 45 228 | 18 800 6
Finsko 1995 5 401 267 338 145 | 28 700 13
Francie 1952 65 327 724 643 801 | 27 800 74
Irsko 1973 4 582 769 70 723 | 32 500 11
Italie 1952 59 394 207 301 340 25 200 73
Kypr 2004 862 011 9251 | 22100 6
Litva 2004 3 003 641 64 300 | 19 100 11
Lotyssko 2004 2 041 763 64 589 | 17 300 8
Lucembursko 1952 524 853 2 586 | 67 900 6
Madarsko 2004 9 932 000 93 028 | 17 200 21
Malta 2004 417 520 316 | 22 700 6
SRN 1952 81 843 743 357 022 | 32 000 96
Nizozemi 1952 16 730 348 41 543 32 600 26
Polsko 2004 38 538 447 312 685 | 17 500 51
Portugalsko 1986 10 542 398 92 090 | 19 400 21
Rakousko 1995 8 443 018 83 871 | 33 200 18
Rumunsko 2007 21 355 849 238 391 | 13 900 32
Recko 1981 11 290 067 131 957 | 19 500 21
Slovensko 2004 5 465 311 49 036 19 600 13
Slovinsko 2004 2 055 496 20 273 | 21 300 8
UK 1973 63 256 141 243 610 | 27 200 73
Spanélsko 1986 46 196 276 505 370 24 500 54
Svédsko 1995 9 482 450 295 | 32 700 20

Tabulka 1: Priehled charakteristik, na jejichz zakladé jsou jednotlivym zemim pridélo-
vana mista v Evropském parlamentu
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Ny . , odle odle odle
zeme pivodni ob;)vatel roZIOhy I;{DP
Belgie 21 18 5 33
Bulharsko 17 11 19 13
CR 21 15 13 22
Chorvatsko 11 7 9 17
Daénsko 13 8 7 34
Estonsko 6 2 8 20
Finsko 13 8 57 31
Francie 74 99 108 30
Irsko 11 7 12 35
Ttalie 73 90 51 27
Kypr 6 2 2 24
Litva 11 5 11 20
Lotyssko 8 3 11 18
Lucembursko 6 1 1 72
Madarsko 21 15 16 18
Malta 6 1 1 24
SRN 96 127 60 34
Nizozemi 26 25 7 35
Polsko 51 58 52 19
Portugalsko 21 16 15 21
Rakousko 18 13 14 35
Rumunsko 32 32 40 15
Recko 21 17 22 21
Slovensko 13 8 8 21
Slovinsko 8 3 3 23
UK 73 96 41 30
Spanélsko 54 70 85 26
Svédsko 20 14 75 35
celkem 751 771 753 753

Tabulka 2: Slozeni Evropského parlamentu, pokud by byla mista pridélovana na zakladé
jednotlivych charakteristik

Téma 3 — Kosmicky kulec¢nik

K tématu prislo nékolik zajimavych prispévki. Nejobsahlejsi prispévky prisly od
fesitelt Be.MMSéra Rosecka a Be.MMMarco Souza de Joode. Oba si vybrali za svou
obét Jupiter. Sarin ¢lanek vycnival v rozebrani riznych dusledkt zmizeni Jupitera
a vybornou praci se zdroji. Marcuv ¢lanek byl velmi obsdhly a precizni. Oba
resitelé pojednavali o tom, jak se budou po zmizeni chovat mésice Jupitera, ale
ani jeden tento jev nepopsal matematicky dostatecné rigorézné. Proto se pokuste
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pomoci Keplerovych zakonu spocitat, po jaké dréaze se budou Jupiterovy mésice
pohybovat po jeho zmizen{ (pfipadné si miiZzete vybrat jinou planetu a jeji mésice).
Zustanou uvéznény v gravitacnim poli Slunce a budou se pohybovat po elipséch,
nebo se dostanou na hyperbolickou dréhu a odleti do mezihvézdného prostoru?
Vliv ostatnich planet muzete zanedbat.

Viktor

Serial: Teorie reprezentaci

V minulém dile jsme slibili, Ze se zminime o Feseni rovnic, ale nejdriv se podivame
na feseni uloh. . .

1. Uved néjakou dalsi mnoZinu, kterd muze vytvorit grupu s operaci scitdani.
Reseni:
Se s¢itanim jako grupa funguje napiiklad mnozina vsech racionélnich (Q),
realnych (R) a komplexnich ¢isel (C), kvaternionyﬂ (H) nebo mnoziny vsech
matic stejného tvaru (napf. mnozina vSech matic 2 x 3).

2. Vymysli st néjakou grupu a ukaZ, Ze je to grupa.

Nejoriginalnéjsi grupa bude zvefejnéna v pristim cisle.

3. Sestav grupu vsSech symetrii desky tvaru rovnostranného trojuhelniku a ana-
lyzuj ji.
ReSeni:
Rovnostranny trojihelnik ma hned nékolik prvki symetrie: trojéetnou osu
prochézejici tézistém cs, horizontalni rovinu symetrie v roviné trojihelnika
op, a tri vertikdlni roviny prochézejici tezistém a jednim z vrcholi o4, op
a oc, dal jesté tfi dvojcetné osy prochézejici vrcholem a stiedem protilehlé
strany ca, cg a cc. Grupa téchto prvku se znaci Dsp. Neni komutativni.
Tabulka [3] popisuje ndsobeni v této grupé.

Symetrie geometrickd je jen jednim z mnoha prikladi symetrie, které muze
teorie grup popisovat. Symetrie je jev, kdy aplikujeme na néjaky objekt néjakou
operaci a tento objekt tim nezménime, tj. objekt je viic¢i této operaci invariantni,
neboli neménny. Existuje mnozstvi situaci, kdy muzeme abstraktni symetrii vhod-
nym znazornénim prevést na symetrii geometrickou. Takovym piikladem je parita
funkei.

2Kvaterniony jsou rozsifenim komplexnich &isel, navic k redlné a komplexni jednotce maji
jesté dveé dalsi. Jestlize si mnozinu komplexnich ¢isel znazornujeme jako rovinu, kde osa x pred-
stavuje nasobky redlné jednotky a osa y nasobky imaginarni jednotky, museli bychom pro kva-
terniony pridat dalsi dva rozmeéry.
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¢ | [ & ]| [on]on]on]oc]|ecalen|ec]

e e c3 cg S3 83 op | 0a | 0B | 0c | ca | cB | co
C3 C3 C?)) e S% Op S3 oc T A opB co CA CcCp
c% cg e c3 op S3 5% op | oc | 04 | cg | cc | ca
S3 S3 S% Oh C% e C3 cc CA CB (oXe} T A op
8% S% Ohp S3 (& C3 C% Cp Ccc CA OB oc gA
Op Oh S3 83 C3 C% (& CA CB Cc gA OB oc
A g A opB oc Cp Cc CA & C% C3 Op S3 S%
OB oB | oc | 04 | cc | ca | cB c3 e cg s§ op S3
ac (oXe} T A op CA CB co C% C3 e S3 S% Oh
CA CA Cp Cc opB oc oA Op Sg S3 € C3 C%
CB CB cc CA oc OA OB S3 Op 8:2,) C?,) (& C3
Ccc Ccc CA Cp gA opB ac Sg S3 Oh C3 C% €

Tabulka 3: Multiplikativni tabulka grupy symetrii rovnostranného trojihelniku.

Existuji funkce liché a sudé (je ale mnoho funkci, které nejsou ani liché ani
sudé). Funkee je lichd, pokud Vo € R : f(x) = —f(—x) (jeji graf je symetricky
podle pocdtku soutadnic); funkce je sudd, pokud Vo € R : f(z) = f(—=x) (jeji
graf je symetricky podle osy y). Parita ve své podstaté vyjadiuje, co se stane,
kdyz prohodime znaménko u proménné, geometrickd symetrie jejich grafu je jen
disledek.

Zajimavé symetrie vykazuji i polynomialni rovnice. Polynomialni rovnice je
rovnice ve tvaru

2+ ap_12" P4+ apx® = 0.

Koeficient u ¢lenu nejvyssiho rddu budeme vzdy pokladat roven jedné, protoze na
tento tvar lze kazdou rovnici prevést vynasobenim ¢islem. Nejjednodussi je rovnice
linearni = + ag = 0, mé jediny l«:ofen[ﬂ7 a to 1 = —ag. Kazda vyssi polynomialni
rovnice se d& zapsat jako soucin linedrnich vyrazu

(x—x1)(x—22) - (2 —2p) =0

kde x1 az x, jsou kofeny této rovnice (obecné komplexni). Polynomialni rovnice
jsou tedy symetrické viuci libovolné permutaci kofenid. Mimochodem, grupa per-
mutaci kofentt kubické rovnice (obecné permutaci t¥{ ¢isel) je isomorfni s grupou
symetrie rovnostranného trojuhelniku v roviné, kterou jste zkoumali v poslednim
ikolu. Ve vsech kontextech, tedy i tady, se tato grupa znaci Dgy,.

3Cislam, ktera spliiuji danou rovnici, se obvykle ¥ika, koren
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Krom toho existuji i dalsi zajimavé algebraické vyrazy ¢i rovnice s témito
rovnicemi spojené, které také vykazuji urcité symetrie. Pro kvadratickou rovnici
to jsou Vietovy vztahy:

b=—x1 —x2,c=1T125.

MuZete si je snadno odvodit rozndsobenim (x —x1)(x — z2) a porovnanim se stan-
dardnim tvarem kvadratické rovnice 2% + bz +c = 0. I tyto vyrazy jsou invariantni
vuci prohozeni korenti. Pro kubickou rovnici existuji invariantni vyrazy

T +1‘2j—|—173j3 3 131—|—172j2—|—$3j 3
o = f aﬁz f y

kde j = %(1 +Z\/§) je komplexni ¢islo, pro které plati |j3| =1laj?+j+
1 = 0. Invarianty « a f se daji ziskat kombinaci koeficientii rovnice a z nich
se dél daji odvodit vzorce pro koreny kubické rovnice. Pro rovnice vyssich radu
uz takové invariantni vyrazy, které by se daly dal pouzit k jejich Feseni, nejsou.
Avsak vlastnosti permutaci jejich kofenu o nich leccos zajimavého vypovidaji —
predevsim to, zda jsou rovnice feSitelné.

Nékteré rovnice vyssich rada resit dovedeme. Takovym prikladem je rovnice
2% 4 32% + 322 + 1 = 0. Na prvni pohled je vidét, ze obsahuje pouze ¢leny sudych
fadf, takZe mizeme pouzit substituci t = 22 a dospéjeme k rovnici kubické. U
rovnice 2% —62° +18z* — 3223 4 3622 — 24z + 8 = 0 si hned rady nevime. ReSitelna
ale je, protoze ji z predchozi rovnice dostaneme substituci ¢ = x — 1. To se projevi
na symetrii dané rovnice. Pravé podle téchto symetrii se daji rovnice priradit
k ngjaké Galoisové grupéﬂ Grup ruznych permutaci kofent rovnic neni mnoho a
jsou dobfe popsany, takze je mozné spocitat, jestli k nékteré z nich prislusi nase
rovnice, a tak zjistit, jestli je Tesitelna. To samo o sobé neni jednoduchy kol a
ke skute¢nému feseni rovnice ¢asto neexistuje jednoduchy postup. Proto reseni
polynomialnich rovnic ponechdme na trovni zminky.

Ted pridame nékolik dalsich pojmii, které se nam pozdéji budou hodit. Prvnim
je rad grupy G, coz je jen pocet jejich prvki, pokud je koneénd. Lze zavést také
7dd proku n, coz je nejmensi n, pro které pro prvek a plati a” = e. Rad prvku ale
nelze zavést vzdy, u nekoneénych grup (napi. (Z,+)) se k jednotkovému prvku
mocnénim nékterych prvki nikdy nedostaneme. Pro Cs, tedy grupu rotaci kolem
dvojéetné osy ¢i grupu ({0,1},+ mod 2), je fdd grupy 2 a stejny je i fad jejiho
prvku ¢y, protoze c3 = e. Rad identity je vzdy jedna.

Zavedem si dalsi termin, podgrupa. To je podmnozina grupy, kterd sama spliuje
axiomy grupy. Grupy, které neobsahuji zddné podgrupy krom samotné identity a
sebe sama, nazyvame jednoduché (vétsinou se ale pod pojmem jednoduchd grupa
mysli takova grupa, kterda neobsahuje zadné podgrupy, které jsou zaroven celymi
tfidami — viz niZe). Napf. grupa Cs je jednoduchd, je fadu t¥i, stejné jako jeji
prvky c3 a c2. Grupa Tq m4 ale hned nékolik podgrup: ¢éty¥i podgrupy typu Cs,

4To jsou grupy symetrii isomorfni s uréitymi typy rovnic. Galoisovy grupy jsou pojmenovany
podle Evariste Galoise, ktery pravé praci s timto problémem teorii grup zalozil.
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tFi podgrupy Cs a Sest pogrup spojenych se zrcadlenim predstavuje ty jednoduché;
slozenou podgrupou je tfeba grupa dvoj- a trojéetnych rotaci ¢tyrsténu. Podgrupy
najdeme tak, ze odstratiujeme z grupy ruzné skupiny prvku (zakryvdme prislusné
fadky a sloupce v multiplikaéni tabulce) a sledujeme, jestli je vyslednd grupa stéle
uzaviend (jestli ndm odstranéné prvky v tabulce nékde neztistaly).

Kdyz se zamyslime nad definici fddu prvku a, zjistime, Ze je to vlastné rad
cyklické podgrupy (a) = a,a?,...a" ! grupy G generované prvkem a. Kazdy prvek
grupy je tedy ,zabaleny“ do néjaké cyklické podgrupy a fad prvku je presné rad
této podgrupy. Muzeme si polozit otdzku, které dalsi prvky grupy (a) generuji
celou grupu (a), neboli maji stejny ¥4d. Rozmysli si, Ze jsou to pravé ty mocniny
a®, ze k je nesoudélné s n. Pokud je n prvoéislo, znamend to, Ze vSechny prvky
cyklické grupy az na identitu maji stejny rad. Co kdyz n neni prvocislo? To je
snadno vidét na ¢tyréetné ose:

Stejné tak to plati pro grupy reflexnich rotacﬂ Sp; reflexni rotace s, jsme potkali
v grupé Ty.

Trida konjugace (dale jen trida) je tvorend prvky, které jsou navzijem konju-
gované (to znamend, Ze pro kazdé dva prvky tfidy a, b najdeme v grupé prvek g,
aby platilo a = gebeg~1) a jsou viechny uréeny jednim libovolnym prvkem tiidy.
Prvky z jedné t¥idy se vyznacuji tim, Ze maji stejny ¥ad (protoze pfi vypoctu radu
prvku z jeho maticového zapisu, ktery si ukdzeme za chvili, mtazes pod operaci
stopy, vedouci pravé k hodnoté radu, ndsobené prvky grupy libovolné prohazovat,
a tak g a g~! dostat vedle sebe a odstranit). Grupa je sjednocenim t¥id prvki,
pricemz tyto tiidy jsou navzdjem disjunktni. TFidy obecné obsahuji rizné pocty
prvku, pricemz pocet prvku tridy je délitelem rfadu grupy.

Pokud chceme hledat ttidy grupy, musime si nejprve ujasnit, které prvky jsou
spolu konjugované. Zkusme to pro grupu Tq (grupa symetrie étyfsténu). Vezméme
si tfeba jeji prvek s(ap,cp) a najdéme, s jakymi vSemi prvky je konjugovany, a
to tak, Ze vypocteme g @ s 4p cp) ® g~ ! pro viechny prvky g nasi grupy:

€®S5AB,cD)®¢€ = $SAB,cD)®€ = S(AB,CD)
2 _ 2 _

CA®SAB,cD)®Cy = S(AC,BD)®Ca = S(AD,BC)

Ca®sAB.CD)®CA = OBC®CA = S(Ac,BD)

Vidime, Ze s(4p,cp) je konjugovany se vsemi reflexnimi rotacemi v grupé.
Protoze plati, ze pokud je a konjugovano s b i s ¢, potom b je konjugovano s c,
muzeme Fici, ze vSechny reflexni rotace v této grupé jsou konjugované. Podobné
zjistime, Ze rotace c4 je konjugovana se vSemi trojéetnymi rotacemi:

5Reflexivni rotace jsou rotace spojené se zrcadlenim v roviné kolmé na rotacéni osu.
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cecypee = caee = cCyg
cAocAoci = cioci‘ = ca
concAocA = eecy = cCy

Dalsimi skupinami konjugovanych prvki jsou vSechna zrcadleni, dvojéetné ro-
tace a samotna identita.

K urceni t¥id nam dal pomize znalost rada prvka. Vime, Ze rad identity je
jedna a zadny dalsi prvek s rddem jedna nemuze existovat. Identita tedy vzdy
sama tvori tfidu. Trojcetné rotace maji rad tii a také tvori tiidu. Dal$imi mno-
zinami konjugovanych prvka, a zdroven tridami, jsou dvojcetné rotace s fadem
2, zrcadleni s Tadem 2 a reflexni osy s fddem 4. Pocty prvku téchto trid jsou
postupné 1, 8, 3, 6 a 6 — coz jsou vSechno délitelé ¢isla 24, tedy radu grupy.

U abstraktnéjsich grup nardzime na problém, jak s jejimi prvky zachézet. Po-
tfebujeme je néjak zapsat a néjak s nimi operovat. Proto k témto grupam piira-
zujeme reprezentace R. Reprezentace grupy je néjaka grupa matematicky snadno
zvladatelnych objektl, typicky ¢tvercovych matic, kterd je s pivodni grupou iso-
morfni.

Matice

V pripadé, Ze nevis, jak se pracuje s maticemi, jsou pro tebe urceny ndsledujici
odstavce. Pokud s maticemi pracovat umis, muzes je preskocit.

Matice A v obecném smyslu je jakdkoli tabulka m x n néjakych prvka am n.
Mize a nemusi byt ¢étvercovd (m = n), muze to byt sloupcovy (m = 1) nebo
fadkovy (n = 1) vektor, nebo i obyéejné ¢islo (m = n = 1). Matice jsou definovany
na néjakém vektorovém prostoru, tj. na mnoziné vektori, ktera spliuje grupova
pravidla (s operaci s¢itan{), a navic vektor zustava ve vektorovém prostoru i po
vyndasobeni ¢islem (pro jednoduchost budeme uvazovat redlna éisla, ale obecné si
muzeme zvolit i jinou mnozinu prvka, spliujici urcitd pravidla, vlastné i vyraz
¢islo je jisté zjednodusSeni. . . )

Kdyz dostaneme vektorovy prostor, nejdiive si zvolime néjakou jeho bazi. Baze
je mnozina linedrné nezavislych vektoru (zadny z nich nejde z téch ostatnich ziskat
linedrn{ kombinaci, tj. s¢itdnim a ndsobenim ¢éislem), pricemz kazdy vektor pro-
storu se da zapsat jako linearni kombinace vektort baze. Takze si vlastné zvolime
soutadné osy. Mozné ze zemépisu nebo z matematiky vis, ze bod v prostoru lze
popsat nejen souradnicemi kartézskymi (z,y, 2z), ale i polarnimi H (r, ¢, z) nebo
Sférickymim (r,¢,0). Moznych bazi je ale nekone¢né mnoho, napf. v krystalografii
se ob¢as pouzivd soufadny systém os (z,y, z), kde na sebe ale osy nejsou kolmé,
ve spektroskopii se pouzivd baze definovana délkami vazeb v molekule a tthly mezi

Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Polarni_soustava_soufadnic
7http ://cs.wikipedia.org/wiki/Sféricka_soustava_soufadnic


http://cs.wikipedia.org/wiki/Pol�rn�_soustava_sou�adnic
http://cs.wikipedia.org/wiki/Sf�rick�_soustava_sou�adnic

24

nimi a v kvantové mechanice se pracuje na vektorovém prostoru funkci, kde za
bazi se za urcitych podminek daji zvolit napf. siny a kosinyﬂ

Zakladnimi operacemi mezi maticemi jsou sc¢itani a maticovy skalarni soucin.
My budeme jako grupovou operaci na kone¢nych grupach pouzivat maticovy ska-
larni soucin. K tomu, aby bylo moZzné matice vynasobit, musi byt pocet sloupcii
prvni matice A stejny jako pocet fadkt druhé matice B, matice se pak nasobi
systémem Fadek krat sloupec, tedy vezmeme k-ty fadek matice A a [-ty sloupec
matice B a seCteme Cisla vznikld vynasobenim ¢isel na stejnych pozicich takto
vzniklych vektorl ¢, = @m,101,n + G 2b2 n + - -+ . Nejjednodussim piikladem,
krom nasobeni obycejnych ¢isel, je skaldrni ndsobeni vektori:

(a b)- (;) — ac+bd

Naésobeni dvou matic vypada takto

a b c\ g h _(ag+bi+ck ah+bj+cl
d e f ; g “\dg+ei+fk dh+ej+fl)-

Dalsim specialnim priikladem je nasobeni vektoru matici
a b\ (e\ _ [ae+bf
c d ] Nece+df )
Matice a grupy

Vezméme si napriklad grupu C5 — grupu rotaci kolem dvojcetné osy, napt. osy

x. Tato grupa ma prvky e a c¢,. Nejprve si zvolime vektorovy prostor, ve kterém

problém fesime: jsme-li v roviné, pracujeme s maticemi 2 x 2, v prostoru s maticemi

3 x 3, v prostoru o dimenzi 15 s maticemi 15 x 15, atd. Vzdy navic musime zvolit,

se kterymi bazovymi vektory budeme pracovat, tj. jak si zvolime souradné osy.
Prvek e je vzdy reprezentovan jednotkovou matici

1 0 1 00
2D : €(R2) = (O 1) 5 3D : 6(R3) =10 1 0 s
0 0 1
Rotaci okolo osy x o 180° lze reprezentovat jako
1 0 1 0 0
2D (l',y) : C.’E(RQ) = ) 3D (I,y,Z) : C.’E(R3) 0 -1 0 3
0 -1 0 0 -1

8http://cs.wikipedia.org/wiki/Fourierova_fada
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Pokud bychom si otocili systém souradnic a nase osa by se uz neshodovala s osou x,
ale tfeba s ptimkou (1, 1,0), pak

01 0
(l’,y,Z) *C(1,1,0) 10 0
0 0 -1

Jak jsme na to prisli? Jednoduse: Aplikujeme tu operaci na nékolik trivialnich
objektt, pro které zname reseni. Tim dostaneme soustavu rovnic a jejim vytese-
nim prvky matice. Ur¢eme spole¢né matici zrcadleni v roviné xy v trojrozmérném
prostoru. Zobrazime tfeba jednotkové vektory ve smeérech jednotlivych os. Jed-
notkovy vektor ve sméru osy x lezi v roviné zy, takze se operaci nezméni:

a b ¢ 1 a 1
d e fl-{o)=[d]=1]0
g h i 0 g 0

7 porovnani vektoru plyne, ze a = 1, b = 0 a ¢ = 0. Podobné pro jednotkovy
vektor ve sméru osy y

a b ¢ 0 b 0
d e fl-[1]=1e]l=1|1],
g h i 0 h 0

aproto b =0, e =1 a h = 0. Nakonec jednotkovy vektor ve sméru osy z se
preklopi na druhou stranu, tedy

a b c 0 c 0
d e fl-10l=1(f]=1{0],
g h i 1 i -1
a z toho c =0, f =0 a i = —1. Matice zrcadleni v roviné zy tedy je
1 0 0
ozy(R3)=10 1 0
0 0 -1

Je zajimavé, Ze stopa, (tj. soucet prvku na diagondle), matice reprezentujici
néjaky prvek grupy, je stejnd pro vsechny mozné reprezentace stejné dimenze.
Tomuto ¢islu fikame charakter prvku x,. Podobné matice maji stejnou stopu.
Podobné matice A a B jsou takové, ze pro né existuje matice G, aby A = G-B-G~1.
V tom poznavame vzorec svazujici konjugované prvky grupy, takze prvky grupy,
které jsou spolu konjugované, maji stejny charakter. Naptiklad vSechny rotace
kolem dvoucetnych os maji ve 3D (z,y,z) reprezentaci charakter —1. Mnozina
charakteru jednotlivych prvka se pak nazyva charakter reprezentace.

Podobnost matic slouzi i k prevadéni mezi ekvivalentnimi reprezentacemi.
Pokud jsou dvé reprezentace ekvivalentni, pak existuje néjakd matice G, ktera
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vsechny matice reprezentujici prvky grupy prevede na jiné matice, které také re-
prezentuji prvky této grupy. Takovych ekvivalentnich reprezentaci je nekonecné
mnoho, miize ale existovat jedna specidlni. V této reprezentaci ziskavaji matice
reprezentace grupy kvazidiagonalni tvar, to znamena, ze na diagonale mame oddé-
lené ¢tvercové skupiny (podmatice) nenulovych éisel a vSude jinde nuly, napt.

1 2 0 0

-2 -1 0 0

0O 0 -1 2

o 0 2 -1
Pokud takova podobnostni transformace existuje, rikdme, Zze puvodni reprezentace
je reducibilni. Podmatice na stejnych pozicich pak také funguji jako reprezentace
puavodni grupy. Pokud takova transformace neexistuje, je reprezentace ireduci-
bilnd.

To, jestli je reprezentace ireducibilni, pozndme podle kritéria ireducibility: re-

prezentace je ireducibilni pravé tehdy, kdyz soucet ¢tvercu absolutnich hodnot
charakteru vsSech prvku této reprezentace je roven radu grupy

> Ixa(R)P =g,
R

pro reducibilni reprezentace je tento soucet vétsi.
Zkusme si ovérit reducibilitu 3D reprezentace grupy Cs.

Xe(3) =3, xe,(3) =—1, 3+ |- 1> =10 >2

3D reprezentace grupy Cs tedy je reducibilni, ireducibilni je napriklad 1D repre-
zentace, kde
Xe(1) =1, Xeo(1) = £1, 1P+ [ 217 =2.

Zuzi
Uloha 3.5 — Teorie grup Il (6b)
1. Uréi rad grupy a jejich prvkia a najdi co nejvic podgrup a vSechny tiridy
grupy Dap. (2b)

2. Napis néjakou 3D reprezentaci grupy vsech dvojcetnych rotaci rovnostran-
ného trojthelnika a rozhodni, jestli je ireducibilni. (4b)

A= L0
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Vysledkova listina 1. Cisla

Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t1 t2 t3 Zo Zl
1. | Dr.MIM. Poljak 4| 60,0]3,8 3,2 3,0 2,0 10,0 22,0 | 22,0
2. | Mgr."MP.Simtnek 3| 32,6/3,6 3,0 3,000 7,0 16,6 | 16,6
3. | Mgr."MK Stefanova 4| 39,7|1,7 13,0 14,7 | 14,7
4. | Be."MJ Pallova 1| 13,8(2,8 3,0 3,0 5,0 13,8 | 13,8
5. | Be."ML.Belza 4| 13,7(3,5 0,2 3,0 7,0 13,7 | 13,7
6. | Doc."MP.Soucek 4 | 103,2 2,2 3,0 3,0 5,0 13,2 | 13,2
7. | Be.M"M.Souza de Joode | Z8 13,1 (1,1 0,0 5,0 7,0 [ 13,1] 13,1
8. | Dr.™T Domes 3 | 54,9(3,3 2,6 3,0 3,0 11,9 11,9
9. | Be."MJ.Domes 1| 11,6 (2,8 0,8 3,0 5,0 11,6 | 11,6
10. | Be.™MP.Hudec 2| 11,5[35 3,0 5,0 11,5 | 11,5
11. | Be."MP . Petras 4| 10,4|2,4 3,0 5,0 10,4 | 10,4
12. — 14. | J.Gocnik 4 9,6 | 3,6 3,0 3,0 96| 9,6
T.Spalkova, 3 9,6 1,6 2,0 0,0 3,0 3,0 96| 9,6
Mgr."™J Viclavek 4| 39,638 2,38 3,0 96| 9,6
15. | L.Kundratova 1 7,0/3,0 3,0 1,0 70| 7,0
16. — 17. | A.Jandov4, 1 6,8(1,3 0,0 2,0 3,5 6,8| 6,8
Mgr."M A Mlezivova 2 | 32,8(3,8 3,0 6,8 6,8
18. | Bc."MB.Pozar 2 | 12,5(3,5 3,0 6,5| 6,5
19. | D.Chytilovéa 2 6,2 3,2 3,0 6,2| 6,2
20. | T.Hladikova 2 6,1 1,0 1,6 0,0 3,5 6,1| 6,1
21. | M.Koval 1 59(1,7 0,2 0,0 3,0 1,0| 59| 5,9
22. | O.Buéek 2 5828 3,0 58| 5,8
23. | A.Kostelecka 4 7,6 3,6 2,0 56| 5,6
24. | Be.™M0O.Knopp 2| 16,5|25 3,0 55| 5,5
25. | Mgr.™L.Vincenova 2 | 30,2]22 3,0 52| 52
26. — 27. | M.Horvath 4,6 2,0 2,6 0,0 0,0 46| 4,6
Be.™ME.Mlynaréikova 3| 15,6 1,6 3,0 46| 4,6
28. | Z.Sykora 4411,6 1,8 1,0 44| 4,4
29. | T.Piskovsky 1 42(1,9 1,0 1,0 0,3 42| 4,2
30. — 31. | Doc."MD.Krasula 3 | 106,0 1,0 3,0 4,0 4,0
Bc."™MS Rosecka 4 12,0 40| 4,0| 4,0
32. — 33. | A.Samal 2 6,6 | 3,6 3,6| 3,6
Be.™D.Z4cek 3 14,6 | 2,6 1,0 36| 3,6
34. — 36. | Mgr.™M.Dolezalova 4| 31,5|25 1,0 35| 35
F.Chocholaty 1 3,513,5 3,5 3,5
Be."P. Turinsky 3| 16,5|3,5 35| 3,5
37. — 38. | Mgr."MS.Lukes 3| 25212 2,0 3,2| 3,2
M.Sedova 2 3,2|1,8 0,4 1,0 0,0 3,2| 3,2
39. — 40. | Be.™MD.Jurdova 4| 13,0(3,0 3,0| 3,0
F.Zajic 3 8,0 3,0 3,0| 3,0
41. | Dr.™J Pokorny 4| 50,8 2,8 28| 2,8
42. — 43. | A.Andryskova 3 2,6 |2,6 26| 2,6
K.Rezacova, 1 2,6 1,6 0,0 1,0| 26| 2,6
44. | T.Vegefa, 1 2,424 24| 24
45. | M.Zika 4 5222 0,0 22| 2,2
46. | J.Bartos 1 2,121 21| 2,1
47. — 48. | K.Moudr4 3 2,0/04 1,6 2,0| 2,0
J.Pospisil 2 2,0/04 1,6 2,0| 2,0
49. — 51. | T.Palkova 1,6 | 1,6 0,0 1,6 1,6
A.Strpka 1 1,6 1,6 1,6 1,6
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Ulohy
Por. | Jméno R. Z,l rl r2 r3 r4 tl t2 t3 Zo Zl
K.Tulingerova 1 161,6 16| 1,6
52. | N.Petruny 2 1,3(1,3 0,0 0,0 1,3 1,3
53. — 55. | S.Buresova 2 8,0 1,0 1,0 1,0
Mgr."™MJ Dittrich 4 | 40,0 1,0 1,0| 1,0
D.Stipkové 3 1,0 0,0 0,0 0,0 0,0 1,0| 1,0 1,0
56. | M.Micek 1 0,410,4 0,0 0,0 0,0 04| 04
57. | M.Balla 1 0,1(0,1 0,0 0,0 0,0 0,1 0,1
58. | J.Marek 0,0 0,0 0,0 0,0 0

Sloupecek Z _

) je soucet vsech bodu ziskanych v nasem seminari, E o je soucet bodu v aktuélni sérii

a 21 soucet vSech bodu v tomto roéniku. Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro tcely
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