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Casopis MEIM a stejnojmenny korespondencni semindr* je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvaji resitelé zdarma cisla se zaddnim iloh a témat
k premyslend. Svd reseni odesilaji k nam do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpéet. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.



2

Mili fesitelé,
druhé cislo je zde a s nim mnoho novinek:

Jako v kazdém c¢isle pro vas mame nékolik novych tloh. Zajimavéjsi vSak
jisté budou nova tématka. Ta jsou dvé a najdete je na strané 5] Témat je tedy
celkem pét a v letosnim roéniku uz zadna dalsi nechystdme. Uréité si vyberte
alespori jedno z nich a poslete ndm k nému (kratky) ¢lanek, nebo alesponi feseni
néjakého z podproblému. Jednak nés tim potésite, jednak potésite ostatni resitele
a v neposledni fadé mate Sanci ziskat spoustu bod. V letosnim roc¢niku se navic
body budou hodit vic nez doposud — vice vim prozradime ve tietim c¢isle. Na konci
¢isla na vas jesté ¢ekd novy seridlovy ¢lanek o grupach.

Dalsi novinkou je nas web — sidli stale na adrese mam.matfyz.cz, ma ale zbrusu
novy kabatek i obsah. Pokud jste ho jesté nevidéli, rozhodné to napravte.

Zimni semestr je plny setkani. S mnohymi z vas jsme se vidéli v zari na Jed-
nom dni s informatikou. Pred par dny skoncilo podzimni soustiedéni v Luzickych
horach, kde jsme si vSichni uzili mnoho zabavy na prednaskach, hrach a konfe-
rach. Bylo to bezva! At uz jste byli ¢i nebyli na soustfedéni, nevynechejte nase
vikendové setkani. To se bude se konat 11.—13. prosince v Hostejné a zvani jsou
uplné vSichni priznivei M&M. Vice informaci najdete na nasich strankdch v sekci
Soustredéni.

A konecné, vsechny vés srde¢né zveme na Den otevrengch dveri na Matfyzu.
Ten se kona ve ¢tvrtek 26.listopadu v Praze, nové v Kongresovém centru. Roz-
hodné se ukazte — budete mit moznost poznat Matfyz zblizka, potkat nas i orga-
nizatory dalsich seminait a poslechnout si mnoho zajimavych prednasek. Vsechny
potiebné informace najdete na www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/.

Tésime se, az dorazite na DOD ¢i vikendovku. Tésime se na vaSe Clanky.
A tésime se, Ze otocite list a pustite se do ¢teni.

vasi organizdtori

Obrazek 1: Ctyistén k vystiizeni
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Zadani uloh

Termin odeslani druhé série: 24. 11. 2015

To Jané dopis do schranky prisel, ale ¢ pro ni to byla mald zdhada. Zpdtecni
adresa chybéla, i kdyZ postovni razitko na zndmce hldsalo Praha 8. A jak mohl
pisatel védét, Ze ji to zaujme? V dopise bylo psino ndsledujici:

Mily hledaci,

pokud mds rdd ulohy, nad kterymi musis chvili, a nékdy i déle, premyslet, mds rad
dobrodruzstvi a nebojis se novych véci a lidi, pust se sméle do nasledujici wlohy. AZ
st budes jist, Ze sprdavné Teseni znds, vydej se do matky meést a pak ddle vlakem, co
jede po proudu reky. A jak jisté vis, moudré prislovi pravi: ,Dvakrdt mer, jednou
rez“, a proto vystup o ctyri zastdvky drive. M.

Uloha 2.1 — Hledani minima (4b)

Existuje funkce, o které vis, ze na uzavieném intervalu (0; 1) redlnych ¢isel splituje
nasledujici:

1. je vSude definovana

2. jejim oborem hodnot je podmnozina redlnych cisel
3. mé pravé jedno lokalni minimurrﬂ

4. nikde neni konstantni

Tvij tkol je jednoduchy: najdi takovy interval (a;b), ktery toto minimum
obsahuje, a pfitom b — a < 1/1000000. Bohuzel nevis, jak je funkce definovéna.
Nastésti ale mas kouzelnou krabicku, které muzes zadat libovolné realné cislo
a ona ti s naprostou pfesnosti prozradi funkéni hodnotu v tomto bodé. Chvilku ji
to ale trva, takze kol chces splnit na co nejméné pouziti krabicky. Za obzvlasté
efektivni feSeni budou bonusové body.

Jana se ihned po vyresent problému vydala za svym kamarddem Zdenkem, pro-
toze védeéla, Ze o takovéhle dobrodruzstvi ho nemize pripravit. Byla mile prekvape-
nd, kdyz zjistila, Ze i Zdenék dostal svou viastni obdlku. Instrukce znély stejné, ale
uloha byla jinaci.

IExistuje tedy né&jaké xo (ono minimum), pro které plati, Ze na celém intervalu (0, zo) je
funkce klesajici a na celém intervalu (zg,1) je zase rostouci.



Uloha 2.2 — Dvé kruznice a obdélnik (3b)

Dvé kruznice k, [ se protinaji v bodech M a N. Necht ABCD je obdélnik, pficemz
vrcholy A a C lezi na k, vrcholy B a D lezi na l. Dokaz, ze prusec¢ik thlopficek
obdélnika ABC' D lezi na tiseCce M N.

Spolecne dlohu rychle vyresili a byli plni ocekdvdni. Ted je cekd dobrodruzstvi.
Domluvili se, Ze si sbali néco mdlo véci — preci jen vylet do Prahy a ddl. .. kdovi,
zda nebudou muset nékde prespat. Kdovi, zda si nebudou muset nékde varit? Na
to slysela praktickd Jana a pres Zdenkovy protesty mu pridala do batohu hrnec
i s poklickou. Dovedla si Zivé predstavit, co by je mohlo potkat.

Uloha 2.3 — Papinak (3b)

Pottebujete si rychle uvarit jidlo. Nemate tlakovy hrnec, pouze jednoduchy s poklic¢-
kou. Jaké maximalni teploty v ném muzete dosahnout, kdyz mezi hrnec a poklicku
ddte tésnéni a na poklicku si sednete? Jak tézkd (nebo zatiZend) by musela byt
poklicka, abyste v hrnci doséhli stejné teploty jako v papindku? Sami odhadnéte
potfebné ¢iselné parametry.

Natéseni pratelé se vydali na vlak. Do Prahy dorazili chvili po poledni a ply-
nule pokracovali ddl. Kdyz vystoupili z druhého vlaku, zacali se rozhlizet kolem.
Chvili jim trvalo, neZ na rozcestniku nasli spendlikem pripevnénou cedulku s tex-
tem ,Z 3,2km M“. Pak se tedy znovu vydali na cestu. Dosli aZ do tunelu, kde
narazili na prond prekdzku své cesty. Nékdo jim zavdzal oci!

Uloha 2.4 — Mince na podnose (3b)

Nékdo vam zavéazal oc¢i a postavil vas pred ¢tvercovy podnos, na kterém je v kaz-
dém rohu jedna mince. MuZete otocCit libovolné z téchto minci a dit ruce pryc.
Pokud pak budou vsechny licem nahoru, splnili jste tkol; v opa¢ném pripadé se
podnosem otoc¢i o neznamy pocet ¢tvrtotacek a zacne se od zacatku. Nedokazete
zjistit hmatem, kterd strana mince je kterd. Jak to provedete, pokud nechcete
spoléhat na ndhodu?

Kdyz ulohu zdarné vyresili, vydali se nasi pratelé na druhy konec tunelu, kde
se proti svétlu rysovaly dvée postavy. Za nimi se jesté ozvalo: ,, Vase cesta je moznd
zmatend, proto radu vdm dam, zZe M Modelovani znamend, to Tikdam ted vam. “
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Zadani témat

Téma 4 — Komprese mapovych dat

Aplikace pro navigaci mé dnes skoro kazdy na mobilu. Neni problém mit v mobilu
pulku Evropy a mit tak mapy vsude po ruce. Jak ale takova rozsahla data ukladat,
aby nebyla prilis velka a dala se snadno pouzivat? Cilem tohoto tématu je zkusit
vymyslet a realizovat algoritmy na efektivni ukladani mapovych dat. Pro nase
ucely se budou mapy sklddat jen z jednoduchych objektu — boda, lomenych ¢ar
a ploch. Kazdy bod mé soufadnice, ¢ary a plochy jsou popsany souradnicemi
bodu, kterymi prochazeji, a plochy jsou navic uzaviené. Pro ty, ktefi chtéji své
napady i prakticky realizovat, jsme pripravili testovaci data, na kterych si mohou
efektivitu svych algoritmt vyzkouset.

Zkuste vymyslet (a pfipadné realizovat) zptusob, jak ulozit mapova data, aby
zabirala co nejméné prostoru a spliovala nékterou z nasledujicich podminek:

1. zadné dalsi podminky nejsou

2. byla lokalné dekomprimovatelnd — pokud chci znat mapu v okoli danych
soutradnic, sta¢i mi rozbalit jen vhodnou ¢ast dat a nemusim je nejprve
rozbalit vSechna

3. byla editovatelna — pokud chci pfidat nebo zménit bod, ¢aru ¢i plochu,
nemusim nejprve vsSe rozbalit a pak opét zabalit

4. byla postupné komprimovatelna — objekty dostavam postupné a vSechny se
mi naraz nevejdou do paméti, proto je chci pribézné komprimovat a zapi-
sovat na disk. Poradi objekti si mohu predepsat.

Jak se budou vase algoritmy chovat, pokud dostaneme mapu husté osidlené
oblasti s mnozstvim objektt na malé plose? Budou stejné efektivni i pro ridké
mapy venkovskych oblasti?



Pro ty, které bavi programovat, jsme pripravili i praktickd data z mésta i kra-
jiny. Na odkazu http://mam.mff.cuni.cz/media/tema/22/temad/brno.txt|si
miuizete stdhnout mapu sttedu Brna, na odkazuhttp://mam.mff . cuni.cz/media/
tema/22/temad/jestrebi.txt si muzete stdhnout mapu vesnickych oblasti okolo
Jestiebi. Soubor je textovy v nasledujicim formaéatu:

bcp

syl sx1

sy2 sx2

syb sxb

cll sclly scllx scl2y scl2y ... sclly scllx

ccl sccly scclx scc2y scc2y ... sccly scclx

pll splly splix spl2y spl2y ... splly spllx splly splix
ppl spply spplx spp2y spp2y ... spply spplx spply sppix

Na prvnim radku je uveden pocet bodi, cest a ploch. Po nich nasleduji body,
cesty a plochy, vzdy jeden objekt na jeden tadek. Body obsahuji nejprve zemé-
pisnou sitku a pak zemépisnou délku ve stupnich. Cesty a plochy jsou popsané
hrani¢nimi body a obsahuji nejprve pocet bodi na cesté/plose a pak souradnice
jednotlivych bodt na ni. U ploch je posledni bod shodny s prvnim.

Pokud budete vas algoritmus implementovat, dikladné ho vysvétlete a oko-
mentujte a napiste soucasné program pro kompresi i dekompresi dat, at ho mu-
zeme vyzkouset na riznych datech.

Jethro



http://mam.mff.cuni.cz/media/tema/22/tema4/brno.txt
http://mam.mff.cuni.cz/media/tema/22/tema4/jestrebi.txt
http://mam.mff.cuni.cz/media/tema/22/tema4/jestrebi.txt
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Téma 5 — Rozpustila rozpustnost

Vétsina z nas si nedokéze predstavit rdno bez svého oblibeného teplého napoje.
Nekteri si jesté chtéji osladit zivot, a tak pridaji par 1zicek cukru. Kolik cukru
(sachardzy) v8ak mizeme piidat do naseho ranniho Salku teplé tekutiny, aby se
jesté rozpustil? A jakd bude hrani¢ni hodnota pro med? Bude se liSit rozpust-
nost sladidla pro ¢aj, kakao a kavu? Jak se zméni maximalni mozné mnozstvi
rozpousténé latky po vychladnuti ndpoje na pokojovou teplotu? Pro¢ se Granko
(piipadné jiné instantni kakaové ndpoje) rozpousti dobfe i ve studeném mléce
na rozdil od kakaa? Lze rozpustit gumového medvidka?

Jak jiz bylo naznaceno v ivodu, budeme se zabyvat rozpustnosti riznych la-
tek v riznych rozpoustédlech za rtuznych podminek. Hlavnim cilem bude experi-
mentalné urcit rozpustnosti dostupnych latek ve vhodném rozpoustédle a jejich
zévislosti na zvolenych parametrech (teplota, tvrdost vody a dalsi). Nemusite se
vSak omezovat pouze na pevné latky (jako napf. cukr, sil, soda, ...) a vodu,
muzete vyzkouSet i jind rozpoustédla (nasyceny roztok NaCl ve vodé, olej, atd.),
popripadé zkusit misit i dvé ruzné kapaliny. Muzete se zabyvat také zménami
vlastnost{ nasycenych roztokt oproti samotnému rozpoustédlu (napf. zména hus-
toty nebo viskozity). Na problémy lze nahliZet i z teoretického hlediska. MuzZete
tak zkusit odhalit pri¢iny chovani roztoku v zavislosti na vybraném parametru,
davod vetsi rozpustnosti cukru ve vodé nez soli v témze rozpoustédle, ¢i diskuto-
vat (ne)existenci hrani¢nich teplot, p¥i nichz se jiz rozpustnost dané latky v daném
rozpoustédle nebude ménit. P¥i svém badéani se miiZzete inspirovat také otazkami
v uvodu.

Popis postupu pri experimentu a dosazené vysledky nezapomente doplnit od-
hadem chyby méfeni a porovnat s tabelovanymi hodnotami (podafi-li se vam je
dohledat). Hodné zébavy nejen pii experimentovani!

Peta

ReSeni témat
Téma 2 — Volebni systémy

Do redakce dorazily do uzavérky druhého ¢isla celkem tii prispévky.
Tereza Spalkova ve svém prispévku rozebird rozdil mezi pomérnym a vétsino-
vym systémem a dale nardzi na zpusob sc¢itani hlasi v komunalnich volbach:

,2Moznosti jsou Ctyfi:

1. Na volebnim listku jsou oznaceni jednotlivi kandidati — kazdy oznaceny
kandidat obdrzi jeden hlas.

2. Na volebnim listku je oznacena celd volebni strana — dostane tolik hlasi,
jaky je celkovy pocet mandatu v zastupitelstvu, a to dle poradi osob na hla-
sovacim listku.



3. Jsou oznaceni jak kandidati, tak strana — nejprve dostanou po jednom hlasu
kandidéti, hlasy zbyvajici do poc¢tu mandatt jsou udéleny pfislusnikim
oznacené strany taktéz podle poradi na volebnim listku.

4. Na volebnim listku jsou udéleny hlasy kandidatim, ktefi se kandidatury
vzdali nebo byli zdkonné odvolani — k takovym hlastm se pfi s¢itani nepfi-
hlizi.

nam. Ve vyhodé se totiz ocitaji strany, které maji na volebnim listku vice lidi —
tedy vice, nebo minimalné stejné jako je mandati. Pokud ma totiz strana kandi-
datt méné, prijde o hlasy, které by jinak byvala ziskala a je tak v nevyhodé proti
vétsSim strandm. Systém tedy ocividné spise nahrava velkym zajetym strandm,
naopak poskozuje mensi lokalni strany a hnuti*

e Zkuste najit opatfeni, které tuto nevyhodu nezaplnénych kandidatek c¢aste-
¢né kompenzuje a srovnejte jej s vlastnim navrhem na feseni této nevyhody.

e Jak bychom pro nase tcely mohli definovat miru spravedlivosti systému
(tedy zda a jak moc dany systém zvyhodnuje néjaky typ stran/hnuti)?

e Vezméme si obec s X volici, kde volime Z zastupiteli. Kandiduje celkem
K lidi. Zkuste vyzkousSet rizna rozlozeni preferenci voli¢u a rozmisténi kan-
didatt na kandidatkach pro konkrétni X, Z a K. Pokud se vam podari
vymyslet néjakou zajimavou situaci, pii které vam vysledek voleb prijde
nespravedlivy, poslete ndm sviij model do redakce. Nezapomente zohlednit
5% volebni klauzuli a pofadi, v jakém se mandaty piridéluji kandid4ttm
z kandidatky tspésného hnuti.

Prispévky od Jany Pallové a Terezy Hladikové se zamérily na zpusob rozdélo-
vani mandatu na zédkladé poctu ziskanych hlast tzv. D’Hondtovu metOdOlﬂ ktera
se v Ceské republice pouziva. Tereza Hladikova piisla s nasledujici myslenkou:

,2D’Hondtova metoda se miize zdat nespravedliva pravé ve chvili, kdy jsou jesté
hlasy prepocitavany na obyvatele rtiznych kraju a okresii. Pocet hlast se scita
v kazdém obvodé zvlast a vaha vitézstvi je brana podle poc¢tu obyvatel obvodu.
Proto je tedy tésné vitézstvi ve velkém obvodu vyhodnéjsi nez drtivé vitézstvi
v obvodu s malym poc¢tem obyvatel. Rozdélit stat na obvody a prifadit jim vahu
hlasu je komplikovana tloha a myslim si, Zze pravé pohyb se stanovenym pomérem
hodnoty hlasu v nejvétsim a nejmensim kraji mize ovlivnit vysledky voleb.“

e Zkuste vymyslet nové rozlozeni statu na volebni obvody tak, aby obvody
mély co nejmensi rozdily v poctu obyvatel. Pro jednoduchost se zamétime
jen na slucovani okresu, pro které mame k dispozici i data. Pro jednotliva

2viz néasledujici ¢lanek
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rozdéleni pak budeme mit moznost prepocitat vysledky voleb. Muzete uva-
zovat volebni obvody s riznymi pocty okrest i obvody, které nebudou tvorit
souvisla tzemi.

Tereza Hladikova také narazila na néasledujici modifikaci D’Hondtovy me-
tody:

,Prikladem je modifikace metody pouzivanad v Bosné, Hercegoviné a Litveé,
kdy je hodnota v prvnim kole 1, v druhém 4, poté 3, 5, 7, ... Druhé kolo dava
velkou Sanci proniknout drobnéjsim stranam.“

e Dali byste prednost néjaké jiné ciselné radé? Jaké vysledky by mélo jeji
pouziti ve volbach? Zkuste to ilustrovat na realnych datech.

Dalsi modifikaci D’Hondtovy metody a jeji srovnani s Hagenbach-Bischoffovou
metodou naleznete v ¢lanku Jany Pallové nize. V plném znéni ho, stejné jako
ostatni prispévky, najdete na nasem webu.

Anet

Historicky vyvoj volebniho systému v Cesku (5b)
Jana Pallovd

Pozn. red.: Clinek byl redakéné upraven.

V Cesku méame dva systémy na ptidélovani mandati na zékladé hlast — vétsi-
novy a pomérny. Ale zatimco ten prvni se pouziva vyhradné pii volbach do Sendtu,
pomérovy systém se jiz od obnoveni demokracie u nés pouziva u vsech jinych voleb
— do obecniho i krajského zastupitelstva nebo do Poslanecké snémovny.

V soucasné dobé je u nas (spoleéné s Belgif, Rakouskem, Polskem aj.) zave-
dena takzvand D’Hondtova metoda prepocitavani hlasi, kterda se fadi mezi sys-
témy volebniho délitele. O co se jednd? V prvni fadé se vezme pocet vSech hlasi
odevzdanych ve vSech volebnich oblastech a vydéli se poctem mandéta (200).
Vysledkem je tzv. republikové manddtové ¢éislo, které udévd, kolik hlasi je (v ce-
lostatnim priméru) potieba na zvoleni jednoho poslance. Timto ¢islem se pak
vydéli pocet hlasi v jednotlivych krajich a vysledkem je pocet mandath, které
pfipadnou riznym volebnim krajim. Déle prichazi na radu tzv. volebni klauzule.
Mandé4ty se rozdéluji pouze mezi strany, které celostatné ziskaly alespori 5 % vsech
hlast, ddle mezi dvouclenné koalice, které ziskaly alesponi 10 % atd. Hlasy pridé-
lené strandm, které neprojdou onou 5% klauzuli, propadaji (coz nahrava zvlasté
vétsim politickym strandm a hnutim).

Nyni prichazi ta zabavnéjsi cast. Mame pocet mandati, které potfebujeme roz-
délit, mame i strany, kterym je potfebujeme rozdat, a pocty hlasiu, které ve volbach
dostaly. Co s tim ale ted udélat?

Jak uz napovidd nazev ,volebni délitel“, budeme délit. A jelikoz se jednd
o rozdélovani kolové, dokonce nékolikrat. Nejdiive vezmeme jednicku a vydélime
s ni pocty hlast, které ziskaly vsechny strany, které prosly pres volebni klauzuli.
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Strana s nejvétsim poctem hlasa ziskdva mandat. V dalsim kole se pocty hlasi
znovu vydéli jednickou, vSem strandm kromé té, kterd v minulém kole ziskala
mandat — k déliteli jejich hlast se pricte jednicka a uz je nedélime jednickou, ale
dvojkou. Opét plati, strana s nejvétsim podilem hlast ziskdva mandat, a pri¢tenou
jednicku ke svému déliteli. Tento proces se opakuje tolikrat, kolik mandéatu je
zapotiebi rozdat.

Ze nechapete? Nevadi, pojdme si to ndzorné demonstrovat. Mame ¢tyfi strany
a pét mandatl, které potrebujeme rozdat.

H Strana R ‘ Strana [ ‘ Strana K ‘ Strana I
1. kolo || 120:1 =120 | 100:1 =100 75:1=75 | 40:1=140
2. kolo 120:2=60 | 100:1 =100 | 75:1=75 | 40:1=40
3. kolo 120: 2 =60 100: 2 =50 75:1=75 | 40:1=40
4. kolo 120: 2 =60 100:2=50 | 75:2=37,5|40:1=40
5. kolo 120: 3 =40 100:2=50 | 75:2=37,5|40:1=140

Strana R tedy ziskala shodné se stranou I dva mandaty, K dostala mandat
jeden a I zustala na ocet.

Tuto klasickou variantu D’Hondtovy metody pouziva néas politicky systém
od roku 2002. Predtim byla dva roky pouzivana upravend varianta, tzn. prvnim
délitelem neni 1, ale 1,42. Dalsim délitelem je 2, 3 atd. jako u klasické D’Hondtovy
metody. V ¢em se tato modifikace 1isi? Jesté vice umocnuje vétsinovy efekt, to
znamend, ze zvyhodnuje vétsi strany na tkor téch malych, tim vic, ¢im je volebni
okres mensi.

A pokud bychom meéli zabrousit jesté o kousek do minulosti, zjistili bychom,
ze od roku 1990 do 2000 se pouzivala Hagenbach-Bischoffova kvéta. Tato formule
také patii k pomérnym, rozhodné ale vice podporuje mensi strany a koalice. A jak
funguje?

V prvnich krocich je totoznd s D’Hondtovou metodou. Ziska se republikové
mandatni ¢islo, jeho pomoci se rozdéli mandaty do jednotlivych volebnich kraju
a nasledné je vyhlasena volebni klauzule. Tim ale veskerda podobnost kon¢i. Nyni
se vezme pocet hlasi, které ziskal cely kraj, a vydéli se poc¢tem mandati, které
mu byly pfifazeny, zvétsenym o jedna. Vysledkem je krajské volebni ¢islo, kterym
se nasledné déli pocet hlasu ziskany jednotlivymi stranami. Kolikrat se tam toto
volebni ¢islo vleze, tolik mandatu strana ziska. Zbytky po déleni, stejné jako
nerozdélené mandaty, pokracuji do dalsiho kola. Nyni se soucet vsech zbytki
po déleni vydéli poctem zbyvajicich mandatt zvétSenym o jedna, ¢imz se ziska
republikové volebni ¢islo. Postup se opakuje, zbytky jednotlivych stran jsou opét
déleny timto volebnim ¢islem a kolikrat se vleze, tolik mandatt strana dostane.
Mandaty, které zbyly i po tomto, se rozdéli podle findlnich zbytku hlasi.

Na zavér bych vam rada pro porovnani ukézala tabulku vysledku z roku 2006
— kolik mandétt by jednotlivé strany ziskaly rtiznou metodou. Posudte sami, zda
vam to prijde spravedlivé, ¢i nikoliv.
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Délitel /Strana || ODS | €CSSD | KSCM | KDU-CSL | SZ

, 81 74 26 13 6
D Hondt 405% | 37% | 13% 6,5% 3%
Hagenbach- 73 64 28 17 12
Bischoffova kvéta 36,5% | 32% 14 % 8,5% 6%
Celkovy podil hlast || 35,4% | 32,3% | 12,8% 72% 6,3 %

Serial: Co je to grupa?

Jak jsme predeslali v prvnim ¢isle, v letoSnim roc¢niku se dozvis vice o teorii
grup. Rozhodné si to zaslouzi, je to zasadni téma moderni matematiky a nachazi
uplatnéni skutecné ledaskde. Na stfedni skole se ale nejspis nedozvis ani o jeji
existenci. Proc?

Shodou nahod je divod obojiho stejny. Teorie grup neni véda o kvantitach, ale
o strukturach. Je to teorie, ktera klasifikuje objekty a operace mezi nimi a hleda
v nich symetrie v nejSirsim slova smyslu. Pti ¢teni tohoto seridlu si misty bu-
des tikat: ,No jo, to se tak déla, pro¢ na to zavadét komplikovanou teorii* Ale
to krasné je, ze teorie grup plati v téchto jednoduchych modelovych situacich,
ale da se aplikovat a usnadnuje zivot v situacich, kde by vas ani nenapadlo, ze
hledani struktury miize nééemu pomoci. Teorie grup se tésné dotyka teorie mno-
zin a linedrni algebry, proto tu budes potkavat pojmy, které mas mozna spojené
s mnozinami a maticemi.

Takze co ze je to ta grupa: Grupa je tfeba mnozina celych ¢isel s operaci s¢itani,
coz dohromady znaéime jako (Z, +); raciondln{ ¢isla bez nuly s operaci nasoben{
(Q\ {0}, -); symetrie Ctyfsténu s jejich vzadjemnym skldddnim T4 (Nékteré grupy
se pouzivaji ¢asto a mnoziny jim prislusné se popisuji Spatné, proto se zavedly
znacky primo pro celé grupy, tedy dvojice mnozina a operace. Do této kategorie
spadaji mimo jiné vsechny bodové grupy symetrie, tj. grupy operaci symetrie
a jejich sklddani, které neobsahuji translaci, tedy posun celého objektu o néjaky
vektor vudi soufadné soustavé.); rotace kolem trojcéetné osy Cs a jejich vzdjemné
sklddani; nebo mnozina riznych permutaci kofenu polynomidlni rovnice, které
neméni nékteré dulezité vztahy mezi kofeny.

V grupéch symetrii budeme rozliSovat rotacni osy podle cetnosti. Zatim jste
se asi setkali jen s osami v roviné — objekt nakresleny na papitfe je symetricky
podle néjaké primky, tj. kdybychom podél této primky papir prelozili a podivali
se skrz, uvidime, zZe jednotlivé poloviny obrazku jsou v zakrytu. Také si mtuzeme
predstavit, ze papir zafixujeme v misté té piimky a oto¢ime ho vzhiru nohama
(0 180°), a pokud je papir priuhledny, dostaneme stejny obrazek. Obrazek je tedy
symetricky vuci otoceni o polovinu celého tdhlu. Do identity, tady navratu do pu-
vodniho stavu, coz je ekvivalentni neprovedeni zaddné operace, musime timto zpu-
sobem otocit dvakrat — osa je dvojcetnd. Dalsim typem osy, se kterym jsme se
mohli setkat, je osa u rotacnich téles, napriklad valce. Valec mtizeme otocit kolem
osy vedouct stfedy jeho podstav o libovolny tihel a porad bude vypadat stejné. Je
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rotacné symetricky. Protoze ho mizeme otocit o libovolny thel, tedy i nekonecné
maly, je takova osa nekonecné cetnd. V minulém odstavci jsme mluvili o trojcetné
ose. Trojcetna osa je takova osa, kolem které kdyz objekt oto¢ime o tfetinu celého
uhlu (120°), ziskdme stejny objekt. Obecné definujeme n-cetnou osu jako osu,
kolem které otac¢ime o nasobky m-tiny celého 1ihlu a obrazec se neméni.

Z téchto prikladi uz néco tusime: Grupa G je mnozina néjakych objektu (M)
s néjakou operaci, a navic to celé asi bude muset spliovat néjaké podminky,
protoze kdyz zdiraznujeme, ze chceme racionalni ¢isla bez nuly, tak to asi s nulou
fungovat nebude, a tudiz ne kazd4 mnozina s operaci je grupou. Pokud se mluvi
o grupach obecné, je bézné tuto operaci nazyvat grupové ndsobeni, ackoli tou
operaci muze byt leccos, jak vidime z prikladu vysSe, a zdaleka ne jen nasobeni,
jak jsme zvykli jej chapat. Grupovou operaci budeme znacit e.

Podminek na grupu G = (M, ) je nékolik:

1. Vysledek aplikovani grupového nasobeni na jakékoli dva prvky M da opét
prvek M. (Napiiklad soucet jakychkoli dvou celych éisel je celé éislo.) Ri-
kame, ze M je vii¢i grupovému nasobeni uzavrend.

Va,be M:aebecM

2. Pri kombinaci vice prvki nezalezi na uzédvorkovani, grupové nésobeni je tedy
asociativni.
Va,b,c e M: (aeb)ec=ae(bec)

3. Mezi prvky mnoziny je jeden vyjimecny. Grupové nasobeni timto prvkem
ostatni prvky M nezméni. Proto tomuto prvku fikame jednotkovy. Znacime
jej obvykle 1 nebo e.

dleM:VaeM:qgel=1ea=a

4. Ke kazdému prvku existuje v grupé prvek takovy, ze jejich vzajemnym gru-
povym vynésobenim vznikne prvek jednotkovy. Rikdme, zZe jsou prvky na-
vzajem inverzni.

MaeM)(FbeM):aeb=bea=1

Byva zvykem inverzni prvek k a znadit jako a~!.

Zamysleme se nad tim, jestli miaze mit jeden prvek inverznich prvka vice.
Pokud by napriklad prvek a mél inverzni prvky b a ¢, pak by vsSechny tri
prvky byly vzdjemné inverzni, tedy aeb=1,bea=1,aec=1,cea =1,
bec=1aceb=1. Potom muzeme poloZit a e b = a e ¢, a po vynasobeni
rovnice a~! zleva (vzhledem k tomu, Ze grupové ndsobeni obecné neni ko-
mutativni, rozliSujeme grupové nésobeni zleva a zprava), dostaneme b = c.
Vidime tedy, ze dva inverzni prvky prvku a se sobé rovnaji, takze mame jen
jeden inverzni prvek.
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Nékteré mozné prekvapi, ze neni potfeba, aby grupové nasobeni bylo na prv-
cich M komutativni, tedy aby nezélezelo na poradi (a ¢ b = b e a). Nékteré grupy
to splnuji, tém rikdme Abelovy nebo komutativni. Ale nebudeme se omezovat jen
na né, tim bychom se ochudili o ty nejzajimavéjsi!

A ted cviceni: Ovérime si, ze nékteré nabizené priklady jsou skuteéné grupy.

s Yo

Cela ¢isla s operaci séitani (Z, +)

1. Uzavienost: Soucet kazdych dvou celych c¢isel je opét celé ¢islo, tak je mimo-
chodem mnozina celych ¢isel vystavéna. Naopak vidime, ze aby byla mno-
Zina celych ¢isel uzaviend vici s¢itani (a pritom obsahovala néjaké nenulové
¢islo), musi byt nekoneénd, protoze sectenim dvou kladnych ¢isel vzdy do-
staneme Cislo vétsi.

2. Asociativita grupového nasobeni: Pro séitani celych ¢isel skuteéné plati, ze
(a+b)+c=a+ (b+ c). S¢itani ¢isel je i komutativni.

3. Existence jednotkového prvku: Jednotkovym prvkem pro operaci séitani ce-
Iych ¢isel je nula. Cislo, ke kterému pricteme nulu, se nezméni. Grupa ¢isel
zalozend na operaci s¢itani ¢isel musi obsahovat nulu.

4. Existence inverzniho prvku: Ke kazdému celému ¢islu skutecné mame in-
verzni ¢islo pti operaci s¢itani. Ke kladnym jsou inverzni zaporna a naopak.
Proto jako grupa se s¢itdnim nefunguje tfeba mnozina prirozenych ¢isel.

Raciondlni éisla s operaci nasobeni (Q\ {0},)

1. Uzavienost: Kazdé raciondlni ¢islo se d4 napsat ve tvaru p/q, kde p a ¢
jsou celd ¢isla a ¢ # 0. KdyZ ndsobime dvé racionélni ¢&fsla p/q a r/s, je
vysledkem (p - 7)/(q - s). Vyndsobenim dvou celych ¢isel je opét celé ¢islo
a pokud ani jedno z nich neni nula, pak je vysledek také nenulovy, proto
je (p-7)/(q - s) raciondlni ¢islo. Stejné jako u séitani, i tady pro splnéni
uzavienosti potFebujeme nekoneénou mnozinu (pokud v ni chceme mit i néco
jiného nez jen jednicku).

2. Asociativita grupového nasobeni: Nésobeni ¢isel je asociativni, dokonce je
i komutativni.

3. Existence jednotkového prvku: Jednotkovym prvkem vii¢i nasobeni je jed-
nicka. Cokoli vynasobeno jednickou se nezméni. V grupé zalozené na nésobe-
ni ¢isel jednicku potfebujeme.

4. Existence inverzniho prvku: Inverznim prvkem k ¢islu a pro operaci nasobeni
je 1/a. 1/a-a = 1. TakZze celd ¢isla s operaci ndsoben{ grupu netvori. Pravé
kvili existenci inverzniho prvku tvori tuto grupu racionélni ¢isla bez nuly.
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Grupa rotaci kolem trojcetné osy s jejich skladanim Cj
Rotace kolem trojéetné osy jsou rotace o 120° (Cs), 240° (C2) a 360° (identita,
e).

1. Uzavienost: Pri ovéfovan{ uzavienosti konecnych grup (M je konecénd) si
muzeme pomoci multiplikativni tabulkou. V prvnim rfadku a prvnim sloupci
tabulky vypiSeme vSechny prvky M a na pozice (z, y) uvnitt piSeme vysledky
operaci A, e A,.

e e | C3 | C2
Cg C 3 Cg? (§]
czllcz| e | Cs

Vidime, ze uvnitf tabulky méme jen stejné rotace jako v prvnim radku
a sloupci, mnozina je tedy na skladani uzaviena.

2. Asociativita grupového nasobeni: Opét muzeme ovérit z tabulky. Napriklad
(C30C2)eC3 =ce(3 = (3 =Csec=C30(C2eC3). Operace rotace kolem
spole¢né osy jsou navic komutativni, coz se projevuje tim, ze multiplikativni
tabulka je soumérna podle diagonaly.

3. Existence jednotkového prvku: Jednotkovym prvkem spoleénym pro vsechny
operace symetrie je identita e. Je to operace, kterd zkratka s ni¢im nepohne
a dé se popsat mnoha riznymi zpusoby, naptiklad jako otoceni o 360° kolem
libovolné osy.

4. Existence inverzniho prvku: Jak opét vidime z multiplikativni tabulky, je-
diné dva dalsi prvky grupy, krom prvku jednotkového, jsou navzajem in-
verzni. Obecné k rotaci o 2° je inverzni operace rotace o (360 — x)°.

Bodova grupa symetrie ¢tyrsténu Ty

ukézeme nékteré dalsi jevy tykajici se operaci symetrie a teorie grup. U systéma,
kde neni na prvni pohled vse jasné, také ocenime, ze ndm znalost teorie grup muze
s jejich popisem pomoci.

Zacneme tim, ze najdeme alespon néjaké operace symetrie pro ¢tytrstén: Predné
musi grupa obsahovat identitu. Pokracujeme tim, co uz zndme — trojcetnymi
osami. Ctyfstén mé ¢ty — vzdy prochézeji vrcholem a stiedem proté&jsi stény,
oznacme si je ca, cg, cc a cp. Kolem kazdé mtuzeme otocit jednou nebo dvakrat,
stejné jako v predchozi grupé. Fungovalo by to uz jako grupa? Zkusme si nejdrive
ovérit uzavienost, tedy zkusme prvky grupy skladat. Protoze na c¢tyrsténu jako
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Obrazek 3: Vlevo vidime Ctyfstén s naznacenou osou ca, kolem které budeme otacet.
Po otoceni se dostaneme do stavu uprostied a aplikujeme naznacenou rotaci kolem osy
¢B (pozor, podle pivodni polohy bodu B). Vysledkem tohoto otoéeni je situace vpravo,
otoc¢enim podle naznacené osy cc se dostaneme do puvodniho stavu.

takovém se operace symetrie neprojevi a na jiném télese by se ndm Spatné hledaly
ty osy, bude se ndm hodit oznacit si jeho vrcholy (obrdzek 1 vlevo), nebo si jej
prekreslit jako molekulu (obrazek 1 vpravo).

Zkusme naptiklad provést nejdiiv rotaci podle osy c4 a potom podle osy cp
(Obrézek 2). Musime si dat pozor na to, Ze osa cp vede vrcholem, kde byl bod
B na zacatku, a taky na to, abychom u vSech rotaci dodrzovali stejny smysl
rotace. Dohodnéme se tfeba, ze budeme otacet vzdy po sméru hodinovych rucicek
pfi pohledu na stejnojmenny vrchol.

Vrchol C se vratil na svoje misto, takze by se vysledek mohl shodovat s néjakou
rotaci podle ¢ (Obrazek 3). Mimochodem, body, které lez pfimo na ose symetrie
(v roviné, obecné na prvku), se danou operaci nikdy neméni.

A skuteéné, cpecp = (:20. Sami si vyzkousejte, ze cgecy = CQD. Skladani rotaci
kolem ruznych os tedy komutativni neni.

Ted zkusme tieba % e cp (Obrazek 4). Vidime, Ze ani jeden vrchol neztistal
na svém misté, vysledek ¢ ecp tedy nenf Z4dn4 z nasich trojéetnych rotaci a takto
definovana mnozina operaci jako grupa fungovat nebude.
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Obrazek 4: Vlevo: Ctyfstén s naznacenou osou ca, kolem které budeme otacet. Po oto-
ceni se dostaneme do stavu uprostied a opét aplikujeme naznacenou rotaci kolem osy
cc. Vysledkem tohoto otoceni je situace vpravo, opétovnym otocenim podle naznacené
osy cc se dostaneme do puvodniho stavu.

;] “'.‘

Obrazek 5: Vlevo: Ctyfstén s naznacenou osou c4, kolem které budeme otacet. Po oto-
Ceni se dostaneme do stavu uprostred a aplikujeme naznacenou rotaci kolem osy cg,
tentokrat dvakrat. Vysledkem tohoto otoceni je situace vpravo, otocenim podle nazna-
¢ené osy cc se dostaneme do puvodniho stavu.
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Obrazek 6: Vlevo: Ctyistén s naznacenou dvojéetnou osou prochézejici stiedy protileh-
Iych hran, kolem které budeme otacet. Po otocCeni se dostaneme do stavu vpravo, ktery
se shoduje se stavem vpravo na predchozim obrazku.

Jakd operace ndm tedy vysla? Je to dvojcetnd rotace (o 180°) kolem osy
prochézejici sttedy hran AD a BC (Obrézek 5), oznacme si ji cap,sc)-

Pridame tedy vsechny dvojcetné osy ctyrsténu, ty jsou tii: c(ap,cp), ¢(ac,BD)
a c(ap,Bc)- Takto definovand mnozina rotaci se skladanim jiz grupou je, ditkazem
budiz multiplikativni tabulka [1| (na dalsi strance).

Grupa je uzaviena, obsahuje identitu, tedy jednotkovy prvek; v kazdém radku
i sloupci mame identitu, takze ke kazdému prvku najdeme prvek inverzni. Skladani
zobrazeni je asociativni vzdy. Vsimnéme si také, ze v kazdém tadku i sloupci je
kazdy prvek grupy pravé jednou. To je obecna vlastnost grup a souvisi s jejich
uzavienosti.

Mame v nasi grupé ale obsazeny vsechny prvky symetrie Ctyrsténu? Jesté
jsme nezavedli roviny zrcadleni ... Obecné u téles mame roviny horizontdlni, verti-
kdlni a ostatni diagondini. Horizontalni rovina zrcadleni je takova, kterd je kolmé
na rotacni osu s nejvyssi cetnosti — takova osa se nazyva hlavni. Vertikalni ro-
vina v sobé hlavni osu obsahuje. U ¢tyfsténu jsou hlavnimi osami ty trojcetné.
Horizontalni rovinu ¢tyrstén nemad, ale ma Sest vertikalnich, kazdd v sobé obsa-
huje dvé trojcetné osy, jednu dvojcetnou a hranu spojujici vrcholy prislusné tém
trojcetnym osam. Podle téchto hran si roviny oznatme ocap, cac, 0ap, OBC,
opp a ocp. Doplime je do multiplikativni tabulky. Jestlize aplikujeme po sobé
dvé rizné zrcadleni, tak pokud maji roviny spoleény vrchol, napf. oap a oac,
dostaneme otoceni kolem osy piislusné spole¢nému vrcholu, tady ca nebo c%,
zélez{ na pofadi (Obrazek 6). Jestlize spoleény vrchol nemaji, jako oap a ocp,
dostaneme otoceni kolem dvojcetné osy prochazejici stiedy zminénych tsecek,
TAB®0CD =0CD ®0AB = C(AB,cD) (Obrazek 7).

Pokud skladdme zrcadleni s otocenim okolo osy, ktera je v roviné obsazen4,
dostaneme dalsi zrcadleni, jako napf. cap ® c4 = cap (Obrézek 8).
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e ca 4 cB Ch cc
e e cA 0,24 cB C2B cco
CA CA 0124 € C%« C(AC’,BD) CQD
0,24 02A € CA C(AD,BC) CD C(AB,CD)
CB CB CQD C(AC,BD) CQB e Ci
CQB 023 C(AD,BC) cc € CB C(AC,BD)
cc cc CQB C(AD,BC) Czp C(AB,CD) C%
C% CQC C(AB,CD) CD C(AC,BD) cA €
CD CD 020 C(AB,CD) 0,24 C(AC,BD) CQB
C% 02D C(AC,BD) CB C(AB,CD) cc C(AD,BC)
C(AB,CD) C(AB,CD) CD C2c cc C% CB
C(AC,BD) C(AC,BD) CB C2D CA C%; CD
C(AD,BC) C(AD,BC) cc CQB CD 0,24 CA
H ct €D h C(AB,CcD) | ¢(AC,BD) | ¢(AD,BC)
€ CQC CD C% C(AB,cD) | ¢(AC,BD) | ¢(AD,BC)
CA C(AD,BC) 023 C(AB,CD) cc CD CB
0?4 Cp C(AC,BD) cc C2D C2B C%
CB C(AB,CD) 020 C(AD,BC) ¢D cc CA
CQB CD C(AB,CD) CA C% 0124 C%
cc € Cz; C(AC,BD) CA CB CD
CQC cc C(AD,BC) CB CQB CQD Ci
CD C(AD,BC) C% € CB CA cc
c% cA e cp 0124 c% 023
C(AB,CD) 6,24 CA CQB € C(AD,BC) | ¢(AC,BD)
C(AC,BD) 023 cc 0?4 C(AD,BC) € C(AB,CD)
C(AD,BC) C2D CB CQC C(AC,BD) | ¢(AB,CD) €

Tabulka 1: Multiplikativni tabulka grupy rotaci ¢tyfsténu se skladéanim.
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Obrazek 7: Vlevo nahore vidime CtyTstén s naznacenou rovinou zrcadleni o4 g, ve které
budeme zrcadlit. Po zrcadleni se dostaneme do stavu nahore uprostied a aplikujeme na-
znacené zrcadleni v roviné ocac. Vysledkem tohoto otoceni je situace nahore vpravo,
otocenim podle naznacené osy ca se dostaneme do ptivodniho stavu. Dole mame podob-
nou situaci, jen nejdrive zrcadlime v roviné ocac a pak teprve v roviné o4 p, vysledkem
je opét otoceni kolem osy ca, jenze tentokrat dvojnasobné.

Obrazek 8: Vlevo vidime ¢tyfstén s naznacenou rovinou zrcadleni o 4 5, ve které budeme
zrcadlit. Po zrcadleni se dostaneme do stavu uprostied a aplikujeme naznacené zrcadleni
v roviné ocp. Vysledkem tohoto otoceni je situace vpravo, otocenim podle naznacené
osy sap—cp se dostaneme do puvodniho stavu.



20

¢

c D"
. B’
CA - ‘D A‘
-7 B CH

Obrazek 9: Vlevo vidime ¢tyfstén s naznacenou rovinou zrcadleni o4, podle které
budeme zrcadlit. Po zrcadleni se dostaneme do stavu uprostfed a aplikujeme otoceni
kolem naznacené osy ca. Vysledkem tohoto otocenti je situace vpravo, zrcadlenim v roviné
oap se dostaneme do puavodniho stavu.

i B

Obrazek 10: Vlevo vidime ¢tyf'stén s naznacenou rovinou zrcadleni opc, ve které bu-
deme zrcadlit. Po zrcadleni se dostaneme do stavu uprostred a aplikujeme naznacenou
rotaci kolem osy cp. Vysledkem tohoto otoceni je situace vpravo, oto¢enim podle na-
znacené reflexni ¢tyfcetné osy sac—pp se dostaneme do puvodniho stavu.

Pokud ale kombinujeme zrcadleni s osou, kterd v roviné obsazend neni, napr.
opc ecp, dostaneme operaci, jakou jsme jesté nezavedli (Obrézek 9). Je to kombi-
nace otoceni o 90° kolem osy c(a¢,pp) a zrcadleni v roviné na ni kolmé (prochazi
stfedy hran AB, AD, BC a CD). Tuto operaci nazyvame reflexni osa a znacime
s(ac,BD)- Vidime, Ze osy prochézejici stiedy protéjsich hran jsou vlastné ctyicetné
reflexni osy, protoze sgwx yz) ® swx,yz) = (Swx,yz)? = ¢wx,vz)- Tady na-
razime na terminologicky problém, protoze 5%WX’YZ) =+ (s(WX7YZ))2. Vyrazem
s(QW X,y2) znac¢ime otoceni okolo osy o 180° a nasledné zrcadleni v roviné na ni
kolmé, kdezto (swx,yz))? je dvojndsobné provedeni sy x yz). Podle s%WX’YZ)
Ctyrstén symetricky neni.

Ted uz mame celkem 24 operaci, a protoze jimi mame pokryté vSechny permu-
tace vrcholi ¢tyfsténu (4! = 24), vidime, Ze uz jsou vSechny. Tady ndm teorie grup
pomohla. Postupem podle kuchariky jsme dohledali symetrie ¢tyrsténu, které nés
nemusely napadnout, dokonce ndm je pomohla pojmenovat, a to jen grupovym
nésobenim prvki (viz tabulku [2)).

Jedna grupa ale muze popisovat (a typicky popisuje) vice véci. Podivejme
se znovu na grupu Cs. Je to priklad skupiny grup, kterym fikame cyklické.
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H e CA 0?4 CB C2B CC
e e ca A 5 < °C
CQA (‘.124 CA e CC C(AC,BD) CD
A A e cA S(AD,BC) °D °(AB,CD)
CZB cf <z c(AC.ED) <z e A
‘B ‘B ¢(AD,BC) cc € °B ¢(AC,BD)
cc °cc Cfg ¢(AD,BC) “f_—) °(AB,CD) Czc
<z, <z °(AB,CD) °D °(AC,BD) cA e
05 Cé) A S(AB,CD) A S(AC,BD) <7
°D ‘D °(AC,BD) °B °(AB,CD) cc °(AD,BC)
S(AB,CD) S(AB,CD) S?AD,BC) °BD S(AD,BC) TAC TAD
°(AB,CD) °(AB,CD) °D Cé el ij °B
S?AB,CD) S?AB,CD) 7BC S?AC,BD) 7AD °(AC,BD) °(AD,BC)
S(AC,BD) S(AC,BD) °cD S(AD,BC) S?AB,C’D) TAD TAB
°(AC,BD) °(AC,BD) °B 7 cA & °D
S?AC,BD) S?AC,BD) S?AB,C’D) 7BC °CD S?AD,BC) °(AB,CD)
S(AD,BC) S(AD,BC) S(AC,BD) 7CD cAC S(AB,CD) °BD
¢(AD,BC) °(AD,BC) el Cfg °D Ci A
S?AD,BC) S?AD,BC) 7BD S(AB,CD) S?AC,BD) 7CD °(AC,BD)
TAB TAB TAD cAC °BC °BD -*?AD’BC)
TAC cAC TAB TAD S(AB,CD) S(AD,BC) °cD
TAD TAD TAC TAB S(AC,BD) S(AB.CD) SfAc)Bm
oBC oBC S?AC,BD) S?AB‘CD) °BD TAB TAC
°BD oBD S(AB,CD) S?AD,BC) TAB o BC S?AB.CD)
ocD °cD S(AD,BC) S(AC,BD) S?AD,BC) S?AC.BD) oBC
H 2 cp <% S(AB,CD) ¢(AB,CD) S?AB.CD)
e a °D A s(aB,cp) | ccaB,cp) | *lap.cp)
C;& °(AD,BC) . <7 °(AB,CD) S(AC,BD) Cé? °BD
<A cB S(AC2,BD) co . oBC ) S(AD,BC)
cB ¢(AB,CD) o C(AD,BC) S(AC,BD) cp cAC
% °D S?AB,CD) A 7AD z S?AD,BC)
cc e A °(AC,BD) °BD cA S(AC,BD)
G cc S?AD,BC) °B S?AD,BC) % 7AD
5] €(AD,BC) <7 e cAC cB S?AC,BD)
< cA e °D S(AD,BC) EA °BC
S(AB,CD) S?AC,BD) o BC S(AC,BD) ¢(AB,CD) S?AB,CD) e
CéAB‘CD) EA . cA B S?AB,CD) e S(AB,CD)
$(AB,CD) °BD $(AD,BC) cAC e S(AB,CD) ¢(AB,CD)
S(AC,BD) *(AD,BC) S(AB,CD) oBC cc °BD cA
°(AC,BD) °B cc EA TAB °(AD,BC) °cD
-*?AC’BD) TAD TAB S(AD,BC) cD cAC cB
°(AD,BC) S?AB,CD) S?AC,BD) 7AB A 7BC b
°(AD,BC) C% °B CZC 7C D °(AC,BD) 9AB
S?AD-,BC) 7AB TAC S?AB,CD) = oAD <2
TAB S(AC,BD) S(AD,BC) S?AC,BD) €(AD,BC) °cD ¢(AC,BD)
7AC BC S?AB,CD) S?AD,BC) °B *(AC,BD) °D
TAD S(AB,CD) BD 9CD Cé S(AD,BC) CEB
°BC °cD S(AC,BD) S(AB,CD) <7 S(AD,BC) A
°BD S(AD,BC) °cD TAD cA S(AC,BD) cc
9CD TAC 9AD 9BD ¢(AC,BD) 9AB S(ZAD,BC)

Tabulka 2: Tabulka grupy

symetrif étyFsténu (pokracovani v tabulce
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H S(AC,BD) ¢(AC,BD) S?AC,BD) S(AD,BC) ¢(AD,BC) S?AD,BC)
e S(AC,BD) ¢(AC,BD) S?AC,BD) S(AD,BC) ¢(AD,BC) -‘?AD‘BC)
cA °BC °D S?AD,BC) S(AB,CD) °B 7CD
4 S(AB,CD) % 70D 7BD G S?AC,BD)
cB S(AD,BC) cc TAD °CcD cA *(AB,CcD)
% °cD EA S(AB,CD) S(AC,BD) <7 TAC
cc SAD °B S(AD,BC) TAB 22) S(AB,CD)
% S?AB,CD) b 7AB S?AC,BD) A 7BD
ep S?AD,BC) cA °BC S(AB,CD) cc TAB
=S TAB <z, S?AB,CD) cAC % S(AC,BD)
S(AB,CD) <7 °CcD A cc CAB cD
°(AB,CD) cAC °(AD,BC) °BD CAD °(AC,BD) 7BC
staB,0D) <% TAB <z, B °oD cA
stac,BD) || cac.Bp) | *tac.eD) c b sAC 5
¢(AC,BD) -‘?AC,BD) e S(AC,BD) oBC ¢(AB,CD) TAD
*(ac.BD) e 3(Ac,BD) | °(AC.BD) 4 7BD %
S(AD,BC) cc 9AD ‘B ¢(AD,BC) S?AD,BC) €
¢(AD,BC) 9BD ¢(AB,CD) TAC "?AD,BC) € S(AD,BC)
S?AD,BC) cA o BC ep e S(AD,BC) | ©(AD,BC)
TAB 2 S?AB,CD) % cp S(AB,CD) ec
TAC S?AD,BC) °BD C(AB,CD) S S(AC,BD) <7
9AD °B S(AD,BC) cc °(AC,BD) 7BC ¢(AB,CD)
oBC cp S?AD,BC) cA ¢(AB,CD) TAD ¢(AC,BD)
°BD ¢(AB,CD) TAC ¢(AD,BC) Cré S(AC.BD) 034
70D A °(AB,CD) b cA S?AB,CD) °B
[l TAB cAC TAD oBC | °BD °CcD
e TAB TAC 9AD 9BC °BD 9¢D
cA cAC TAD TAB 3(AB,CcD) | 3(AD,BC) | *(ac,BD)
A 7AD cAB saC 5(A0,BD) | “(ap.cD) | *(aD,BO)
01213 °BD SEAD,BC) SéAB,CD) TAB oBC S(AC,BD)
°B °BC $(AB,CD) S(AC,BD) °BD CAB S(AD,BC)
cc S?AC,BD) 7BC S?AB,CD) °CD S?AD,BC) TAC
s S(AD,BC) °cD S(AC,BD) cAC S(AB,CD) °BC
cp S(AC,BD) S(AD,BC) °cD S?AB,CD) TAD °BD
b S?AD,BC) °(AB,CD) 7BD S?AC,BD) 7¢D 7AD
S(AB,CD) °(AC,BD) <7 °B cA s °(AD,BC)
¢(AB,CD) 9CD S(AC,BD) S(AD,BC) S?AD,BC) S?AC,BD) 9AB
S‘E’AB,CD> °(AD,BC) ‘B e D Ci ¢(AC,BD)
S(AC,BD) cD °(AB,CD) e A ¢(AD,BC) °B
¢(AC,BD) S(AB,CD) °BD S?AD,BC) S(AD,BC) cAC S?AB.CD)
S?AC,BD) cc ¢(AD,BC) C% °D ¢(AB,CD) €A
S(AD,BC) < 35) S?AB,CD) ¢(AC,BD) cA B
°(AD,BC) S?AB,CD) S?AC,BD) 7BC 7AD °(AC,BD) °(AB,CD)
S?AD,BC) b ‘B SfAc,BD) °(AB,CD) °c 4
TAB A cA 2:] % S(AB,CD)
cAC CQA e A <2 c(AC.BD) Crf
SAD o cA e S(AD,BC) 25) °h
°BC <% cc ¢(AD,BC) e °B e
°BD cB szC,BD) Z 5 e D
ocD S?AB,CD) <o cp co c% e

Tabulka 3: Tabulka grupy symetri{ ¢ty¥sténu (pokracovéni)
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Jejich dulezitou vlastnosti je to, Ze obsahuji jeden zakladni prvek a ostatni prvky,
véetné jednotkového, jsou jim generovdany. Cyklické grupy jsou Abelovy, takze je-
jich prvky navzajem komutuji. Cyklické grupy popisuji rotace kolem n-cetnych
os, jak uz jsme vidéli, ale daji se interpretovat i jako kone¢né mnoziny s operaci
s¢itani modulo n. Navic rotace v trojrozmérném prostoru se daji napsat pomoci
matic 3 x 3. Pokud vezmeme mnozinu matic piislusejicich rotacim okolo libovolné
trojcetné osy, je tato mnozina grupou s operaci nasobeni matic a opét se chova
stejné. Stejné se chova i skupina urc¢itych permutaci t¥{ pismen.

Grupa Cj se tedy dé popsat i jako grupa G({0,1,2},+ mod 3), grupa urci-
tych permutaci nebo urcitych matic... Podobnym prikladem je grupa rotaci kolem
Ctyrcetné osy a grupa ndsobkt komplexni jednotkyﬂ Podle mnozinového forma-
lismu jsou tyto grupy isomorfni, tedy existuje mezi nimi zobrazeni (isomorfismus),
které jednoznacné priradi kazdému prvku prvni grupy pravé jeden prvek druhé
grupy, pricemz vztahy vuci ostatnim prvkam zistanou zachovany. Rozdil mezi
isomorfnimi grupami je tedy jen forméalni, a proto vSechny tyto grupy shodné
znac¢ime jednim symbolem, v tomto ptipadé Cy4. V praxi mize byt uzitecné uve-
domit si, ze nékteré dvé struktury se chovaji podle téze grupy, protoze pak muzeme
urcité znalosti o jedné struktufe aplikovat i na tu druhou.

Dalsim pojmem, souvisejicim s isomorfismem, je reprezentace. Mame-li né-
jakou grupu objektl, napt. néjakych permutaci, pak grupy matematickych ob-
jektu (napf. matic), které jsou s nasi grupou isomorfni, nazyvdme reprezentacemi
grupy.

Pojem grupy a jejiho spojeni s néjakou strukturou ¢i vice strukturami uz mame
zavedeny a tim pro tentokrat skonc¢ime. V pristim dile se muzes tésit na povidani
o reprezentacich.

Zuzi

Uloha 2.5 — Teorie grup | (5b)

1. Uved néjakou dalsi mnozinu, kterd mutze vytvorit grupu s operaci scitani.
(1b)

2. Vymysli si néjakou grupu a ukaz, Ze je to grupa. (1 — 3b podle slozitosti
a originality grupy)

3. Sestav grupu vSech symetrii rovnostranného trojtihelniku v roviné a analyzuj

ji. (3b)

3Komplexni ¢&isla jsou &isla ve tvaru a+ bi, kde a,b € R a i je komplexni jednotka, tedy &islo,
pro které plati, ze i> = —1. Rikdme, %e komplexn{ &fslo mé4 redlnou (a) a imagindrn{ (ib) Gast.
Cislo, které ma pouze redlnou ¢ast, je redlné a naopak &islo, které mé jen imaginarni ¢ast, je ryze
imagindrni. Pokud komplexni msla zobrazime v roviné, pak na ose x budeme mit ¢isla redlnd
a na ose y ryze imaginarni. i je pak jednotkovy tsek na ose y. Protoze i2 = —1,43 = —1-i = —i
a i* = (—1)2 = 1, tak mocniny i v komplexn{ roviné rotuji proti sméru hodlnovych rucicek,
vzdy o pravy tuhel.
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