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Časopis M&M a stejnojmenný korespondenčńı seminář je určen pro studenty
středńıch škol, kteř́ı se zaj́ımaj́ı o matematiku, fyziku či informatiku. Během

školńıho roku dostávaj́ı řešitelé zdarma č́ısla se zadáńım úloh a témat
k přemýšleńı. Svá řešeńı odeśılaj́ı k nám do redakce. My jejich př́ıspěvky
oprav́ıme, obodujeme a pošleme zpět. Nejzaj́ımavěǰśı řešeńı otiskujeme.
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Naši miĺı čtená̌ri a řešitelé,
v ruce právě drž́ıte šesté č́ıslo časopisu M&M. Najdete v něm pro tento školńı rok
posledńı sérii úloh a mnoho komentář̊u a př́ıspěvk̊u k témat̊um. Nezapomeňte,
že autorovi letošńıho nejlepš́ıho př́ıspěvku k tématu organizátoři upečou výborný
dort. Tak si ho nenechte uj́ıt!

Nedávno proběhlo naše jarńı soustředěńı, které jsme si podle ohlas̊u snad
všichni užili. Pokud jste tentokrát nejeli, určitě př́ı̌stě neváhejte. Zat́ım si můžete
alespoň prohlédnout fotky. Některé jsou už nyńı k viděńı na našem Facebooku,
uceleněǰśı výběr se brzy objev́ı na našich webových stránkách. Pokud jste byli
na soustředěńı, rádi otiskneme článek o vaš́ı konfeře. Jeden pěkný o konfeře
z předchoźıho soustředěńı si můžete prohlédnout na konci tohoto č́ısla.

Všem maturant̊um přejeme hodně zdaru! A až se s maturitou vypořádáte,
budeme se na vás těšit třeba u nás na Matfyzu.

organizátoři M&M

Zadáńı úloh
Termı́n odesláńı šesté série: 2. 6. 2015

Alenka – dokud ještě byla s rodiči ve své rodné Anglii, ř́ıkali j́ı Alice – už zač́ınala
mı́t dost toho nečinného seděńı vedle sestry na břehu řeky: jednou nebo dvakrát
nahlédla do kńı̌zky, kterou si sestra prohĺı̌zela, ale tam nebyla v̊ubec žádná mate-
matika nebo fyzika –

”
a co je po kńı̌zce,“ myslila si Alenka,

”
ve které neńı matema-

tika, ba ani informatika?“ Náhle kolem ńı přeběhl zrzavý lǐsák s chytrýma očima
a vskočil do velké lǐsč́ı nory pod meźı. Alenka ani chv́ıli nemeškala a vskočila za
ńım a začala velmi zvolna padat. Dol̊u, dol̊u, dol̊u – když tu najednou buch! Alenka
si ani trochu neubĺı̌zila a v mžiku byla na nohou a rozhĺı̌zela se kolem sebe. Ocitla
se v obrovské mı́stnosti plné dveř́ı, ale zrzavého lǐsáka nikde neviděla.

Úloha 6.1 – Barevné kĺıče a dvěre (4b)
V mı́stnosti je právě N barevných dveř́ı (některé dveře mohou mı́t stejnou barvu,
ale nemuśı). Za každými dveřmi krom jedněch je barevný kĺıč a jeden takový
kĺıč má nav́ıc Alenka v ruce. Kĺıč dokáže odemknout vždy jen dveře stejné barvy,
jakou má on sám (je-li takových v́ıce, pak dokáže odemknout libovolné z nich), ale
zámky jsou zrezlé a po odemčeńı se kĺıč v zámku zasekne a nejde vyndat (Alenka
tedy nemůže mı́t u sebe nikdy v́ıce než jeden kĺıč). Na každých dveř́ıch je nav́ıc
napsáno, jaký kĺıč se za nimi nacháźı (nebo že tam kĺıč neńı). Najděte algoritmus,
který Alence porad́ı jak postupovat, když chce odemknout všechny dveře, nebo j́ı
řekne, že to neńı možné. A jelikož je Alenka podeźıravá, tak nezapomeňte pořádně
vysvětlit, proč váš algoritmus opravdu funguje.

Alence se přeci jen podařilo úkol vyřešit a poté vstoupila do dveř́ı, u kterých
měla nejsilněǰśı tušeńı, že jimi lǐsák proběhl. Nedošla př́ılǐs daleko, když spatřila
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d̊um zaj́ıce; hádala, že to muśı být zaječ́ı d̊um, podle toho, že komı́ny měly tvar uš́ı
a střecha byla pokryta kožǐsinou. Před domem byl pod stromem prostřený st̊ul a
u něho Zaj́ıc Březňák, zrzavý lǐsák a Kloboučńık pili čaj; mezi nimi seděla jakási
sṕıćı zv́ıřátka, o nichž si Alenka řekla, že to budou jistě nějaćı hlodavci, ale nebyla
si jista, zda syslové či plchové. Dozajista to vypadalo na nějakou velikou oslavu.

Úloha 6.2 – Homogenńı oslava (3b)
Na oslavě se sešlo třicet lid́ı, z nichž každý znal právě 6 jiných (známosti jsou
vzájemné). Řekneme, že trojice lid́ı je homogenńı, pokud se každ́ı dva lidé z trojice
znaj́ı, nebo pokud se naopak žádńı dva neznaj́ı. Kolik nejv́ıce homogenńıch trojic
může být na oslavě?

Alenka mlčela. Účastńıci oslavy se jǐz před hodnou chv́ıĺı uchýlili k odchodu a
u stolu z̊ustala jen ona s Kloboučńıkem.

”
– co se zač́ıná na M, jako myš́ı d́ıra, a

měśıc, a minulost, a moudrost, a mnohost – v́ıte, velmi krásné rčeńı je mnohost
moudrosti – viděla jste někdy takovou věc jako pěkně vytažený výkres mnohosti?“

”
Opravdu, když se mne tak ptáte,“ řekla Alenka velmi zmatena,

”
nemysĺım—“

”
Pak byste neměla mluvit,“ řekl Kloboučńık. To bylo v́ıc, než mohla Alenka snésti;

vstala velmi znechucena a odešla. Opět se octla ve velké śıni; pak se dala úzkou
chodbičkou, a pak – se konečně octla v krásné zahradě mezi pestrými záhony květin
a chladnými vodotrysky. Pobĺı̌z vchodu do zahrady stál velký r̊užový keř. R̊uže,
které na něm rostly, byly b́ılé, u něho však stály tři cukrové karty – zahradńıci
a pilně je nat́ırali na červeno. Ach, jaké by to bylo si takovouto cukrovou kartu
odnést dom̊u, pomyslila si Alenka. Ale co kdyby začalo pršet?

Úloha 6.3 – Souboj s deštěm (3b)
Máte nekonečně tenkou desku z cukru. Nesete si ji domů pod úhlem α, když tu
zrovna začne pršet pod úhlem β. Kapky deště se pohybuj́ı rychlost́ı v. Jak rychle
muśıte j́ıt, aby se vám deska nerozpustila?
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”
Královna! Královna!“ vykřikl Pětka a všichni tři zahradńıci se ihned vrhli

tvář́ı na zem. Alenka se rozpomněla, kde se ocitla a ohlédla se, dychtivá spatřit
Královnu. Alenku napadlo, že by snad také měla padnout tvář́ı k zemi jako za-
hradńıci, ale nedovedla se upamatovati, že by kdy byla slyšela o takovémhle pra-
vidle o královských pr̊uvodech.

”
A k čemu by vlastně byly pr̊uvody,“ pomyslela

si,
”

kdyby se všichni lidé měli položit tvář́ı k zemi a nic neviděli?“ Z̊ustala tedy
stát, kde byla, a čekala. Když pr̊uvod přǐsel až k ńı, všichni se zastavili a pohlédli
na ni, a Královna řekla př́ısně:

”
Kdo je to?“

”
Jmenuji se Alenka, ráč́ı-li Vaše

Veličenstvo,“ řekla Alenka velmi zdvořile.
”

Tak je to v pořádku!“ zavolala Královna
hlasitě.

”
Umı́te házet kouĺı?“ Vojáci mlčeli a pohĺı̌zeli na Alenku, jelikož otázka

zřejmě platila j́ı.
”

Ano!“ zavolala Alenka; ale ihned se rozpomněla, že je to velmi
dávno, co to naposledy zkoušela.

Úloha 6.4 – Výkonný vrhač (3b)
Určete pr̊uměrný výkon vrhače koule, který při hodu zrychĺı kouli o hmotnosti
7,26 kg z klidu na rychlost 14,0 m · s−1. Doba od začátku pohybu do upuštěńı koule
je 0,16 s. Experimentálně sami odhadněte vertikálńı vzdálenost mezi počátečńı
polohou koule a polohou, kdy koule opoušt́ı ruku.

”
Probud’ se, drahá Alenko,“ řekla sestra.

”
Jak jsi to dlouho spala.“
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Řešeńı úloh 4. série
Úloha 4.1 – Trojúhelńıková (3b + 1b)

Zadáńı:
Sestavte pomoćı 12 shodných úseček 10 rovnostranných stejně velkých trojúhelńı-
k̊u. Bonusový bod dostanete, pokud si vystač́ıte s 10 úsečkami.

Řešeńı:
Velká část došlých řešeńı využ́ıvala vzájemně se prot́ınaj́ıćıch úseček, což jsme,
vzhledem k tomu, že to nebylo zakázáno, akceptovali. Úloha ale byla řešitelná i
bez toho.

Deset trojúhelńık̊u z dvanácti úseček v rovině bez prot́ınáńı neposkládáme
(trojúhelńık má tři strany a každou z nich může sd́ılet jen s jedńım daľśım
trojúhelńıkem – je potřeba minimálně 15 úseček), bylo tedy nutné využ́ıt třet́ı
rozměr. Pokud si vezmeme čtyřstěn a na dvě z jeho stěn

”
přileṕıme“ daľśı čtyřstěny,

tak jsme použili 6 (na p̊uvodńı čtyřstěn) + 2 · 3 (na každý daľśı čtyřstěn) = 12
úseček. Pokud si chceme bez prot́ınáńı vystačit s pouhými deseti úsečkami, tak
budeme muset zaj́ıt ještě o krok dále – ve čtyřrozměrném prostoru existuje těleso
známé jako 5-nadstěn. Jedná se o 4D ekvivalent čtyřstěnu, který má 10 hran, 5
vrchol̊u a 10 trojúhelńıkových stěn.

Matej

Úloha 4.2 – Náčrtek (4b)
Zadáńı:
Trojúhelńık ABC má obvod délky 4. Na polopř́ımce AB lež́ı bod X, na polopř́ımce
AC lež́ı bod Y , přičemž |AX| = |AY | = 1. Úsečky BC a XY se prot́ınaj́ı v bodě
M . Dokažte, že jeden z trojúhelńık̊u ABM a ACM má obvod 2.

Řešeńı:
Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že bod B lež́ı bĺıž A než bod X (tak, jako
na obrázku 1). Bod C pak zase lež́ı dál než Y , nebot’ úsečky XY a BC se prot́ınaj́ı
(v bodě M). Dokážeme, že obvod 2 má trojúhelńık ABM . Řešeńı je postaveno
na dvou základńıch trićıch. Prvńım trikem je dokresleńı kružnice k připsané ke
straně BC trojúhelńıka ABC. Jej́ı doteky s př́ımkami AB, BC a AC označme
postupně C ′, A′ a B′. Délky |AC ′| a |AB′| jsou stejné (tečny k jedné kružnici),
podobně |BA′| = |BC ′| a |A′C| = |CB′|, takže

|AC ′| = |AB′| = 1

2
· (|AC ′|+ |AB′|) =

1

2
· (|AB|+ |BA′|+ |A′C|+ |CA|) = 2,

jelikož trojúhelńık ABC má obvod 4. Chceme dokázat, že |AB|+ |BM |+ |MA| =
2, přitom

|AB|+ |BM |+ |MA| = |AB|+(|BC ′|−|BA|)+ |BM |+ |MA| = 2−|MA′|+ |MA|,
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Obrázek 1: Situace z řešeńı úlohy 4.2

takže stač́ı dokázat, že |MA| = |MA′|. A nyńı přicháźı druhý trik, kterým je
mocnost bodu ke kružnici. Pokud totiž bod A vńımáme jako kružnici s nulovým
poloměrem, vid́ıme, že body X a Y maj́ı stejnou mocnost k A a ke kružnici k,
nebot’ |XA| = |XC ′| a |Y A| = |Y B′|. Př́ımka XY je tedy chordálou

”
kružnic“

A a k, tj. př́ımkou, jej́ıž všechny body maj́ı k těmto kružnićım stejnou mocnost.
Speciálně tedy i bod M má k A stejnou mocnost jako ke k, takže |MA| = |MA′|
a jsme hotovi.

Pepa
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Úloha 4.3 – Konvice (3b)
Zadáńı:
Cestovńı varná konvice má na sobě přeṕınač pro volbu napět́ı 1 230 V nebo 120 V.
Na ohřev vody použ́ıvá dvě topná tělesa zapojená do série, resp. paralelně, podle po-
lohy přeṕınače. Navrhněte hodnoty odpor̊u topných těles tak, aby v obou př́ıpadech
měla konvice stejný př́ıkon. Jak by mohlo vypadat zapojeńı při použit́ı dvojpólového
přeṕınače?

Řešeńı:
Máme navrhnout odpory dvou topných těles, které si označ́ımeRa aRb. V př́ıpadě,
že konvici přepneme do polohy pro použit́ı při napět́ı 230 V, bude výkon konvice

P1 = U1I1 =
U2

1

R1
=

(230 V)2

R1
= (230 V)2 · 1

Ra +Rb
.

Když konvici přepneme, dostaneme výkon

P2 =
U2

2

R2
=

(120 V)2

R2
= (120 V)2 · Ra +Rb

RaRb
.

Následně chceme, aby tyto výkony byly stejné

(230 V)2 · 1

Ra +Rb
= (120 V)2 · Ra +Rb

RaRb
,

(230 V)2

(120 V)2
=

(Ra +Rb)
2

RaRb
,(

23

12

)2

=
R2

a + 2RaRb +R2
b

RaRb
=
Ra

Rb
+ 2 +

Rb

Ra
.

Nyńı levou stranu nahrad́ıme konstantou k a zavedeme poměr odpor̊u R̃ = Ra/Rb.
Dostáváme kvadratickou rovnici

R̃+ (2− k) +
1

R̃
= 0 ,

R̃2 + (2− k)R̃+ 1 = 0 .

Když vypoč́ıtáme diskriminant

D = (2− k)2 − 4 · 1 · 1 .
= −1,2 < 0 ,

zjist́ıme, že řešeńı v R neexistuje. Protože odpor rezistoru je reálné č́ıslo, tak
hledaný poměr rezistor̊u neexistuje a varnou konvici, která by byla zapojena podle
zadáńı, nelze sestrojit.

Hledané zapojeńı pomoćı dvoupólového přeṕınače může být např́ıklad jako na
obrázku 2.

xlfd

1Jedná se o efektivńı hodnotu napět́ı.
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Obrázek 2: Schéma zapojeńı pomoćı dvoupólového přeṕınače

Úloha 4.4 – Vřelé p̌riv́ıtáńı (1b)
Zadáńı:
Dvě stejně velké skupiny vědc̊u si na uv́ıtanou chtěj́ı potřást rukama a to tak, aby
si každý vědec potřásl s každým kolegou z druhé skupiny. V každém kole si m̊uže
každý potřást rukou s nejvýše jedńım kolegou. Vaš́ım úkolem je vymyslet, jak si
vědci maj́ı potřást rukama během N kol, kde N je počet vědc̊u v jedné skupině.
Ovšem jedna mladá dáma je tak unesená, že ignoruje váš postup a potřásá si
s kolegy zcela náhodně. V každém kole si potřese s jiným vědcem, ale nem̊užete
ovlivnit s kterým. M̊užete předpokládat, že si vždy potřese jako prvńı a máte tedy
možnost přizp̊usobit tomu aktuálńı kolo.

Řešeńı:
Vědce z prvńı skupiny si označ́ıme a1, . . . , aN , vědce z druhé b1, . . . , bN , ona mladá
dáma je označena jako a1. Vyřešme nejdř́ıve problém za předpokladu, že naše
instrukce poslouchá i ona mladá dáma. To je ale snadné, v i-tém kole si podá
ruku aj s bj+i, pro j od jedné do N , přičemž sč́ıtáme modulo N (tj. vždy ze
součtu bereme zbytek po děleńı N , tedy pro N = 5 je 3 + 4 = 2). Nemůže se
stát, že si dva vědci potřesou rukou v́ıcekrát, nemohou totiž existovat dvě r̊uzná
1 ≤ i1, i2 ≤ N tak, že j+ i1 = j+ i2. Každý vědec si tedy potřese se všemi kolegy
z druhé skupiny právě jednou.

Jak nám tedy
”
uškod́ı“ ona mladá dáma? Inu, v̊ubec nijak. Předpokládejme, že

si během nějakého kola a1 potřese s b1+i. To by v našem postupu bez
”
záškodnictv́ı“

nastalo právě v kole i. V tomto kole tedy použijeme stejný postup, jako v i-tém
kole bez záškodnictv́ı. Bude tento algoritmus fungovat? Vı́me, že mladá dáma si
v každém kole potřese s někým jiným, tedy v každém kole bude i jiné, přičemž
kol je stále N . Situace je tedy stejná jako když nás mladá dáma poslouchala – jen
s t́ım drobným rozd́ılem, že jdou kola jinak po sobě. To ale zjevně ničemu nevad́ı.

O(N)dra
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Řešeńı témat

Téma 3 – Reakce v miskách

I tentokrát dorazila schémata od Mgr.MM Kristýny Ilievové, i s j́ı dodaným popisem
je naleznete ńıže. Současně otiskujeme obrázek schématu z minulého č́ısla, který
se do něj omylem nedostal. Toto schéma by se mělo v nejbližš́ı době objevit i na
našich stránkách. Rád bych ujistil řešitele, že navzdory hromad́ıćım se př́ıspěvk̊um
má toto téma k vyčerpáńı ještě daleko – metabolismus buňky je úchvatně složitý
(tedy obsahuje mnoho relativně jednoduchých část́ı) a nav́ıc nyńı můžete využ́ıt
již uveřejněné části metabolismu a zkusit je rozš́ı̌rit či propojit.

Matej

Poznámka redakce: Bohužel neńı možné vytisknout obrázky schémat barevně,
otǐstěna je tedy jen černob́ılá verze – barevné originály najdete na našem webu.

D-glukoza D-glukoza-6-fosfat

*
&

*
&

2222*
&

2222

&
3-fosfatglycerat

22

22

*
&

22

22

44 22

*
&

D-fruktoza-6-fosfat

*

izomeraza

*

tranferaza

ADP

pyruvat

*
fosfoenolpyruvat

*
&

2-fosfoglycerat

*
spotreba ATP

glyceraldehyd-fosfat

*
D-glycerfosfat + fosfoglycerat

D-fruktoza-1,6-bifosfat

ATP

ADP

22

22

*

Obrázek 3: Schéma glykolýzy k př́ıspěvku z minulého č́ısla
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Citrátový (Krebs̊uv) cyklus (5b)

Mgr.MM Kristýna Ilievová

Citrátový cyklus navazuje v buněčném metabolismu na anaerobńı glykolýzu. Pro-
b́ıhá v matrix mitochondríı. Nejdř́ıve proběhne redukce produktu anaerobńı gly-
kolýzy pyruvátu, při ńıž se na pyruvát naváže zbytek koenzymu A, vzniká tak
acetylkoenzym A, který vstupuje do citrátového cyklu.

Při citrátovém cyklu se cyklicky přeměňuje molekula oxalacetátu (černá).
Vstupuje do něj kromě acetylkoenzymu A (oranžová) také voda (modrá). Oxydo-
reduktázy (červená) slouž́ı jako přenašeče vod́ık̊u. Cyklu se též účastńı molekula
koenzymu A (hnědá) a GDP (fialová) jako přenašeč fosforu. Vstupuj́ıćı molekula
ADP přeb́ırá od GTP fosfor a vzniká molekula ATP.

Produkty (zelená) jednoho cyklu jsou 2 molekuly oxidu uhličitého (ty vydech-
neme), 8 energeticky bohatých uhĺık̊u (ty jsou poté navázány na oxydoreduktázy
a přeneseny do dýchaćıho řetězce) a 1 molekula ATP.

Metabolismus fenylalaninu (4b)

Mgr.MM Kristýna Ilievová

Fenylalanin je jednou z esenciálńıch aminokyselin (součást b́ılkovin), které jsou
pro naše tělo nepostradatelné. Pomoćı enzymu fenylalaninhydroxylázy je metabo-
lizován na tyrosin, který je dále zpracováván na několika metabolických drahách
na pigment melanin, tyroxin (hormon št́ıtné žlázy) a katecholaminy (hormony
dřeně nadledvin).

Vlivem genetických dispozic může doj́ıt k tomu, že nedocháźı k translaci feny-
lalaninhydroxylázy či docháźı k deformaci jej́ıho kofaktoru tetrahydrobiopterinu,
č́ımž se fenylalaninhydroxyláza stává nefunkčńı. Vzniká tak onemocněńı fenyl-
ketonurie, při ńıž nedocháźı k přeměně fenylalaninu na tyrosin, ale fenylalanin
se metabolizuje alternativńı cestou na fenylpyruvát, který se ukládá v mozku a
zp̊usobuje jeho poškozeńı. Docháźı též k multiorgánovému poškozeńı z d̊uvodu ne-
dostatku metabolit̊u tyrosinu. Fenylketonurie se léč́ı ńızkob́ılkovinnou dietou, do
ńıž je zařazen potravinový doplněk obsahuj́ıćı tyrosin a esenciálńı aminokyseliny,
kromě fenylalaninu.

Červeně je ve schématu metabolismus fenylalaninu zdravého člověka a modře
pak metabolismus fenylalaninu fenylketonurika.
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Téma 5 – Pokryt́ı šachovnice

K tématu přǐsel př́ıspěvek Prof.MM Markéty Calábkové, který otiskujeme. V úvodu
autorka opravuje chybu ze svého předchoźıho článku, dále se pak zabývá prozat́ım
nevyřešenými otázkami.

Nab́ıźı rozložeńı klasických figur jednoho hráče takové, aby každé neobsa-
zené pole bylo ohrožováno. V nab́ızeném schématu ale neńı zároveň každá figura
ohrožována nějakou jinou. Lze tedy ř́ıct, že některá pole, na kterých stoj́ı figury,
ohrožována nejsou. Existuje takové rozložeńı, ve kterém jsou ohrožována i všechna
pole obsazená některou z figur?

Autorka též ṕı̌se prvńı pozorováńı ohledně útvar̊u, které lze sestrojit pouze po-
moćı jezdc̊u a střelc̊u (viz komentář ve čtvrtém č́ısle). Na d̊ukladněǰśı prozkoumáńı
tohoto problému ale ještě stále čekáme. Jaké zaj́ımavé útvary lze vytvořit jen s po-
moćı těchto figur? A jaké naopak nelze? A co jen pomoćı nich nakreslit Rikiho?

Kuba

Mně šachy moc nejdou. . . (3b)

Prof.MM Markéta Calábková

Ted’ už radši nebudu nic tvrdit dokud nebudu mı́t pádný d̊ukaz :).
Nejdř́ıv oprav́ım chybu z předchoźıho článku:
Ano, opravdu je možné sestrojit větš́ı obdélńık a to dokonce i když je každá

figura ohrožována nějakou jinou. Na obrázku je trochu přeházené rozestaveńı figur
na začátku hry, tam je každá figura ohrožována nějakou jinou a neohrožovaná pole
tvoř́ı mnohem větš́ı obdélńık, který je už opravdu největš́ı možný, protože každá
figura ohrožuje minimálně jedno pole před sebou a protože figur je celkem 16, tak
je poskládáme minimálně na dva řádky.

8 0Z0Z0Z0Z
7 Z0Z0Z0Z0
6 0Z0Z0Z0Z
5 Z0Z0Z0Z0
4 0Z0Z0Z0Z
3 Z0Z0Z0Z0
2 POPOPOPO
1 MRLBAKSN

a b c d e f g h

Ale neńı to největš́ı možný útvar, jaký lze z neohrožovaných poĺı sestavit, co
kdybychom figury takto poskládali k levému okraji šachovnice? Připomı́nám, že
pěšci se pohybuj́ı dopředu.
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Když už jsem u toho, lze šachovými figurami jednoho hráče ohrozit všechna
pole šachovnice? Určitě ano. Nechtělo se mi tam dopisovat všechny pěšce, tak ten
zbytek se umı́st́ı někam, kde nebudou vadit.

8 0Z0Z0Z0Z
7 Z0ZPZNJ0
6 0Z0ZBZNZ
5 Z0Z0ZBZ0
4 0Z0Z0ZPZ
3 Z0L0Z0Z0
2 0S0Z0Z0Z
1 S0Z0Z0Z0

a b c d e f g h

A nakonec jsem jen s pomoćı střelc̊u a jezdc̊u nakreslila malý čtvereček.

8 NM0ABZNM
7 MNZ0Z0MN
6 0Z0Z0Z0Z
5 Z0Z0Z0Z0
4 0Z0Z0Z0Z
3 Z0Z0Z0Z0
2 NM0Z0ZNM
1 MNZBA0MN

a b c d e f g h

Poznámka redakce: Všimněte si, že pokud ve schématu zcela vynecháme střelce,
ohrožovaný útvar se nezměńı.
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Konference Zelená Lhota 2014
Tropická geometrie (10b)

Mgr.MM Dominika Jochcová, Dr.MM Václav Rozhoň,
Mgr.MM Zuzana Svobodová, Bc.MM Lenka Vincenová

Úvodem

Tento článek vznikl jako volné pokračováńı společného projektu – konfery, vzni-
kaj́ıćıho v pr̊uběhu podzimńıho soustředěńı korespondenčńıho semináře M&M pod
vedeńım Josefa Svobody. Tropická geometrie nás natolik zaujala, že jsme se roz-
hodli touto exotickou strukturou i nadále zabývat a naše př́ıspěvky společně se-
psali do tohoto článku.

Tropické operace

Po stručném úvodu se konečně můžeme pustit do samotného formalismu. Nejprve
si zavedeme dvě operace – tropické sč́ıtáńı a tropické násobeńı, přičemž operaci
sč́ıtáńı definujeme jako

“x+ y” = max(x, y),

tropický zápis znač́ıme do uvozovek. Tropické sč́ıtáńı je tedy operace ekvivalentńı
k funkci maximum.

Tropické násobeńı definujeme jako

“x · y” = x+ y,

jedná se tedy o ekvivalent sč́ıtáńı.
Daľśı operace můžeme definovat podobně jako ty klasické. Tropické děleńı bude

inverzńı operace k tropickému násobeńı, a proto se bude jednat o klasické odč́ıtáńı.
Mocněńı je vlastně opakované násobeńı, takže tropické mocněńı je opakované
tropické násobeńı, tedy se jedná o opakované sč́ıtáńı, což je (netropické) násobeńı.
V našem textu se obejdeme bez děleńı, ale mocněńı budeme použ́ıvat. Zanedlouho
si ukážeme, že tropické odč́ıtáńı definovat nemůžeme. Nyńı uved’me pro názornost
několik př́ıklad̊u: “1 + 1” = 1, “1 + (−1)” = 1, “0 · 42” = 42, “(21 + 12)2” = 42,
“5 + 8 + 13” = 13 a “5 · ((−6) + 10)” = 15.

Množinu tropických č́ısel T, na které naše tropické operace budeme použ́ıvat,
definujeme jako T = R ∪ {−∞}, jedná se tedy o reálná č́ısla spolu s minus ne-
konečnem (pro všechna a ∈ T plat́ı “a + (−∞) = −∞” a “a · (−∞) = −∞”).
Ukážeme si, že množina tropických č́ısel splňuje skoro všechny axiomy tělesa2,3.
Projděme si tedy postupně tyto axiomy (u axiomů, kde je napsána pouze od-
pov́ıdaj́ıćı rovnost dvou výraz̊u, stač́ı tyto výrazy převést z tropické algebry do té
klasické a ověřit si, že rovnost vskutku plat́ı).

2Tato struktura je tzv. semitělesem.
3Jestliže nev́ıte, co je algebraické těleso, vězte, že se bez této znalost́ı v daľśıch částech

obejdeme.
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1. Komutativita sč́ıtáńı: “a+ b” = “b+ a”.

2. Asociativita sč́ıtáńı: “(a+ b) + c” = “a+ (b+ c)”.

3. Existence nulového prvku pro operaci sč́ıtáńı: t́ımto nulovým prvkem je
přidané −∞, nebot’ pro ∀a ∈ T plat́ı “a+ (−∞)” = a.

4. Existence inverzńıho prvku pro sč́ıtáńı: tento axiom tělesa množina tro-
pických č́ısel nesplňuje. Pokud by tomu tak bylo, pro každé a ∈ T by existo-
valo takové b, že “a+ b” = −∞, ale vid́ıme, že pokud a 6= −∞, tak takové
b rozhodně neexistuje. Právě proto nemůžeme definovat operaci odč́ıtáńı.

5. Komutativita násobeńı: “a · b” = “b · a”.

6. Asociativita násobeńı: “(a · b) · c” = “a · (b · c)”.

7. Existence jednotkového prvku pro operaci násobeńı: pro množinu tropických
č́ısel toto splňuje 0, tedy pro ∀a ∈ T plat́ı “a · 0” = a+ 0 = a.

8. Existence inverzńıho prvku pro násobeńı: pro každé a ∈ R můžeme definovat
“a−1” = (−a), takže “a · a−1” = a+ (−a) = 0. Pro −∞ však inverzńı prvek
nemáme.

9. Distributivita: “a · (b+ c)” = “(a · b) + (a · c)”.

10. Netrivialita: nulový a jednotkový prvek jsou r̊uzné, což pro množinu tro-
pických č́ısel plat́ı, jelikož 0 6= −∞.

Polynomy

Polynom (mnohočlen) je výraz ve tvaru:

P (x) =

n∑
i=0

ai · xi = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0,

kde an neńı 0 a pro č́ıslo n použ́ıváme označeńı stupeň polynomu. Obdobně
můžeme definovat tropické polynomy podle pravidel tropického sč́ıtáńı a násobeńı.
Př́ıkladem takového tropického polynomu je třeba P (x) = “3x3 + 1x + (−5)” =
“3 · x · x · x+ 1 · x+ (−5)” = max(3x+ 3, x+ 1,−5).

Pojd’me nyńı sestrojit graf tohoto polynomu. Všimněme si, že pracujeme s ma-
ximem z několika lineárńıch funkćı. Můžeme je tedy vynést do grafu jako na
obrázku 6. Výsledný graf pak vznikne jako maximum z oněch tř́ı funkćı.

U normálńıch polynomů můžeme zavést kořen jako takové x0, že P (x0) = 0.
Pro nás bude užitečný fakt, že jestliže rozš́ı̌ŕıme obor svého zájmu na komplexńı
č́ısla, má každý (klasický) polynom stupně n právě n kořen̊u (některé ale můžeme
poč́ıtat v́ıcekrát, tomu se ř́ıká násobnosti) a jestliže známe všechny kořeny daného
polynomu, můžeme jej rozložit na součin výraz̊u ve tvaru (x − x0). Tak třeba
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polynom P (x) = 2x2 − 5x − 3 má kořeny − 1
2 a 3; přitom plat́ı 2x2 − 5x − 3 =

2(x+ 1
2 )(x− 3). Budou ale mı́t kořeny svoji tropickou analogii?

Kdybychom kořeny tropických mnohočlen̊u definovali jako pr̊useč́ıky poly-
nomu s osou x (tedy P (x0) = 0), výsledek by nebyl př́ılǐs zaj́ımavý – pokud
by absolutńı člen polynomu nebyl 0, tak by měl každý polynom maximálně jeden
kořen. Ukazuje se, že lepš́ı je kořen tropického polynomu definovat jako takové č́ıslo
x0, ve kterém se láme graf polynomu. Jinými slovy pro něj plat́ı ai+ix0 = aj+jx0,
kde i a j jsou sklony dvou po sobě jdoućıch úsek̊u v grafu polynomu. Rozd́ıl |i−j|
pro taková i a j pak bude násobnost́ı kořene x0.

Obrázek 6: Graf tropického polynomu
“3x3 + 1x + (−5)”.

Obrázek 7: Graf tropického polynomu
“x5 + 2x + 0”.

Pojd’me nyńı nalézt kořeny našeho polynomu na obrázku 6. Prvńım kořenem
je mı́sto zlomu konstantńı funkce y = (−5) a lineárńı funkce y = x+1, kořen tedy
nalezneme po vyřešeńı snadné lineárńı rovnice

x+ 1 = (−5),

tedy x0 = −6. Podobně řešeńım rovnice

x+ 1 = 3x+ 3

dostaneme dvojný kořen x1 = x2 = −1. Povšimněme si, že tento polynom třet́ıho
stupně má tři kořeny.

Rozeberme nyńı ještě jeden tropický polynom, tentokrát Q(x) = “x5 + 2x +
0” = max(5x, 2+x, 0), jehož graf je na obrázku 7. Nyńı je pro nás hračkou spoč́ıtat,
že má kořen (−2) násobnosti jedna a kořen 1

2 násobnosti čtyři. Polynom má stupeň
pět a pět kořen̊u, vypadá to tedy, že tropický mnohočlen by mohl mı́t tolik kořen̊u,
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jaký je jeho stupeň, což je již zmı́něná vlastnost klasických polynomů. Tento fakt
si uvědomı́me následuj́ıćı úvahou.

Sklony jednotlivých úsek̊u grafu, jež odpov́ıdaj́ı mocninám člen̊u polynomu,
si postupně označ́ıme s0, s1, . . . sk, přičemž sk odpov́ıdá nejvyšš́ı mocnině v poly-
nomu a je to tedy jeho stupeň. Jednotlivé kořeny jsou zlomy mezi úseky a jejich
násobnosti jsou rozd́ıly mezi jejich sklony. Posloupnost násobnost́ı jednotlivých
kořen̊u je tedy (s1−s0), (s2−s1), . . . , (sk−sk−1). Nás zaj́ımá celkový počet kořen̊u
(poč́ıtaj́ıce jejich násobnosti), jenž urč́ıme jakožto součet násobnost́ı jednotlivých
kořen̊u, tedy

(sk − sk−1) + (sk−1 − sk−2) + . . . (s1 − s0) = sk − s0

Jestliže polynom obsahuje absolutńı člen, máme s0 = 0 a poté je počet kořen̊u
vskutku roven stupni polynomu. Pokud v předpisu našeho polynomu chyb́ı abso-
lutńı člen, představ́ıme si, že jej máme, ale jeho hodnota je rovna −∞ 4. Potom
máme kořen násobnosti s0 v minus nekonečnu a vid́ıme, že hodnota stupně poly-
nomu z̊ustává rovna počtu kořen̊u.

To však neńı jediná podobnost tropických polynomů s těmi opravdovými. Uka-
zuje se, že když známe kořeny tropického polynomu, můžeme jej rozložit podobně
jako ten klasický. Ukážeme si to na př́ıkladu našich dvou polynomů. Plat́ı:

“3x2 + 1x+ (−5)” = “3 · (x+ (−6)) · (x+ (−1))2”

a

“0x5 + 2x+ 0” = “0 · (x+ (−2)) ·
(
x+

1

2

)4

”.

Důkaz tohoto tvrzeńı neuvád́ıme, nicméně lze jej zase založit na představě
grafu polynomu.

Přidáváme proměnnou

Již jsme si ukázali, že klasické polynomy v jedné proměnné maj́ı podobné vlast-
nosti jako jejich tropické protěǰsky. Jak to bude, když polynomům přidáme daľśı
proměnnou?

Polynomem ve dvou proměnných mysĺıme výraz typu

P (x, y) =
∑
i,j

aijx
iyj ,

tedy třeba 2x5y2 + 3xy2 + 6, x2 + y2 − 4 nebo y − x. Stupněm polynomu
pak mysĺıme maximum ze součt̊u i+ j všech jeho člen̊u, tedy stupně našich poly-
nomů jsou postupně 7, 2 a 1. Tropický polynom pak z toho klasického dostaneme
pouhým přidáńım uvozovek.

4Jestliže v normálńım polynomu chyb́ı nějaký člen aix
i, znamená to, že jeho koeficient ai je

nula. U tropických protěǰsk̊u tuto roli plńı −∞.
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Často nás zaj́ımá, pro které dvojice x a y je P (x, y) = 0 (obdoba kořen̊u po-
lynomů s jednou proměnnou). Pokud si tyto dvojice (jsou to vlastně souřadnice
bod̊u) vyznač́ıme na plochu, dostaneme tzv. algebraickou křivku; třeba náš druhý
polynom odpov́ıdá kružnici a třet́ı polynom př́ımce. Stupněm křivky pak ro-
zumı́me stupeň odpov́ıdaj́ıćıho polynomu.

Jak si nyńı představit tropický polynom ve dvou proměnných? Každý člen
“aijx

iyj” = aij + i · x+ j · y nám v prostoru vymezuje nějakou rovinu (pro každý
bod z jeho dvou souřadnic dostaneme třet́ı – jeho výšku) a hodnota polynomu
v každém bodě je maximum z výšek všech rovin. Můžeme si to tedy představit
tak, že se shora d́ıváme na všechny roviny a vždy vid́ıme jen část té, která je
zrovna nejvýš.

Vezměme si třeba tropický polynom “x + y + 0” = max(x, y, 0). Máme tři
roviny; jednu s konstantńı výškou 0, daľśı, která s ńı sv́ırá úhel 45◦ a jej́ıž výška je
v každém bodě rovna jeho x-ové souřadnici a třet́ı rovinu, jej́ıž výška je obdobně
v každém bodě rovna jeho souřadnici y. Prvńı rovina bude nejvýš pro body ze
třet́ıho kvadrantu, kde x i y jsou menš́ı než nula. Pokud zbylou oblast symet-
ricky rozděĺıme podle osy prvńıho a třet́ıho kvadrantu, dostaneme dvě oblasti, ve
kterých je nejvýš druhá, rsp. třet́ı plocha (viz obr. 8).

Stejně jako u polynomů s jednou proměnnou nás ted’ nebude zaj́ımat, kdy je
polynom roven nule, ale jak vypadaj́ı mı́sta, kde se lomı́, jde nám tedy o okraje
našich oblast́ı. Na obrázku 8 máme vyznačeny jednotlivé oblasti polynomu “x +
y + 0”, okraje oblast́ı nám vytvořily tropickou křivku. Snadno nahlédneme, že
křivky polynomů “a · x+ b · y+ c” vypadaj́ı všechny stejně a měńı se pouze jejich
poloha. Na obrázku 9 pak máme složitěǰśı křivku odpov́ıdaj́ıćı polynomu druhého
stupně.

Obrázek 8: Polynom “x + y + 0” a jeho
tropická křivka.

Obrázek 9: Polynom “3xy + (−3)x2 +
(−2)y2 + x + y + 0”.
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A k čemu to je?

Jestliže jste dočetli až sem, již v́ıte, že tropické polynomy maj́ı s těmi opravdovými
mnoho společného. Přesto se může zdát, že se jedná o pouhou hř́ıčku znuděných
matematik̊u, opak je však pravdou. V této části již nebudeme př́ılǐs formálńı
(konec konc̊u, tropická geometrie je stará pouze několik deśıtek let, a tak nám
jistě uvěř́ıte, že ji nelze pořádně pochopit po přečteńı několika stránek 5).

Vrat’me se nyńı k polynomům a algebraickým křivkám z klasického světa;
v́ıme, že křivky prvńıho stupně jsou př́ımky a křivky druhého stupně mohou
vypadat jako nám známé paraboly, hyperboly, elipsy, kružnice nebo třeba dvě
př́ımky (třeba rovnice x2 − y2 = 0 popisuje osy kvadrant̊u a rovnice y2 − 4 = 0
odpov́ıdá dvěma rovnoběžkám vzdáleným 2 od osy x). Už křivky druhého stupně
tedy mohou nabývat mnohých podob a postupujeme-li dál, je situace č́ım dál t́ım
složitěǰśı. Pod́ıvejme se třeba na několik polynomů stupně 4 na obr. 10.

Obrázek 10: Několik křivek 4. stupně, převzato z [2].

Vid́ıme, že jedna křivka může sestávat z několika čar, neboli komponent (třeba
hyperbola se skládá ze dvou komponent, zat́ımco parabola jen z jedné). Každá
komponenta přitom je, nebo neńı omezená (obě komponenty hyperboly ut́ıkaj́ı do
nekonečna, zat́ımco jediná komponenta elipsy je uzavřená sama do sebe).

Nás by zaj́ımalo, kolik komponent křivka n-tého stupně může mı́t a v jakém
mohou být vzájemném vztahu. Tedy pokud křivka obsahuje dvě uzavřené kompo-
nenty, nezaj́ımá nás jejich přesná poloha, ale pouze zda je jedna uvnitř druhé (viz
prvńı a třet́ı křivku na obr. 10). Maximálńı počet komponent křivky v závislosti
na jej́ım stupni je známý6, ale popis jejich vzájemných vztah̊u obecně znám neńı.
Nejedná se přitom o ledajaký problém, nýbrž je to šestnáctý z 23 problémů
zveřejněných v roce 1900 tehdeǰśım slovutným matematikem Davidem Hilber-
tem. Z těchto problémů již některé byly vyřešeny a některé (jako ten náš nebo
známá Riemannova hypotéza) stále z̊ustávaj́ı otevřené.

A právě v hledáńı algebraických křivek nám tropická geometrie pomáhá. Exis-
tuje totiž jistý algoritmus, na jehož začátku máme tropickou křivku stupně n.

5či absolvováńı jedné konfery
6Konkrétně křivka, jej́ıž stupeň je n, může mı́t nejvýše

n(n−1)+2
2

komponent. Tedy křivka
druhého stupně má maximálně dvě komponenty (hyperbola) a křivka čtvrtého stupně maximálně
sedm komponent (druhá křivka na obr. 10)
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S tou pak uděláme jisté operace (přidáme a odebereme úsečky podle určitých
pravidel) a máme zaručeno, že takto vzniklá křivka má stejné uspořádáńı jako
nějaká algebraická křivka stupně n. T́ımto zp̊usobem tedy můžeme hledat třeba
právě křivky s vysokým počtem komponent či nějakým speciálńım uspořádáńım.

T́ımto algoritmem jsme se však již na konfeře nezabývali a tak nastal čas
tento článek ukončit. Ještě předt́ım však pozornému čtenáři zodpovězme otázku,
která ho jistě trápila po celou dobu četby tohoto článku. Kde se vzalo př́ıdavné
jméno

”
tropický“? Tropické geometrii dali jej́ı jméno francouzšt́ı matematikové

jako poctu jejich brazilskému kolegovi, který se t́ımto oborem zabýval. Citujme
na závěr [3]:

”
Př́ıdavné jméno tropický nemá žádný hlubš́ı význam. Prostě odráž́ı

pohled Francouz̊u na Braźılii. “

Reference
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Úlohy
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∑
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∑
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Bc.MM S. Lukeš 2. 19 4 2 1 7 19

20. Mgr.MM Z. Svobodová 3. 28 4 10 14 18
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Dr.MM P. Nácovský 4. 76 0 13
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Poř. Jméno R.
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∑
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∑
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a
∑
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