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Casopis MEM a stejnojmenny korespondenéni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvaji Tesitelé zdarma ¢isla se zaddnim iloh a témat
k premysleni. Svd TeSeni odesilaji k nam do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpét. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Nasi mili ¢tenafi a fesitelé,

v ruce praveé drzite Sesté ¢islo ¢asopisu M&M. Najdete v ném pro tento Skolni rok
posledni sérii tloh a mnoho komentaiu a prispévku k tématum. Nezapomeiite,
ze autorovi letosniho nejlepstho prispévku k tématu organizatofi upecou vyborny
dort. Tak si ho nenechte ujit!

Neddvno probéhlo naSe jarni soustfedéni, které jsme si podle ohlasu snad
vsichni uzili. Pokud jste tentokrat nejeli, ur¢ité piisté nevahejte. Zatim si muzete
alesponn prohlédnout fotky. Nékteré jsou uz nyni k vidéni na nasem Facebooku,
ucelenéjsi vybér se brzy objevi na nasich webovych strankach. Pokud jste byli
na soustfedéni, radi otiskneme ¢linek o vasi konfefe. Jeden pékny o konfefe
z pfedchoziho soustiedéni si muzete prohlédnout na konci tohoto ¢&isla.

V8em maturantum pfejeme hodné zdaru! A az se s maturitou vyporadéte,
budeme se na vas tésit tfeba u nas na Matfyzu.

organizatori MEM

Zadani uloh
Termin odeslani Sesté série: 2. 6. 2015

Alenka — dokud jesté byla s rodici ve své rodné Anglii, ikali ji Alice — uz zacinala
mit dost toho necinného sedéni vedle sestry na brehu reky: jednou nebo dvakrdt
nahlédla do knizky, kterou si sestra prohliZela, ale tam nebyla vubec Zddnd mate-
matika nebo fyzika — , a co je po knizce, “ myslila si Alenka, ,ve které neni matema-
tika, ba ani informatika?“ Ndhle kolem ni prebéhl zrzavy lisdk s chytryma ocima
a vskocil do velké [is¢i nory pod mezi. Alenka ani chvili nemeskala a vskocila za
nim a zacala velmi zvolna padat. Doli, doli, doliu — kdyz tu najednou buch! Alenka
st ani trochu neubliZila a v mziku byla na nohou a rozhlizela se kolem sebe. Ocitla
se v obrovské mistnosti plné dveri, ale zrzavého lisdka nikde nevidéla.

Uloha 6.1 — Barevné klite a dvefe (4b)

V mistnosti je prdvé N barevnych dver{ (nékteré dvefe mohou mit stejnou barvu,
ale nemusi). Za kazdymi dvefmi krom jednéch je barevny kli¢c a jeden takovy
kli¢ méd navic Alenka v ruce. Kli¢ dokdze odemknout vzdy jen dvefe stejné barvy,
jakou ma on sdm (je-li takovych vice, pak dokdze odemknout libovolné z nich), ale
zdmKky jsou zrezlé a po odeméeni se kli¢ v zdmku zasekne a nejde vyndat (Alenka
tedy nemuze mit u sebe nikdy vice nez jeden kli¢). Na kazdych dvefich je navic
napsdno, jaky kli¢ se za nimi nachézi (nebo ze tam kli¢ nenf). Najdéte algoritmus,
ktery Alence poradi jak postupovat, kdyz chce odemknout vSechny dvete, nebo ji
fekne, ze to neni mozné. A jelikoz je Alenka podeziravé, tak nezapomente poradné
vysvétlit, pro¢ vas algoritmus opravdu funguje.

Alence se preci jen podatilo ukol vyresit a poté vstoupila do dveri, u kterych
mela nejsilnéjsi tusent, Ze jimi lisdk probéhl. Nedosla prilis daleko, kdyZ spatiila
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dum zajice; hddala, Ze to musi byt zajec¢i dum, podle toho, Ze kominy mély tvar usi
a strecha byla pokryta koZiginou. Pred domem byl pod stromem prostieny stul a
u ného Zajic Brezndk, zrzavy lisdk a Kloboucnik pili caj; mezi nimi sedéla jakdsi
spict zvitdtka, o nichz si Alenka tekla, Ze to budou jisté néjaci hlodavci, ale nebyla
st jista, zda syslové ¢i plchové. Dozagista to vypadalo na néjakou velikou oslavu.

Uloha 6.2 — Homogenni oslava (3b)

Na oslave se seslo tficet lidi, z nichz kazdy znal pravé 6 jinych (zndmosti jsou
vzéjemné). Rekneme, ze trojice lidf je homogenni, pokud se kazdi dva lidé z trojice
znaji, nebo pokud se naopak zadni dva neznaji. Kolik nejvice homogennich trojic
muze byt na oslavé?

Alenka mlcela. Uéastnici oslavy se jiz pred hodnou chvili uchylili k odchodu a
u stolu zustala jen ona s Kloboucénikem. ,,— co se zacind na M, jako mysi dira, a
mésic, a minulost, a moudrost, a mnohost — vite, velmi krdsné réeni je mnohost
moudrosti — vidéla jste nékdy takovou véc jako pékné vytazeny vykres mnohosti?“
,» Opravdu, kdyz se mne tak ptdte,“ tekla Alenka velmi zmatena, ,memyslim—*
, Pak byste neméla mluvit, “ Tekl Kloboucnik. To bylo vic, neZ mohla Alenka snésti;
vstala velmi znechucena a odesla. Opét se octla ve velké sini; pak se dala uzkou
chodbickou, a pak — se koneéné octla v krdsné zahradé mezi pestrymi zdhony kvétin
a chladngmi vodotrysky. Pobliz vchodu do zahrady stal velky ruzovy ker. Ruze,
které na ném rostly, byly bilé, u ného vsak stdly tri cukrové karty — zahradnici
a pilné je natirali na éerveno. Ach, jaké by to bylo si takovouto cukrovou kartu
odnést domu, pomyslila si Alenka. Ale co kdyby zacalo prset?

Uloha 6.3 — Souboj s destém (3b)

Mate nekonec¢né tenkou desku z cukru. Nesete si ji domu pod uhlem «, kdyz tu
zrovna zacne préet pod thlem (3. Kapky desté se pohybuji rychlosti v. Jak rychle
musite jit, aby se vam deska nerozpustila?




» Krdlovna! Krdlovna!*“ vykrikl Pétka a vsichni tri zahradnici se ihned vrhli
tvdit na zem. Alenka se rozpomnéla, kde se ocitla a ohlédla se, dychtivd spatrit
Krdlovnu. Alenku napadlo, Ze by snad také méla padnout tvdii k zemi jako za-
hradnici, ale nedovedla se upamatovati, Ze by kdy byla slysela o takovémhle pra-
vidle o krdalovskyjch privodech. ,A k ¢emu by vlastné byly pruvody,“ pomyslela
s, ,kdyby se vsichni lidé méli polozit tvari k zemi a nic nevidéli?“ Zustala tedy
stat, kde byla, a cekala. Kdyz pruvod prisel az k ni, vSichni se zastavili a pohlédli
na ni, a Krdlovna tekla prisné: ,Kdo je to?“ ,Jmenuji se Alenka, rdci-li Vase
Velicenstvo, “ Tekla Alenka velmi zdvotile. ,, Tak je to v porddku!* zavolala Krdlovna
hlasité. ,, Umite hdzet kouli?“ Vojdci mlceli a pohlizeli na Alenku, jelikoZ otdzka
zrejmé platila ji. ,Ano!“ zavolala Alenka; ale ihned se rozpomnéla, Ze je to velmi
ddvno, co to naposledy zkousela.

Uloha 6.4 — Vykonny vrhat (3b)

Urcete prumérny vykon vrhace koule, ktery pfi hodu zrychli kouli o hmotnosti
7,26 kg z klidu na rychlost 14,0m - s~!. Doba od za¢étku pohybu do upusténi koule
je 0,16s. Experimentalné sami odhadnéte vertikalni vzdalenost mezi poc¢atecni
polohou koule a polohou, kdy koule opousti ruku.

, Probud’ se, drahd Alenko,“ fekla sestra. ,Jak jsi to dlouho spala.“
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Reseni uloh 4. série
Uloha 4.1 — Trojiihelnikova (3b + 1b)

Zadani:

Sestavte pomoci 12 shodnych isecek 10 rovnostrannych stejné velkych trojuhelni-
k1. Bonusovy bod dostanete, pokud si vystacite s 10 useckami.

Reseni:

Velkd cast doslych feseni vyuzivala vzajemné se protinajicich usecek, coz jsme,
vzhledem k tomu, ze to nebylo zakdzano, akceptovali. Uloha ale byla Fesitelna i
bez toho.

Deset trojihelniku z dvandcti usecek v roviné bez protinani neposkldadame
(trojuhelnik mé tii strany a kazdou z nich muze sdilet jen s jednim dalsim
trojuhelnikem — je potfeba minimalné 15 tdsecek), bylo tedy nutné vyuzit tfeti
rozmér. Pokud si vezmeme ¢tyistén a na dveé z jeho stén ,,prilepime* dalsi ¢tyrstény,
tak jsme pouzili 6 (na puvodni ¢tyfstén) + 2 -3 (na kazdy dalsi ¢tyfstén) = 12
tsecek. Pokud si chceme bez protindni vystacit s pouhymi deseti tseckami, tak
budeme muset zajit jesté o krok dale — ve ¢tyfrozmérném prostoru existuje téleso
znamé jako H-nadstén. Jednd se o 4D ekvivalent ¢tyisténu, ktery ma 10 hran, 5
vrcholi a 10 trojihelnikovych stén.

Matej

Uloha 4.2 — Natrtek (4b)

Zadani:
Trojuhelnik ABC md obvod délky 4. Na pologﬁmce AB lezi bod X, na poloptimce
AC lezi bod Y, pricemz |AX| = |AY| = 1. Usecky BC a XY se protinaji v bodé
M. Dokazte, Ze jeden z trojuhelniku ABM a ACM md obvod 2.
Reseni:
Bez ijmy na obecnosti predpoklddejme, ze bod B lezi bliz A nez bod X (tak, jako
na obrézku. Bod C pak zase lezi dél nez Y, nebot tsecky XY a BC se protinajf
(v bodé M). Dokézeme, Ze obvod 2 mé trojihelnik ABM. ReSeni je postaveno
na dvou zakladnich tricich. Prvnim trikem je dokresleni kruznice k pripsané ke
strané BC' trojuhelnika ABC. Jeji doteky s piimkami AB, BC a AC oznatme
postupné C’; A" a B’. Délky |AC’| a |AB’| jsou stejné (tecny k jedné kruznici),
podobné |BA’| = |BC'| a |A'C| = |CB’|, takze
1 1

[AC"| = |AB'| = 5 - (JAC'| + [AB']) = 5 - (|AB| + | BA!| + [A'C| + |CA]) = 2,
jelikoz trojihelnik ABC mé obvod 4. Chceme dokazat, ze |[AB|+ |BM|+|MA| =
2, pritom

|AB|+|BM|+|MA| = |AB|+(|BC’'|—|BA|)+|BM|+|MA| = 2— |MA'|+|MA|,



Obrazek 1: Situace z FeSeni tlohy 4.2

takze staci dokdzat, ze [MA| = |[MA’|. A nyni pfichdz{ druhy trik, kterym je
mocnost bodu ke kruznici. Pokud totiz bod A vniméme jako kruznici s nulovym
polomérem, vidime, Ze body X a Y maji stejnou mocnost k A a ke kruznici k,
nebot |XA| = |XC’| a |[YA| = |YB'|. Piimka XY je tedy chorddlou ,kruznic*
A a k, tj. pfimkou, jejiz vSechny body maji k témto kruznicim stejnou mocnost.
Specidlné tedy i bod M mé k A stejnou mocnost jako ke k, takze |[MA| = |MA/|
a jsme hotovi.

Pepa
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Uloha 4.3 — Konvice (3b)

Zadani:

Cestovni varnd konvice md na sobé prepinac pro volbu napétflﬂ 230V nebo 120'V.
Na ohtev vody pouZivd dvé topnd télesa zapojend do série, resp. paralelné, podle po-
lohy prepinace. Navrhnéte hodnoty odporu topnijch téles tak, aby v obou pripadech
méla konvice stejny prikon. Jak by mohlo vypadat zapojent pri pouZiti dvojpolového
prepinace?

Reseni:

Méme navrhnout odpory dvou topnych téles, které si oznac¢ime R, a Rp. V pripadé,
ze konvici pfepneme do polohy pro pouziti pfi napéti 230 V, bude vykon konvice

U2 (230V)?

P=UI=-L=""2 —(230V)?
1 141 Rl Rl ( )

Kdyz konvici prepneme, dostaneme vykon

"R.+ Ry’

U  (120V)? Rq, + Ry
Py=—-2=2""7 —(120V)?. 22,
> Ry R; ( ) R.R,

Nésledné chceme, aby tyto vykony byly stejné
R, + Ry
230V)? . ——— = (120V)? . = —2 |
( ) R, + Ry ( ) R, Ry
(230V)?  (Ra + Ry)?
(120V)2  R.R, '’
23\ _ RiA2R B+ Ry Ro R
12) R. Ry Ry Ry’

Nyni levou stranu nahradime konstantou k a zavedeme pomér odporu R=R, /Rp.
Dostavame kvadratickou rovnici
1

R+(2-k)+==0,
R+ (2-kR+1=0.
Kdyz vypocitame diskriminant
D=(2-k?-4-1-1=-12<0,
zjistime, ze teSeni v R neexistuje. Protoze odpor rezistoru je realné ¢islo, tak

hledany pomeér rezistoru neexistuje a varnou konvici, ktera by byla zapojena podle
zadani, nelze sestrojit.

Hledané zapojeni pomoci dvoupdlového prepinace muze byt napiiklad jako na

obrazku 2
zlfd

1Jedn4 se o efektivni hodnotu napéti.



1o

Obrazek 2: Schéma zapojeni pomoci dvoupédlového piepinace

Uloha 4.4 — Vi¥elé pivitani (1b)

Zadani:

Duvé stejné velké skupiny védci si na uvitanou chtéji potidst rukama a to tak, aby
st kazdy védec potrdsl s kaidym kolegou z druhé skupiny. V kaZdém kole si mize
kazdy potrdst rukou s nejvyse jednim kolegou. Vasim ukolem je vymyslet, jak si
védci maji potrdst rukama béhem N kol, kde N je pocet védci v jedné skupiné.
Ovéem jedna mladd ddma je tak unesend, Ze ignoruje vd$ postup a potrdsd si
s kolegy zcela nahodné. V kazdém kole si potiese s jingm védcem, ale nemuZete
ovlivnit s kterym. MizZete predpoklddat, Ze si vidy potrese jako prvni a mdte tedy
moznost prizpusobit tomu aktudlni kolo.

Reseni:

Védce z prvni skupiny si oznac¢ime a1, ..., ay, védce z druhé by, ..., by, ona mlada
dédma je oznacena jako a;. VyreSme nejdiive problém za piredpokladu, ze naSe
instrukce poslouchd i ona mlada dama. To je ale snadné, v i-tém kole si poda
ruku a; s bj4,, pro j od jedné do N, piitemz s¢itdme modulo N (tj. vzdy ze
souc¢tu bereme zbytek po déleni N, tedy pro N = 5 je 3+ 4 = 2). Nemuze se
stat, ze si dva védci potfesou rukou vicekrdt, nemohou totiz existovat dvé ruzna
1 <iq,i9 < N tak, ze j+i; = j+12. Kazdy védec si tedy potiese se vSemi kolegy
z druhé skupiny pravé jednou.

Jak ndm tedy ,,uskodi“ ona mladd dama? Inu, viibec nijak. Pfedpokladejme, ze
si béhem néjakého kola a; pottese s by ;. To by v nasem postupu bez ,,zdskodnictvi®
nastalo pravé v kole i. V tomto kole tedy pouzijeme stejny postup, jako v i-tém
kole bez zaskodnictvi. Bude tento algoritmus fungovat? Vime, ze mlada ddma si
v kazdém kole pottese s nékym jinym, tedy v kazdém kole bude i jiné, ptricemz
kol je stale N. Situace je tedy stejna jako kdyz nds mlada dama poslouchala — jen

s tim drobnym rozdilem, ze jdou kola jinak po sobé. To ale zjevné nicemu nevadi.
O(N)dra
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ReSeni témat
Téma 3 — Reakce v miskach

I tentokrat dorazila schémata od Mgr.MM Kristyny Ilievové, i s ji dodanym popisem
je naleznete nize. Soucasné otiskujeme obrazek schématu z minulého ¢isla, ktery
se do néj omylem nedostal. Toto schéma by se mélo v nejblizsi dobé objevit i na
nasich strankach. Rad bych ujistil fesitele, ze navzdory hromadicim se piispévkum
mé toto téma k vycerpani jesté daleko — metabolismus bunky je tchvatné slozity
(tedy obsahuje mnoho relativné jednoduchych ¢dsti) a navic nyn{ muzete vyuzit
jiz uverejnéné Casti metabolismu a zkusit je rozsitit ¢i propojit.
Matej
Pozndmka redakce: BohuZel neni mozné vytisknout obrdzky schémat barevneé,
otisténa je tedy jen cernobild verze — barevné origindly najdete na nasem webu.

*
&

A—O—[k

O—=
D-glukoza D-glukoza-G-M \l
O O D-fruktoza-6-fosfat
pyruvat omeraza
O |
: ~O
* ATP

A
— \ =l
fosfoenolpyruvat 4\ v* T;ra”ferai/ Cé}ﬁuktozalﬁbfosfat

@ \V* QADP A \Vai \

2 spotreba ATP \
2 *

2
l, glyceraldehyd-fosfat

Qe O

2-fosfoglycerat 3-fosfatglycerat D-glycerfosfat + fosfoglycerat

Obrazek 3: Schéma glykolyzy k pfispévku z minulého ¢isla
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Citratovy (Krebsiv) cyklus (5b)

Mgr. MM Kristyna Ilievovd

Citratovy cyklus navazuje v bunééném metabolismu na anaerobni glykolyzu. Pro-
biha v matrix mitochondrii. Nejdiive probéhne redukce produktu anaerobni gly-
kolyzy pyruvétu, pii niz se na pyruvat navaze zbytek koenzymu A, vznika tak
acetylkoenzym A, ktery vstupuje do citratového cyklu.

Pii citrdtovém cyklu se cyklicky pfeménuje molekula oxalacetdtu (ernd).
Vstupuje do néj kromé acetylkoenzymu A (oranzova) také voda (modrd). Oxydo-
reduktézy (Gervend) slouzi jako prenasece vodiku. Cyklu se téz icastn{ molekula
koenzymu A (hnédd) a GDP (fialovd) jako pfenase¢ fosforu. Vstupujici molekula
ADP piebira od GTP fosfor a vznikd molekula ATP.

Produkty (zelend) jednoho cyklu jsou 2 molekuly oxidu uhli¢itého (ty vydech-
neme), 8 energeticky bohatych uhlika (ty jsou poté navdzdny na oxydoreduktdzy
a preneseny do dychaciho fetézce) a 1 molekula ATP.

Metabolismus fenylalaninu (4b)
Mgr. MM Kristyna Ilievovd

Fenylalanin je jednou z esencidlnich aminokyselin (sou¢dst bilkovin), které jsou
pro naSe télo nepostradatelné. Pomoci enzymu fenylalaninhydroxylazy je metabo-
lizovédn na tyrosin, ktery je déle zpracovavan na nékolika metabolickych drahach
na pigment melanin, tyroxin (hormon $titné zldzy) a katecholaminy (hormony
dfené nadledvin).

Vlivem genetickych dispozic muze dojit k tomu, ze nedochézi k translaci feny-
lalaninhydroxyldzy ¢i dochdzi k deformaci jejiho kofaktoru tetrahydrobiopterinu,
¢imz se fenylalaninhydroxyldza stdava nefunkéni. Vznikd tak onemocnéni fenyl-
ketonurie, pti niz nedochazi k pfeméné fenylalaninu na tyrosin, ale fenylalanin
se metabolizuje alternativni cestou na fenylpyruvat, ktery se ukladd v mozku a
zpusobuje jeho poskozeni. Dochézi téz k multiorgdnovému poskozeni z duvodu ne-
dostatku metabolitu tyrosinu. Fenylketonurie se 1é¢i nizkobilkovinnou dietou, do
niz je zarazen potravinovy doplnék obsahujici tyrosin a esencidlni aminokyseliny,
kromé fenylalaninu.

Cervené je ve schématu metabolismus fenylalaninu zdravého clovéka a modfe
pak metabolismus fenylalaninu fenylketonurika.
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Obrazek 4: Schéma citratového cyklu

2-oxoglutarat
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fenylalaninhydroxylaza

A/ ?

O melanin, katecholaminy, tyroxin
/ﬂylalaNY'Pyruvat

fenylketonurie l

mozek

Obrazek 5: Schéma metabolismu fenylalaninu
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Téma 5 — Pokryti Sachovnice

K tématu pfisel piispévek Prof.™M Markéty Calabkové, ktery otiskujeme. V tivodu
autorka opravuje chybu ze svého predchoziho ¢lanku, dédle se pak zabyva prozatim
nevyfreSenymi otazkami.

Nabizi rozlozeni klasickych figur jednoho hréce takové, aby kazdé neobsa-
zené pole bylo ohrozovano. V nabizeném schématu ale neni zaroven kazda figura
ohrozovana néjakou jinou. Lze tedy Fict, ze néktera pole, na kterych stoji figury,
ohrozovana nejsou. Existuje takové rozlozeni, ve kterém jsou ohrozovéna i vSechna
pole obsazend nékterou z figur?

Autorka téz piSe prvni pozorovani ohledné ttvaru, které lze sestrojit pouze po-
mocf jezdeu a stielcu (viz komentdf ve ¢tvrtém éisle). Na dukladnéjsi prozkouméni
tohoto problému ale jesté stale cekame. Jaké zajimavé utvary lze vytvorit jen s po-
moci téchto figur? A jaké naopak nelze? A co jen pomoci nich nakreslit Rikiho?

Kuba

Mné Sachy moc nejdou. .. (3b)
ProfMM Markéta Caldbkovd

Ted uZ radsi nebudu nic tvrdit dokud nebudu mit paddny dikaz :).

Nejdiiv opravim chybu z predchoziho ¢lanku:

Ano, opravdu je mozné sestrojit vétsi obdélnik a to dokonce i kdyz je kazda
figura ohrozovana néjakou jinou. Na obrazku je trochu prehdzené rozestaveni figur
na zac¢atku hry, tam je kazda figura ohrozovana néjakou jinou a neohrozovand pole
tvofi mnohem vétsi obdélnik, ktery je uz opravdu nejvétsi mozny, protoze kazda
figura ohrozuje minimalné jedno pole pfed sebou a protoze figur je celkem 16, tak
je poskladame minimalné na dva radky.

= N W~ 0O N

Ale neni to nejveétsi mozny utvar, jaky lze z neohrozovanych poli sestavit, co
kdybychom figury takto poskladali k levému okraji Sachovnice? Pfipominam, ze
pésci se pohybuji dopfedu.
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Kdyz uz jsem u toho, lze Ssachovymi figurami jednoho hrace ohrozit vsechna
pole Sachovnice? Urcité ano. Nechtélo se mi tam dopisovat vSechny pésce, tak ten
zbytek se umisti nékam, kde nebudou vadit.

Pozndamka redakce: Vsimnéte si, Ze pokud ve schématu zcela vynechame strelce,
ohroZovany utvar se nezmeént.
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Konference Zelena Lhota 2014

Tropickd geometrie (10b)

Mgr.™ Dominika Jochcovd, Dr."™ Viclav Rozhon,
Mgr.MV Zuzana Svobodovd, Be.MV Lenka Vincenovd

Uvodem

Tento ¢lanek vznikl jako volné pokracovani spole¢ného projektu — konfery, vzni-
kajiciho v prubéhu podzimniho soustiedéni korespondenéniho seminaie M&M pod
vedenim Josefa Svobody. Tropickd geometrie nas natolik zaujala, ze jsme se roz-
hodli touto exotickou strukturou i nadale zabyvat a nase prispévky spole¢né se-
psali do tohoto ¢lanku.

Tropické operace

Po struéném ivodu se koneé¢né muzeme pustit do samotného formalismu. Nejprve
si zavedeme dvé operace — tropické scitani a tropické nasobeni, pficemz operaci
s¢itani definujeme jako

‘o +y” = max(z,y),

tropicky zapis znacime do uvozovek. Tropické séitani je tedy operace ekvivalentni
k funkci maximum.
Tropické nasobeni definujeme jako

“J}'y”:l‘—‘ry,

jedna se tedy o ekvivalent s¢itani.

Dalsi operace muzeme definovat podobné jako ty klasické. Tropické déleni bude
inverzni operace k tropickému nasobeni, a proto se bude jednat o klasické odé¢itani.
Mocnéni je vlastné opakované nasobeni, takze tropické mocnéni je opakované
tropické nédsobeni, tedy se jednd o opakované s¢itani, coz je (netropické) nasobeni.
V nasem textu se obejdeme bez déleni, ale mocnéni budeme pouzivat. Zanedlouho
si ukdZeme, Ze tropické odéitani definovat nemuzeme. Nyni uved me pro nézornost
nékolik piikladi: “1 +17 =1, “1 4+ (=1)" =1, “0-42” = 42, “(21 + 12)?” = 42,
“64+8+13" =13 a “5- ((—6) + 10)” = 15.

Mnozinu tropickych ¢isel T, na které nase tropické operace budeme pouzivat,
definujeme jako T = R U {—o0}, jednd se tedy o redlna éisla spolu s minus ne-
kone¢nem (pro v8echna a € T plati “a + (—o0) = —0” a “a - (—o00) = —o0”).
Ukéazeme si, ze mnozina tropickych ¢isel spliiuje skoro vsechny axiomy télesaﬂﬂ
Projdéme si tedy postupné tyto axiomy (u axiomu, kde je napsdna pouze od-
povidajici rovnost dvou vyrazu, staci tyto vyrazy prevést z tropické algebry do té
klasické a ovérit si, ze rovnost vskutku plati).

2Tato struktura je tzv. semitélesem.
3Jestlize nevite, co je algebraické téleso, vézte, Ze se bez této znalosti v dalsich Eastech
obejdeme.
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1. Komutativita s¢itani: “a +b” = “b+a”.

2. Asociativita séitani: “(a +b) + ¢’ = “a+ (b+¢)”.

3. Existence nulového prvku pro operaci séitani: timto nulovym prvkem je

pfidané —oo, nebot pro Va € T plati “a + (—o0)” = a.

4. Existence inverzniho prvku pro s¢itani: tento axiom télesa mnozina tro-
pickych ¢isel nesplnuje. Pokud by tomu tak bylo, pro kazdé a € T by existo-
valo takové b, ze “a + 0" = —o0, ale vidime, ze pokud a # —oo, tak takové
b rozhodné neexistuje. Pravé proto nemuzeme definovat operaci od¢iténi.

5. Komutativita nasobeni: “a-b” = “b-a”.
6. Asociativita ndsobeni: “(a-b)-¢” = “a- (b-¢)”.

7. Existence jednotkového prvku pro operaci ndsobeni: pro mnozinu tropickych
¢isel toto splnuje 0, tedy pro Va € T plati “a-0” =a+ 0 = a.

8. Existence inverzniho prvku pro nasobeni: pro kazdé a € R muzeme definovat
W —1»

a~'" = (—a), takze “a-a='" = a+ (—a) = 0. Pro —oo viak inverzni prvek
nemame.

9. Distributivita: “a - (b+¢)” = “(a-b) + (a-¢)”.

10. Netrivialita: nulovy a jednotkovy prvek jsou ruzné, coz pro mnozinu tro-
pickych ¢isel plati, jelikoz 0 # —oo.

Polynomy
Polynom (mnohoclen) je vyraz ve tvaru:

n
P(x) = Zai 2t =apz™ + ap_12" -+ ag,
i=0

kde a,, neni 0 a pro ¢islo n pouzivime oznaceni stupen polynomu. Obdobné
muzeme definovat tropické polynomy podle pravidel tropického s¢itani a nasobeni.
Pifkladem takového tropického polynomu je tieba P(z) = “323 + 1z + (=5)" =
“Bx-xz-z+1-z+ (-5 =max(3z+ 3,2+ 1,-5).

Pojd'me nyn{ sestrojit graf tohoto polynomu. V&imnéme si, Ze pracujeme s ma-
ximem z nékolika linedrnich funkci. Muzeme je tedy vynést do grafu jako na
obrézku [0} Vysledny graf pak vznikne jako maximum z onéch ti{ funkei.

U normélnich polynomu muzeme zavést kofen jako takové xg, ze P(zg) = 0.
Pro nas bude uziteény fakt, ze jestlize rozsifime obor svého zdjmu na komplexni
¢isla, ma kazdy (klasicky) polynom stupné n pravé n kofenu (nékteré ale muzeme
pocitat vicekrdt, tomu se F{kd ndsobnosti) a jestlize zndme vSechny kofeny daného
polynomu, muzeme jej rozlozit na sou¢in vyrazu ve tvaru (z — xp). Tak tfeba
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polynom P(x) = 222 — 5z — 3 m4 koieny —% a 3; piitom plati 222 — 5bx — 3 =
2(z + 3)(z — 3). Budou ale mit koreny svoji tropickou analogii?

Kdybychom kofeny tropickych mnohoclenu definovali jako pruseciky poly-
nomu s osou z (tedy P(zg) = 0), vysledek by nebyl piilis zajimavy — pokud
by absolutni ¢len polynomu nebyl 0, tak by mél kazdy polynom maximélné jeden
koren. Ukazuje se, ze lepsi je kofen tropického polynomu definovat jako takové ¢islo
Zo, ve kterém se ldme graf polynomu. Jinymi slovy pro néj plati a; +izg = a;+jzo,
kde 7 a j jsou sklony dvou po sobé jdoucich tseku v grafu polynomu. Rozdil |i — j|
pro takova i a j pak bude nasobnosti kofene x.

Obrazek 6: Graf tropického polynomu Obrazek 7: Graf tropického polynomu
“323 + 1z + (—=5)”. “g® 4+ 22 + 07.

Pojd'me nyni nalézt kofeny naseho polynomu na obrizku @ Prvnim kofenem
je misto zlomu konstantn{ funkce y = (—5) a linedrn{ funkce y = x + 1, kofen tedy
nalezneme po vyfeseni snadné linedrni rovnice

x+1=(-5),
tedy xg = —6. Podobné fesenim rovnice
r+1=3x+3
dostaneme dvojny kofen x; = xo = —1. Pov§imnéme si, ze tento polynom ttetiho

stupné mé tti kofeny.

.....

0” = max(5x, 2+, 0), jehoz graf je na obrézku Nyni je pro nés hrackou spocitat,
7e mé kofen (—2) ndsobnosti jedna a kofen % nasobnosti étyfi. Polynom ma stupei

pét a pét korenu, vypada to tedy, ze tropicky mnohoélen by mohl mit tolik kofent,
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jaky je jeho stupen, coz je jiz zminéna vlastnost klasickych polynomu. Tento fakt
si uvédomime nésledujici ivahou.

Sklony jednotlivych tsekt grafu, jez odpovidaji mocnindm ¢lent polynomu,
si postupné oznacime sy, s1, . . . Sg, pricemz s odpovida nejvyssi mocniné v poly-
nomu a je to tedy jeho stupen. Jednotlivé koteny jsou zlomy mezi tiseky a jejich
néasobnosti jsou rozdily mezi jejich sklony. Posloupnost nasobnosti jednotlivych
kofent je tedy (s1—$0), (s2—81), - - -, (Sk —Sk—1). Nés zajim4 celkovy pocet kofenit
(pocitajice jejich ndsobnosti), jenz uréime jakozto soucet ndsobnosti jednotlivych
kofenu, tedy

(sg — Sk—1) + (Sg—1 — Sk—2) + ... (51 — S0) = sk — So

Jestlize polynom obsahuje absolutni ¢len, mame sy = 0 a poté je pocet kofenu
vskutku roven stupni polynomu. Pokud v pfedpisu naseho polynomu chybi abso-
lutni ¢len, predstavime si, ze jej mame, ale jeho hodnota je rovna —oo ﬂ Potom
méame kofen ndsobnosti sy v minus nekonecnu a vidime, ze hodnota stupné poly-
nomu zustava rovna poctu korenu.

To v8ak neni jedind podobnost tropickych polynomu s témi opravdovymi. Uka-
zuje se, ze kdyz zndme koreny tropického polynomu, muzeme jej rozlozit podobné
jako ten klasicky. Ukazeme si to na piikladu nasich dvou polynomu. Plati:

B 4+ 1z + (=5)" = “3- (z + (=6)) - (z + (—1))*”

4
1
00+ 2040 =0 (a4 (-2) - (04 1)

Ditkaz tohoto tvrzeni neuvadime, nicméné lze jej zase zalozit na predstavé
grafu polynomu.

P¥idavame proménnou

Jiz jsme si ukazali, ze klasické polynomy v jedné proménné maji podobné vlast-
nosti jako jejich tropické protéjsky. Jak to bude, kdyz polynomum piidame dalsi
proménnou?

Polynomem ve dvou proménnych myslime vyraz typu

P([E,y) = Zawxlyja
i,

tedy tieba 2x°y? 4+ 3xy? + 6, 22 + y?> — 4 nebo y — x. Stupném polynomu
pak myslime maximum ze soué¢tu ¢ + j vSech jeho ¢lent, tedy stupné nasich poly-
nomu jsou postupné 7, 2 a 1. Tropicky polynom pak z toho klasického dostaneme
pouhym pridanim uvozovek.

4Jestlize v normélnim polynomu chybi néjaky ¢len a;z¢, znamend to, ze jeho koeficient a; je
nula. U tropickych protéjsku tuto roli plni —oo.
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Casto nés zajim4, pro které dvojice = a y je P(z,y) = 0 (obdoba kofenti po-
lynomt s jednou proménnou). Pokud si tyto dvojice (jsou to vlastné souradnice
bodu) vyzna¢ime na plochu, dostaneme tzv. algebraickou kfivku; tfeba nas druhy
polynom odpovida kruznici a tfeti polynom piimce. Stupném kiivky pak ro-
zumime stupen odpovidajiciho polynomu.

Jak si nyni predstavit tropicky polynom ve dvou proménnych? Kazdy ¢len
“ai;x'y’” = a;;+1i-x+ j-y ndm v prostoru vymezuje n&jakou rovinu (pro kazdy
bod z jeho dvou soufadnic dostaneme tieti — jeho vysku) a hodnota polynomu
v kazdém bodé je maximum z vySek vSech rovin. Muzeme si to tedy predstavit
tak, Zze se shora diviame na vSechny roviny a vzdy vidime jen cast té, ktera je
zrovna nejvys.

Vezméme si tfeba tropicky polynom “x + y + 07 = max(x,y,0). Mdme tii
roviny; jednu s konstantni vyskou 0, dalsi, ktera s ni svira dhel 45° a jejiz vyska je
v kazdém bodé rovna jeho x-ové soufadnici a tieti rovinu, jejiz vyska je obdobné
v kazdém bodé rovna jeho soufadnici y. Prvni rovina bude nejvys pro body ze
tfetitho kvadrantu, kde = i y jsou mensi nez nula. Pokud zbylou oblast symet-
ricky rozdélime podle osy prvniho a tietiho kvadrantu, dostaneme dvé oblasti, ve
kterych je nejvys druhd, rsp. tfeti plocha (viz obr. [g).

Stejné jako u polynomil s jednou proménnou nds ted nebude zajimat, kdy je
polynom roven nule, ale jak vypadaji mista, kde se lomi, jde nam tedy o okraje
nasich oblasti. Na obrazku [§| mame vyznaceny jednotlivé oblasti polynomu “x +
y + 0”7, okraje oblasti ndm vytvorily tropickou kfivku. Snadno nahlédneme, ze
kiivky polynomu “a-x +b-y+ ¢’ vypadaji viechny stejné a méni se pouze jejich

stupné.

Obrazek 8: Polynom “x +y+ 0” a jeho Obrazek 9: Polynom “3zy + (—3)z* +
tropickd ktivka. (-2)y* +z+y+0".
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A k &emu to je?

Jestlize jste docetli az sem, jiz vite, Ze tropické polynomy maji s témi opravdovymi
mnoho spoletného. Ptesto se muze zdat, ze se jednd o pouhou hiicku znudénych
matematiku, opak je vSak pravdou. V této ¢dsti jiz nebudeme piili§ forméaln{
(konec koncu, tropickd geometrie je stard pouze nékolik desitek let, a tak ndm
jisté uvétite, ze ji nelze poradné pochopit po precteni nékolika stranek E[)
Vratme se nyn{ k polynomtm a algebraickym kiivkdm z klasického svéta;
vime, ze kiivky prvniho stupné jsou ptrimky a kfivky druhého stupné mohou
vypadat jako ndm znamé paraboly, hyperboly, elipsy, kruznice nebo tfeba dvé
pifmky (tieba rovnice 22 — 32 = 0 popisuje osy kvadrantii a rovnice y? —4 = 0
odpovida dvéma rovnobézkdm vzdalenym 2 od osy ). Uz kiivky druhého stupné
tedy mohou nabyvat mnohych podob a postupujeme-li dal, je situace ¢im dél tim

N4 —
= )5 © 1)
—~ N

Obrazek 10: Nékolik kiivek 4. stupné, prevzato z [2].

Vidime, ze jedna kiivka muze sestdvat z nékolika ¢ar, neboli komponent (tFeba
hyperbola se sklddd ze dvou komponent, zatimco parabola jen z jedné). Kazdd
komponenta pfitom je, nebo nenf omezens (obé komponenty hyperboly utikaji do
nekonecna, zatimco jeding komponenta elipsy je uzaviend sama do sebe).

Nés by zajimalo, kolik komponent kiivka n-tého stupné muze mit a v jakém
mohou byt vzajemném vztahu. Tedy pokud kiivka obsahuje dvé uzaviené kompo-
nenty, nezajima nas jejich pfesnd poloha, ale pouze zda je jedna uvniti druhé (viz
prvni a tfeti kfivku na obr. . Maximalni pocet komponent kiivky v zavislosti
na jejim stupni je znémyﬂ ale popis jejich vzajemnych vztahu obecné zndm neni.
Nejednd se pritom o ledajaky problém, nybrz je to Sestndcty z 23 problému
zvefejnénych v roce 1900 tehdej$im slovutnym matematikem Davidem Hilber-
tem. Z téchto problému jiz nékteré byly vyfeseny a nékteré (jako ten nds nebo
zndmd Riemannova hypotéza) stéle zustavaji oteviené.

A praveé v hledani algebraickych kiivek nam tropicka geometrie poméha. Exis-
tuje totiz jisty algoritmus, na jehoz zacatku méame tropickou kiivku stupné n.

5¢i absolvovani jedné konfery

SKonkrétné kiivka, jejiz stupeii je n, mize mit nejvyse W komponent. Tedy kiivka
druhého stupné méd maximdlné dvé komponenty (hyperbola) a kiivka étvrtého stupné maximalné
sedm komponent (druhg k¥ivka na obr.
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S tou pak udéldme jisté operace (pfiddme a odebereme usecky podle urcitych
pravidel) a mdme zaruceno, Ze takto vznikld kiivka mé stejné uspordddni jako
néjaka algebraickd kiivka stupné n. Timto zpusobem tedy muzeme hledat tieba
prave kiivky s vysokym poctem komponent ¢i néjakym specidlnim uspotadanim.

Timto algoritmem jsme se vSak jiz na konfefe nezabyvali a tak nastal Cas
tento ¢lanek ukoncit. Jesté predtim vsak pozornému ¢tendii zodpovézme otézku,
kterd ho jisté trapila po celou dobu cetby tohoto clanku. Kde se vzalo pridavné
jméno ,tropicky“? Tropické geometrii dali jeji jméno francouzsti matematikové
jako poctu jejich brazilskému kolegovi, ktery se timto oborem zabyval. Citujme
na zavér [3]: ,Pridavné jméno tropicky nemd zadny hlubs{ vyznam. Prosté odrézi
pohled Francouzu na Brazilii. «
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