Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

Ro¢nik / Cislo
XXI 5

Zadani tloh 5. série — str. [3] @ Resent tloh 3. série — str. [5]
Téma 1: Papirova letadélka — str. [9] ¢ Téma 2: Tvorba draka — str.
Téma 3: Reakce v miskach — str. [11]
Mgr.M™ Kristyna Ilievova: Anaerobni glykolyza — str.
Téma 4: Dopad meteoritu — str. e Téma 5: Pokryti Sachovnice — str.
Doc.™ Dominik Krasula: Faktorialické soustavy — str.

Casopis MEM a stejnojmennyj korespondenéni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
Skolniho roku dostdvaji resitelé zdarma ¢isla se zaddnim uloh a témat
k premyslend. Svd Tesend odesilaji k nam do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpét. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Mili pFiznivci M&M,

skolni rok se ptehoupl do dalsi faze — blizi se jaro! S vydanim tohoto ¢isla bychom
vam tedy radi dali na védomi, ze naSe jarni soustfedéni se kona 11.-19. dubna a
série stihneme pfi zvani na soustiedéni vzit v potaz, pokud ndm sva feseni poslete
do 20. bfezna.

Matfyzdcké dny s fyzikou, matematikou i informatikou jsou jiz za ndmi (i za
vémi) a my organizdtofi jsme tspésné prestali zkouskové obdobi. To ndm umoznilo
pustit se do vydani patého cisla se vsi energii. Doufdme, ze vysledek potési vasi
mysl i dusi.

Tradi¢né otiskujeme vzorova feSeni uloh minulych, tdlohy nové a hlavné vase
nové piispévky k tématkum.

Tésime se na vaSe rukopisy a na to, az se s mnohymi z vas potkdme na
soustiedéni.

organizdatori MEM
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Zadani uloh

Termin odeslani paté série: 7. 4. 2015
(20. 3. 2015 pro zapo¢itani na jarni soustiedéni)

Jedna — druhd — treti — poledne zvon uderi; klika cvakla, dvére leti, orgové vchazi
do dveri. V predsince odkldddme zabahnénou obuv a vyddvame se prozkoumat dalsi
mistnost. Pomérné prostornd, avsak stroze vybavend — v rohu se kréi prdvé jeden
kus ndbytku, maly kulaty drevény stul.

Uloha 5.1 — Kulaty stiil (4b)

Kruhovy stul o poloméru p je pfirazen k rohu mistnosti. Na kraji stolu je nalepena
zvykacka, kterd je ve vzddlenosti m od jedné stény a n od druhé stény, kde m,n <
p. Navic jsou m a n prirozend ¢isla a p je prvocislo. Dokaz, ze jedno z ¢isel m a n
je druha mocnina pfirozeného ¢isla.

Presouvame stul do stredu mistnosti a seddme si kolem néj jako ArtuSovi rytiri.
Drevénd deska je rychle pokryta nejruznéjsimi poklady z nasich batohu. Vie je
pripraveno, nezbyvd nez se pustit do prdace. Vybrat lidi, odborny program, dopro-
vodny program, . . .

Uloha 5.2 — Vybér (3b + 1b)

Mame posloupnost IV celych ¢isel. Checeme najit co nejdelsi souvislou podposloup-
nost, kterd ma soucet délitelny tiemi. Vasim tikolem je:

1. Vymyslet co nejefektivnéjsi algoritmus vzhledem k délce posloupnosti N.

2. Dokézat, ze hledand podposloupnost bude mit délku alespon N/3 (zao-
krouhleno doli).

Bonusovy bod ziskate, pokud vymyslite algoritmus pro hledani podposloupnosti,
ktera ma soucet délitelny K, kde K je libovolné ptirozené ¢islo.

Raficky na hodindch urazily jiz znacny kus cesty. Nejruznéjsi dobroty byly
ddvno presunuty ze stolu do naich Zaludku a i lahve s mysl osvéZujicim ndpojem
zeji prazdnotou. Produktivita znacéné klesd, a tak je na case se za svou prdci trochu
odménit. Honza otevird pouzdro a chystd svij ndstroj. . .



Uloha 5.3 — Kytarova (3b)

Pokud koli¢ek u naladéné struny D povolime o 180 stupnu, bude znit ténem C.
O kolik stupnia bychom museli koli¢ek pritahnout, abychom ziskali E? Predpokla-
dejte, ze pri ladéni plati elementarni Hookuv zakon.

»Mas uz spdt, klidné spat,

sen ti vrdtka otevird,

mds uz spat, klidné spdt,

kridlem noc unavu stird.
“©

Dopéli jsme posledni piseni a v polospdnku zacali Tesit, jak se po mistnosti
rozmistit, aby se kazdij (af uz dlouhy, Siroksj ¢i bystrozrakyj) mohl pohodiné vyspat.

Uloha 5.4 — Spaci poradek (3b + 1b)

Sestrojte pét obdélniku se stranami nabyvajicimi hodnoty 1 az 10, pficemz kazdou
délku je mozno pouzit pouze jednou. Udélejte to tak, aby se z nich dal sesta-
vit ¢tverec. Uved'te étyii rtizné sady takovych obdélnikii a jejich posklddani do
Ctverce. Bonusovy bod dostanete, pokud dokéazete, ze vice ruznych posklddani
neexistuje.

Dobrou noc!
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ReSeni uloh 3. série
Uloha 3.1 — Druzice (4b)

Zadani:

Spoéitejte zmeénu obézné rychlosti Av druzice Zemé po jednom obéhu. DruZice je
brzdénd hornimi vrstvami atmosféry silou Fi, kterou muZete povaZovat za kon-
stantni. Na pocdtku se nachdzi ve vysce h nad povrchem Zemé o poloméru R a
md rychlost vg. Hmotnost druZice je m. Vyska i rychlost se méni pomalu, takZe
mauZete pocitat s kruhovou drdhou na pocdtku i konci (i kdyz se o kruhovou drdhu
samozrejmé nejednd). Navic miiZete zanedbat cleny Fddu Av? a vyssi. Pro¢ se
rychlost zmeéni zrovna timto zpisobem? V cem muze bijt tato aproximace Spatnd?

Reseni:
Pro vypocet zmény rychlosti potiebujeme znat vztah mezi celkovou energii F a
rychlosti v druzice na kruhové draze. Pro celkovou energii plati

mM

3

1
E=E,+E,=-mv’ -G
2 T

kde m je hmotnost druzice, M je hmotnost Zemé, G je gravita¢ni konstanta a
r = R+ h je polomér kruhové drahy. Potencidlni energie je zdpornd, protoze je
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potieba dodat druzici energii, abychom ji vymanili z gravitatniho vlivu Zemé a
dostali ji na nulovou E,,, kterou jsme si zvolili v nekone¢né vzdédlenosti. Z rovnosti
dostiedivé a gravitacni sily si vyjadiime GmM /r:

2
muv mM mM
=G 5 = G = muv?
r r r
7 toho dostavame
1
FE = gmUQ —mv? = —Zmo?.

Pii aproximaci kruhovou drdhou druzice ztrati energii AE = Fis = 2nrF;.
Koneéna energie F; tedy bude

E,=FEy—-AFE

1 1
—§m(vo + Av)? = —imvg — 2mrFy

1 1 1 2mrFy
51}3 + vpAv + iAv2 = 51)(2) +
A 27TTFt
v = .
muvg

Vysledek je kladny, druzice se tedy urychli. Tento vysledek neni na prvni po-
hled ziejmy, ale musime si uvédomit, ze energie druzice se sklada z kinetické i
potencialni a s rostouci celkovou energii klesa rychlost. Pokud chceme vypocitat
zménu rychlosti za jeden obéh, vysledek vydélime periodou T'. Pii malé brzdné sile
muzeme povazovat vyraz vgT priblizné rovny délce obézné drahy 27r, vysledek
se tedy zjednodusi na

Av -~ Ft

T ~m’

Tato aproximace je piesnd jen pro malou brzdnou silu kvuli tomu, Ze poécita
s kruhovou pocatecni drahou délky 27r, i kdyz se druzice redlné bude pohybovat
po spirale. Na konci obéhu se druzice uz nemusi pohybovat po kruhové dréze a i
kdyby brzdna sila zmizela, rychlost se bude ménit.

V grafu[l]vidime zdvislost Av na €ase vypocitanou pomoci simulace a vyse uve-
deny aproximovany vysledek. Vidime, Ze rychlost kolisa, druzice se tedy nachézi
na priblizné eliptické draze a po kazdém obéhu se rychlost zvysi o Av.

Viktor
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Graf 1: Simulace druzice ve vysce h = 300 km, vo = 7725m - sfl, Fy/m =0.01lm - s72.

Uloha 3.2 — Stavba bludisté (4b)

Zadani:

Pepa se prihldsil do robotické soutéze. Od kamardda dostal dva roboty. Shodou
okolnosti to byli oba Karlové. Takovy robot Karel umi pouze dva prikazy: krok
o jedno policko vpred (pokud je pred nim zed, tak stoji) a otoéeni o 90° vlevo.
Proni soutézni kol byl napsat spolecny (tedy stejny) program pro oba roboty
sestavagici z prikazu VLEVO a KROK. Poté byli roboti umisténi do protéjsich
roht bludisté, orientovdni na sever a zapnuti. Soutézini kol byl splnén, pokud po
dobéhnuti programu stdli roboti v opacéngch rozich bludisté neZ na zacdtku, tedy
jestlize si vymenili mista. Pokud by se kdykoliv roboti ocitli na stejném policku,
nabourali by a soutézici by prohrdl. Vasim tkolem je zjistit, kolik minimdlné mu-
selo bludiste obsahovat stén, jestlize Pepa kol splnil. Bludisté md velikost N x N
policek. Mezi dvéma sousednimi policky vidy bud sténa je, nebo neni, a pak je
mozné se mezi policky presouvat. Vsechna krajni policka jsou zvenci ohranicena
sténami (ty nepoditejte, dilezity je minimdlni pocet vnitinich stén).

Reseni:

Nejprve je tieba si uvédomit, na co se v tloze ptdme. Chceme najit minimalni
pocet stén K takovy, ze pro bludisté obsahujici méné stén libovolné velikosti
neexistuje program, ktery roboty vymeéni. A zaroven pro K stén musime ukézat,
ze existuje bludisté a program, ktery roboty vymeéni.

Jelikoz se roboti pohybuji po mfizce, je tfeba aby se ve svislém i vodorovném
sméru rozdil jejich soufadnic snizil na 0 a poté zvysil na puvodni hodnotu N — 1.
Rozdil se zvysi, pouze pokud se jeden robot posune a druhy ne. Tudiz pfed druhym
robotem musi byt sténa. Zaroven to nemuze byt vnéjsi sténa, jelikoz roboti maji
stejnou orientaci a prvni by se tak posunul blize k této sténé, tedy vzdélenost
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robotu by se snizila, coz nechceme. Proto je pred druhym robotem vnitini sténa.
Tuto tvahu muzeme provést pro svisly i vodorovny smér a hned vime, ze bludisté
musi obsahovat alespon 2 stény.

No a pro dvé stény jiz je mozné najit feSeni. Napiiklad pro bludisté na
obrdzku 1 s programem (L je VLEVO, K je KROK): LKLKLLLKLLLKLLLKLKLLLKLLLKK

Obrazek 1: Tlusté ¢ary znaéi stény, Sipky zndzoriuji puvodni rozestaveni a orientaci
robotu.

Mnoho fesitelu dokonce ukézalo, ze toto bludisté i program lze zobecnit pro
libovolné velké bludisté N x N, kde N > 3 a ddle dokazalo, ze pro N < 2 zadné
bludisté s programem nevyhovuje. Pro vyfeseni ulohy ovSem stacilo nalézt jedno
feSeni.

Honza Mikel

Uloha 3.3 — Kubicka rovnice (3b)

Zadani:
O kubické rovnici x3 + px + q = 0 vime, Ze md redlngj koven xo. Dokazte, Ze plati
nerovnost p* > 4qxg.

Reseni:
Protoze m4 rovnice 3 + px + ¢ = 0 realny koien zy, m4 stejny kofen i rovnice
2ox? + pr + ¢ = 0 (nyni je zo koeficient u élenu z?), coz je kvadratickd rov-
nice s redlnymi koeficienty. Aby méla kvadraticka rovnice redlny kofen, musi mit
nezéporny diskriminant, tedy musi platit nerovnost p? > 4qxg, coz je piesné to,
co jsme chtéli dokézat.

Pepa
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Uloha 3.4 — Setkani (4b)

Zadani:
Na nejmenované koleji na pokoji B1717 se presné v 17.17 potkali dva lidé. Jakd je
pravdépodobnost, Ze tito dva lidé maji stejné prijment (véetné koncovky)? Potiebnd
data naleznete na webu ministerstva vnitra CR:
http://www.mvcr.cz/clanek/cetnost-jmen-a-prijmeni-722752.aspx
Jako bonus muzete do TeSent zapracovat i fakt, Ze na kolejich typicky bydli pouze
lidé urcité veékové kategorie. Plny pocet bodu ale muZete ziskat i za TeSent, které
tento fakt ignoruge.
Reseni:
Pravdépodobnost spocitame jako pocet priznivych jevu vydéleny celkovym poctem
jevu. V nasi tloze je piiznivy jev setkdni dvou lid{ se stejnym pii{jmenim. Ozna¢me
si pocet lidi s pfijmenim ¢ jako ¢; a celkovy pocet lidi n. Pocet moznych setkani
lidi s danym piijmenim 7 je (“2)7 tedy pocet vSech ruznych dvojic lidi s timto
piijmenim. Celkovy pocet stejnojmennych setkdani potom ziskdme seCtenim to-
hoto vyrazu pies véechna pifjmeni (mnozinu vsech pifjmen{ si oznac¢ime P), tedy
jako > p (5). Celkovy pocet moznych jevii je pocet viech dvojic lidi, nezdvisle
na piijmeni, (g) Vysledné pravdépodobnost bude

ZieP ((ﬁ) _ ZieP ¢ (e —1)

(%) N n-(n—1) 7

coz po spocitani na odkazovanych datech vyjde po zaokrouhleni 0,000215.

Druhy mozny ptistup bylo spocitat pravdépodobnost setkani pro kazdé piijme-
nf zv145t a poté je diky neslucitelnosti jevii poséitat. Jednotlivé pravdépodobnosti
pak vSak vyjdou jako desetinnd ¢isla, se kterymi poc¢ita¢ nedokaze pocitat stejné
presné jako s celymi éislyﬂ Proto bylo lepsi nejdiive secist vSechny piiznivé jevy
a celkovym poctem jevu délit az nakonec. Pro variantu zvazujici vékovy rozsah
stacilo brat data z podrobnéjsi tabulky a pocitat jen s daty z patfiénych let.
Ukézkovy soubor s fesenim od Toméase Domese najdete na strankach M&M v sekci
»Z Feseni®.

Anet

ResSeni témat
Téma 1 — Papirova letadélka

Bohuzel ani tentokrat nemame zadné nové piispévky. Proto alespon pfipomindme
nékteré stale nedoresené problémy:

e Je pro vétsi dolet dobré, kdyz se letadélko houpe, nebo je lepsi, kdyz leti
rovné?

1P#i stejné velikosti reprezentovaného &isla a v nékterych rozsazich.
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e Jaky ma vliv plocha kfidel na dolet a stabilitu letu?

e M4 vliv skdlovani? (Jak se budou lisit letové vlastnosti letadélka poskldda-
ného z papiru formétu A3, A4, ...7)

e Jaky mé vyznam umistovan{ zdvazicek na z4d'? (V porovndn{ s delsfm oca-

Zuzka

Téma 2 — Tvorba draka

K tématu pfislo jedno feseni od Prof.MM Markéty Caliabkové. Cely ¢lanek najdete
na nasich strankach — prectéte si ho, muze poslouzit jako dobrd inspirace k dalsimu
reSeni. Zde je kratké shrnuti a par dalsich otazek a naznakt, kudy se sméle vydat.

Markéta se nejprve zabyvé otdzkou, zda pro zadané délky (které spliuji n-
uhelnikovou nerovnost) muzeme sestrojit nekonvexni n-thelnik. Tim také odha-
luje timyslnou chybu ze zaddni, ze z délek (5,2,2,2) takovy ctyfuhelnik vytvorit
nelze, protoZze to samoziejmé lze (nakreslete si sdm). Dochdz{ k obecnému po-
stupu, jak z konvexniho n-ihelnika vyrobit deformaci nekonvexni, za predpokladu,
7ze soucet délek néjakych dvou stran je mensi, nez soucet ostatnich délek (takova
silngjs{ n-thelnikovd nerovnost).

Déle zkoumd Markéta n-ihelniky s opsanou (ze ¢tyf libovolnych délek konstru-
uje tétivovy ctyttihelnik) a vepsanou kruznici — zduvodiuje své tvrzeni, ze zadané
délky (spliujici n-tihelnikovou nerovnost) tvoii tétivovy ¢tyithelnik, prave kdyz
m4 libovolnych (n —1)/2 nesousednich stran mensi soucet délek, nez ostatni. Jeji
zduvodnéni mé vsak nepresvédéilo. Vzhledem k zajimavosti této otazky to muze
byt jedna z véci, na kterou se muzete zamérit.

Nakonec se Markéta dostava k deformacim (nejen) étyitihelniku a feseni otdzky
co jeSté je a co uz neni ¢tyfihelnik. Popsala mozné konfigurace ¢tyithelniki
se stranami (1,1,1,1) a (5,2,2,2) a jednou zafixovanou tdseckou — jde vlastné
o néjaké krouzeni volnych vrchola kolem vrcholu zafixované tsecky.

Zajimavé ale je, jak moc mohou vrcholy krouzit, v ¢emz se oba piipady lisi.
Napft. pro (1,1,1,1) méme dva zdkladni typy ,ctyfuhelniku® — kosoctverce a lo-
mené ¢ary o délce dva (kdyz strany po dvou splyvaji). Jednotlivé kosoctverce
(a ¢ary) muzeme spojité deformovat pravé tim ,toCenim okolo vrcholi“ a po
ngjaké chvili si uvédomime, Ze tii konfigurace jsou v né&jakém smyslu dulezité —
usecky o délce dva (lisici se tim, zda je fixovand ¢dst vlevo nebo vpravo) a dsecka
o délce jedna, ve které vSechny ¢tyfi strany splyvaji. Mezi témito tfemi stavy
se muzeme pohybovat, vZdy dvéma ruznymi cestami mezi kazdymi dvéma stavy
(horem nebo spodem). Tuto situaci muzeme ilustrovat na obrazku 2.

Vidime, ze jde v podstaté o tii ,kruznice“, po dvou na sebe nalepené v bo-
dech, které odpovidaji tfem dulezitym konfiguracim. Pro (5,2, 2,2) bude obrdzek
jiny (a rovnéz zélezi, zda povolime protindni hran a podobné véci na hrané). Vasim
druhym tkolem tedy muze byt zkoumaéani téchto obrazku pro rizné mnohothelniky.



BB XXI/5 11

Nejprve muzete zkusit klasifikovat vSechny c¢tyiihelniky a pak se pustit dél a
predstavovat si vicerozmérné objekty, které dostaneme stejnou konstrukei u n-
thelniku pro n =5 a vice.

N
S
<
Pave

7 N

Obrazek 2

Pepa

Téma 3 — Reakce v miskach

K tretimu tématu tentokrat dorazil jeden ptispévek a to od Kristyny Ilievové.
Matej

Anaerobni glykolyza (8b)

Mgr.™M Kristyna Ilievovd

Anaerobni glykolyza probihd bez pfistupu vzduchu v cytoplazmé bunky. Z jedné
molekuly glukézy vznikaji 2 molekuly pyruvatu a uvolnuji se 2 molekuly ATP
(pfi celém procesu vznikaji 4 molekuly ATP, ale 2 se béhem procesu spottebuji).

V navrhu na simulace anaerobni glykolyzy jsou modfe oznaceny cesty en-
zymu, které katalyzuji danou reakci v Fetézci (po spusténi se uvolni praveé takové
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mnozstvi, které je tieba pro pfeménu jedné molekuly glukézy, je tedy mozné nasi-
mulovat, kde se anaerobni glykolyza zastavi v piipadé, ze néktery z enzymu chybi.
Cervené jsou vyznaceny cesty molekul ADP a ATP. Po spusténi se uvolni takové
mnozstvi ADP, které je potieba pro preménu jedné molekuly glukézy. Spoleéné
s jednou molekulou glukézy do fetézce vstupuji i dvé molekuly ATP, které se
béhem procesu spottebuji (ulozi se pro vstup nasledujici molekuly glukézy). Zelené
je ve schematu oznacen vysledny produkt — pyruvét (ktery déle vstupuje do alko-
holového ¢i mlééného kvaseni nebo citrdtového cyklu). Ve schématu je pouze na-
znaceno, ze D-fruktoza-1,6-bifosfat se stépi v pomeéru 4 % D-glyceraldehyd-fosfat a
96 % fosfoglycerat. Déle se v anaerobn{ glykolyze vyuzivd pouze D-glyceral-fosfat.
Jednd se v8ak o izomery, které v sebe volné prechdzeji a udrzuji mezi sebou tento
procentudlni pomér, kdy se nakonec spotiebuje i prakticky vSechen fosfoglycerat,
proto jsem se rozhodla touto fazi anaerobni glykolyzy pfili§ nezabyvat.

Téma 4 — Dopad meteoritu

V doslych prispévcich dorazila fada zajimavych predpovédi o dopadech meteoritu.
Vétsina z nich méla charakter ndzornych fyzikdlnich zjednoduseni nebo odhadu
dopadu na zivot ¢i atmosféru.

Pii fenoménu interakce meteoroidu se Zemi (¢i jinou planetou) je zajimavé po-
zorovat, jakych forem nabyva energie dovlecenda télesem do systému planety — od
mechanické energie. Zemé ma fadu ruzné provdzanych komplexnich systému od
atmosféry az po tekuté jadro — nezapominejte proto napiiklad na tektonickou
¢innost.

Muzete se pokusit napiiklad zodpovédét otazku, jaké parametry by muselo
mit meteorické téleso, aby po dopadu stoupla prumérna povrchové teplota Zemé
na 100 °C (var vody), nebo napifklad na 1500 °C (ténf fady hornin). Jak hluboko
by se lidé (nebo jind forma Zzivota) museli dostat, aby unikli smrtelnému zéru?
Mel by takovy dopad vliv na délku dne ¢ na obéh okolo Slunce?

Nebo se muzete zamérit na mirnéjsi dopad a zvazovat dopady na biosféru a
podnebi. Na scénu mohou vstoupit (mimo napi. tektonické ¢innosti a dusledku
vazeb v ekosystémech) dva jevy, oznacované jako ,sklenikovy efekt* a ,kosmickd
zima®. Muzete se snazit predpovédét, jaky charakter by pfi klimatickych zménach
prevladal a proc¢, resp. jak by zalezel na parametrech dopadu.

Samoziejmé pokud se zajimate o jiné téma, nebo tfeba mate jen zajimavy
ndpad, nebojte se o n&j podeélit (napf. mohlo by se vyraznéji zmeénit magnetické
pole Zemé?). Népad je otcem myslenky a myslenka je matkou objevu!

Lubos

Téma 5 — Pokryti Sachovnice

Bce.MM Zuzana Svobodova ndm zaslala nésledujici dva pékné obrazky vytvofené
z neohrozovanych poli na Sachovnici. Pole, na kterém stoji figura, za ohrozo-
vané nepovazuje, obrazek smajlika tedy spliiuje i podminku, ze kazda figura
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je ohrozovana néjakou jinou. Autorka navic upozornuje, ze ,jsou-li hrac¢i dost
obezfetni a nepoustéji se do zadnych zbrklych akci“, mohou obé situace teore-
ticky vzniknout i béhem hry.

Dalsi ptispévky do tohoto ¢isla nedorazily. Upozoriiujeme ale na mnoho otazek
polozenych v minulém ¢isle. Napiiklad jestli existuji itvary z neohrozenych poli,
které jednoznacné vynucuji rozlozeni figur na Sachovnici.

Kuba

Konference Zelena Lhota 2014

Faktorialické soustavy (10b)
Dominik Krasula

Abstrakt

Clanek se zabyva faktorialickymi soustavami. Jejich specifikem je, ze v jednot-
livych fddech jsou misto mocnin né&jakého éfsla (zdkladu soustavy) faktoridly
rizné vysokého éisla. Cldnek shrnuje poznatky ziskané o faktorialickych sou-
stavach v prubéhu stejnojmenné konfery na podzimnim soustiedéni M&M v roce
2014.

Pozndmka redakce: 'V anglictiné je faktorialickd soustava vétsinou zndmd jako
wfactorial numeral system* nebo ,factoradic numeral system*

Podékovani

Pfedné bych chtél podékovat O(N)drovi Mickovi, ktery celou konferu vedl. Déle
svym spolupracovnikiim Lence Kopfové a Honzovi Skvarovi, bez jejichz pomoci
by byl material zpracovavany v tomto ¢lanku mnohem chudsi.
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Uvod
U béznych mocninngjch soustav jsme zvykli, ze maji néjaky zéklad (obvykle pfiro-
zené ¢islo, nicméné muze byt i redlné) a ¢isla v jednotlivych fddech fikaji, kolikrat
se nasobi jeho dand mocnina. Pri¢emz nejpravéjsi rad (pred ¢arkou) je nultd moc-
nina a fady nalevo jsou prvni, druh4, t¥eti... mocnina a napravo (od ¢drky) jsou
to minus prvni, minus druha. ..

Cislo 616,42 v desitkové soustavé je vlastné 6-10241-10" +6-10° +4-10~ '+
+2 - 1072, Faktorialické soustavy vsak funguji jinak. Na misté ,jednotek“ (na
Lnulté” pozici) jsou ve skuteénosti ndsobky 0!, na nésledujici (tedy prvn{) pozici
néasobky 1!, na n-té pozici n!. Vyznamné je pravidlo, ze na n-té pozici je nejuyssi
mozné &islo n. Takze v fadu 0! bude vzdy nula. V fadu 1! bude bud 0 nebo 1 a
podobné to pujde déle.

V tomto ¢lanku si ukdzeme, jak prevadét z faktorialické soustavy do klasickych
mocninnych pozi¢nich soustav a naopak. Déle popiseme algoritmy pro klasické
aritmetické operace a ukdzeme si, ze jakékoliv racionalni ¢islo 1ze v této soustave
zapsat jako Cislo s koneé¢nym rozvojem. Nakonec si ukdzeme uziti této soustavy
pii praci s permutacemi.

P¥evod mezi soustavami

Dulezitd otazka je: ,, Existuje mezi desitkovou a faktorialickou soustavou bijekce? “.
Dokéazeme kazdé ¢islo jednoznaéné prevést do faktorialické soustavy nebo naopak
z faktorialické prevést do néjaké mocninné? Skutec¢né je to mozné. Ukazeme si to
na prevodu z a do desitkové soustavy.

Z faktorialické do desitkové

Megjme néjaké cislo ve faktorialické soustavé, tieba dcbaQ. Jak jej prevedeme do
desitkové soustavy? V fadu 0! mame nulu, takze zustdvame na nule. V fadu 1!
méame a. Vime, ze 1! = 1, takze pricteme a. V fddu 2! mame b. Vime, ze 2! = 2,
takze pricteme 2b. V fddu n! mame m, takze pficteme m - n!.

Do faktorialické z desitkové

Zde to jiz bude slozitéjsi, proto budeme pracovat s ndzorngjsim piikladem, s ¢islem
666. Jak jej pfevedeme do faktorialické soustavy? Pomozme si otazkou ,Jak
bychom jej prevedli do néjaké jiné mocninné soustavy, napr. osmickové?“. Jed-
noduse bychom jej vydélili osmi, zapsali zbytek, pak znovu vydélili osmi, zapsali
zbytek atd.

Piiklad 1 Cislo 6664 prevedeme nésledovné:

666/8 = 83 (2) = Do fadu jednotek zapiseme 2.

83/8 =10 (3) = Do fddu osmicek zapiseme 3.

10/8 =1 (2) = Do fadu 82 zapiSeme 2 do fadu 8% zapiseme 1.

Méame tedy 1232g. A snadnym zpétnym pievodem zjistime, ze je vysledek
spravné. Nyni by to chtélo nahlédnout, proc¢ je tento algoritmus vzdy funkéni.
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Vzdy délime zékladem soustavy a zbytek zapiseme. Takze do fédu osmicek (spolu
s Cisly vice napravo, tedy fddem jednotek) napiSeme zbytek po déleni 64 atd.

Jiny, slozitéjsi nicméné ,duvéryhodnéjsi“, algoritmus, je odecist od ¢&isla nej-
vétsi mocninu osmicky mensi nez dané ¢islo a pric¢ist jedna k piislusnému fadu.
Snadno nahlédneme, Ze se vlastné jedna o tentyz princip. Do fddu jednotek
pripiseme az to, co zbude po odecteni vSech osmicek, coz je zbytek po déleni
osmi. Do fadu osmicek zapiSeme vSechny osmicky, které zbudou po odecteni vSech
Sedesdtctytek, to je to samé jako zbytek po déleni ¢islem 64 (s tim, Ze ¢dst toho
zbytku jde jesté o rdd déle — do fadu jednotek).

Nyni k samotnému pievodu do faktorialické soustavy. Prevadéci algoritmus
vypada takto:

1. Cislo vydélime jedni¢kou. Zbytek, ktery bude vzdy nula, zapiseme do fadu
0l.

2. Poté &islo vydélime dvojkou. Zbytek, ktery bude bud jedna, nebo nula,
zapiseme do tadu 1!.

3. Cislo, které nam vzniklo po déleni dvéma, vydélime trojkou, zbytek zapiseme
do tadu 2!.

4. Cislo, které nam vzniklo po predeslém kroku, vydélime étytkou, zbytek
zapiseme do fadu 3!.

n. Cislo, které ndm vzniklo po predeslém kroku, vydélime n, zbytek zapiSeme
do fadu (n — 1)L

Abychom uvérili spravnosti algoritmu, je nutné si uvédomit, ze délame vlastné
to samé, jako kdyz opakované délime zakladem soustavy. Kdyz chceme zjistit ¢islo
v fddu 8", tak pracujeme se zbytkem po déleni ¢islem 8" F!. V postupném, vyse
popsaném algoritmu, jej docilime tak, ze (n + 1)-krdt délime osmickou.

A pfi prevodu do faktorialickych soustav, chceme-li zjistit ¢islo v fadu n!, pak
pracujeme se zbytkem po déleni ¢islem (n + 1)! a to zjistime tak, Ze puvodn{
¢islo délime nejprve jednickou, pak dvojkou, ... , pak n. Nas algoritmus je tedy
funkéni.

Nyni vime, ze kazdé ,faktorialické ¢islo“ m4 jednoznaény preklad do desitkové
(a tim pddem do jakékoliv mocninné) soustavy a naopak z desitkové soustavy
umime ¢islo jednoznaéné prelozit do faktorialické soustavy.

Aritmetické operace

Jak to bude se s¢itanim a odé¢itanim ve faktorialické soustavé? Zndme pro to
néjaky hezky algoritmus? Zname! Dobra zprava je, ze muzeme prosté séitat (ode-
¢itat) pod sebou, stejné jako treba v desitkové soustavé. Jediné na co si musime
dét pozor, je ptipad, kdy soucet ,,jde pres desitku“. Kazdy fad ma néjaké nejvyssi
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Cislo, které nesmime prekrocit, takze se neptame jestli ,,jde pres desitku® ale jestli
»jde pres ono ¢islo daného fadu® Napft. jsme-li pii s¢itdni u fadu n! a soucet je
kn + m, pak zapiseme m — 1 a k dalsimu #ddu (n 4 1)! pficteme k.

A obdobné je to s odecitanim. Neptame se ,,Kolik zbyva do deseti?“ ale , Ko-
lik zbyvéa do cisla specifického pro dany rad?“. Horsi to vSak je s nasobenim.
Nepodarilo se nam objevit ekvivalent ,nésobeni pod sebou“ ani nalézt néjaky
jiny efektivni algoritmus. Pfesto vSak jsme schopni nasobit. Nasobime-li dvé ¢isla
m a n, pak vezmeme m a od n odecteme jedna. Pak k m opét pricteme m a od n
opét odecteme jedna a pokracujeme tak dlouho, dokud se n nevynuluje a my tim
ziskdme mn.

Racionalni ¢&isla

Nyni se zaméime na to, jak to je s faktorialickymi soustavami a s racionalnimi
¢isly. O faktorialickych soustavach plati tato mila véta:

Veéta Kazdé raciondlni cislo lze prevést do faktorialické soustavy a je v ni za-
psatelné pomoci konecného poctu cifer.

Abychom ji dokézali, je nejprve nutno si vysvétlit, jak se desetinné ¢isla ve
faktorialické soustavé viibec zapisuji. Prvni misto za délic ¢arkou bude ¥ad (2!)~1,
tedy fad 1/2. Druhy f4d bude (3!)71, poté (41)~! atd. Plat{, ze v fddu (n!)~* je
nejvyssi mozné &islo n — 1. TakZe v prvanim fadu je bud’ 1 nebo 0. V druhém muze
byt i dvojka.

Nyni pojdme na pievody. Cisla jako 1/2, 1/3, 1/6 + 1/3 pfevedeme snadno.
Nicméne jak si poradit tieba s 1/77 Jak takovéto &islo zapiSeme pomoci souétu
zlomk ve tvaru 1/n! ? Nevim. Nicméné dokdzeme bez problému zapsat ¢islo 1/7!.
Pojd'me nyn{ ukézat, Ze existuje n&jaké celé éislo, kterym kdyz vydélime 1/7, tak
ziskdme 1/7!.

Cislo 1/7! si miizeme zapsat jako 1/(7-6-5-4-3-2). Kdy# jej vynasobime ¢islem
6-5-4-3-2 tak ziskdme 1/7. Takze skutecné umime prevést kazdé raciondlni ¢islo
tvaru 1/n. Nejprve pievedeme do faktorialické soustavy éfslo 1/n! a poté dané
¢islo vyndsobime ¢&islem n!/n. A méme pozadované ¢islo. Pokud chceme pievést
k/n pak prosté vzniklé ¢islo jesté vyndsobime k. Dokdzeme tedy vyjddiit kazdé
raciondlni ¢islo tim, ze vyndsobime nebo seéteme zlomky ve tvaru 1/n.

A nyni piejdéme k samotnému dukazu véty o koneéném zapisu. Kazdé ¢islo ve
tvaru 1/n je ndsobkem néjakého éisla tvaru 1/n!. Z definice faktorialické soustavy
plyne, ze 1/n! bude mit koneény ,desetinny zépis“. Cislo 1/n je jeho konecny
nasobek. Nasobime-li néjaké ¢islo s koneénym zapisem néjakym koneénym celym
¢islem, tak vysledek toho nasobeni bude mit samoziejmé taky konecny zapis.
Abychom si to uvédomili, zamysleme se nad procesem nésobeni. Mame-li ¢islo
z s konetnym zapisem a chceme jej vyndsobit néjakym k, tak to muzeme ucinit
tak, ze vezmeme cifru v nejmensim radu k a vyndsobime ji n a zapiSeme vysledek
(to co jde pres T4d samoziejmé piiCteme k levéjsim fddum). A pak prejdeme
k druhému nejniz§imu fadu a provedeme nasobeni atd. Je jasné, ze takto mozna
zvét§ime pocet fadu, nicméné maximalné pridame néjaké fady v celé ¢asti ¢isla.
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Takze pocet mist bude rozhodné koneény i po vyndsobeni, nebot kdyby se stal
nekonec¢nym, znamenalo by to, ze bychom méli ¢islo nekonec¢né velké, a to je spor
s tim, ze nasobime dvé koneéna ¢isla.

Jedind jind operace, kterou kromé nasobeni aplikujeme, je sc¢itani nékolika
takhle vzniklych ¢isel. Tedy vlastné s¢itani ¢isel s koneénym zapisem. Neni tedy
pochyb, ze vysledné ¢islo bude mit taky koneény zapis. Ve faktorialické soustaveé
tedy skutetné umime zapsat kazdé racionalni ¢islo pomoci kone¢ného poctu mist.

Permutace

Jaké je vlastné vyuziti faktorialickych soustav? Daji se dost dobie pouzivat k
zapisovani permutaci. V prvnim fddu méame jen jednu moznou volbu, v druhém
dvé, v tfetim tfi... Takze mame-li ¢islo s n ciframi mame n! moznosti, jak muze
vypadat (kdyz pripustime, Ze muze za¢inat nulou, tedy i tfeba ¢islo 0000). No a
kdyz mame n prvku, tak maji n! permutaci. Nutno podotknout, ze hovofit o tom
ale ,pfifazujeme vektor (inverz{ permutace) (0,0,0,0,0), ktery odpovida ¢islu 0%.
Pricemz vektor inverzi permutace je vektor, s jehoz pomoci zaznac¢ujeme, jak se
dand permutace 1isi od puvodniho stavu. Pro jednoduchost a vétsi prehlednost
v8ak budeme v ¢lanku pouzivat prvni variantu.
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Jak teda takovyto zapis provést? Méjme mnozinu M a néjaké jeji usporadani,
které povazujeme za puvodni. Bude to vypadat napf. takto {... e, d, ¢,b,a}. Nyn{
témto prvkam piifadime ¢isla tak, ze a = 1, b = 2, ¢ = 3, ... Takze ziskdvdme
mnozinu, kde jsou prvky uspoiddané a prvek nejvice vpravo povazujeme za nejme-
nsi. Jako priklad pouzijeme ¢islo 12345. Méame u néj 5! permutaci. Puvodni per-
mutaci, tedy 12345 prifadime ¢islo 00000. A nyni jak oznac¢ime dalsi permutace?

Budeme postupovat zleva doprava. Méjme tifeba ¢islo 21534. Na nejlevéjsi
pozici by mélo byt nejmensi ¢islo, nicméné je tam dvojka, takze napravo od ni
je jedno ¢islo mensi nez ona, takze zapiSeme 1. Na druhé pozici mame jednicku.
Napravo od ni neni zddné mensi ¢islo, zapiseme tedy 0. Pak mame pétku, napravo
od ni jsou dvé mensi ¢isla, zapiSeme tedy 2. Pak mame 34, napravo od zadného
z téchto ¢isel neni mensi ¢islo, takze zapiseme 00. Ziskali jsme tedy 10200.

Nyni uz nam zbyva jen dokéazat, ze mezi permutacemi a takto jim prifazenymi
¢isly z faktorialickych soustav existuje bijekce. Vime, ze ke kazdé permutaci umime
jednoznac¢né priradit ¢islo, to vyplyva uz ze zpusobu pfifazovani, musime vsak
jesté ukdzat, ze splnime podminku faktorialickych soustav v n-tém 7ddu je ma-
zimdlné ¢islo n. Méjme tedy na n-té pozici zprava néjaké ¢islo. Kolik muze byt
napravo od néj nejvyse mensich ¢isel? No maximélné n — 1, protoze napravo od
néj je n — 1 ¢&isel.

Druhou otézkou je, zda-li umime kazdému faktorialickému cislu jednoznacné
piifadit permutaci. Méjme ted nase faktorialické ¢islo 10200 a pojd me mu piifadit
permutaci. Pujdeme zleva doprava. Na nejlevéjsi pozici je jednicka, takze napravo
od ni je jedno cislo vétsi nez dané ¢islo. Takze tam bude druhé nejmensi ¢islo,
tedy dvojka. Pak méme nulu, takze tam bude nejmensi (jeSté nepouzité ¢islo),
takze jednicka. Pak mame dvojku, takze tieti nejvétsi ¢islo z nepouzitych cisel.
Zbyva nam 3, 4, 5, takze to bude pétka. Pak mame nulu, takze tam dame 3,
nejmensi zatim nepouzité ¢islo a na posledni misto ddme zbyvajici ¢islo. Takze
jsme ziskali 21534. Snadno nahlédneme, ze tento algoritmus jednoznac¢né prifadi
faktorialickému ¢islu permutaci.

Zavér
Popsali jsme faktorialickou soustavu, dokazali jsme, ze existuje bijekce mezi ¢isly
faktorialické soustavy a ¢isly jakékoliv klasické mocninné poziéni soustavy. Déle
jsme popsali algoritmy pro s¢itani, odéitani a nasobeni v této soustave. Poté jsme
dokazali, ze jakékoliv racionalni ¢islo v ni ma konecny zapis a popsali jsme, jak
v ni raciondlni ¢isla zapisovat. Nakonec jsme ukazali, Ze se pomoci faktorialické
soustavy dé pracovat s permutacemi.
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Vysledkova listina 3. &isla

Ulohy
Po#. | Jméno R. | 2-1 | r1 r2r3 rd t2 t3 t4 t5 t6 t9 | 20 | 21
1. | Prof.™ M. Caldbkova 4. 206 4 4 10 21 5
2. | Mgr.™ T. Domes 2. 30 4 4 8 30
3. | Mgr.™M Z. Johanovské 3. 29 4 4 10 29
4.-5. | Mgr.M J. Skvéra 4. 37 4 4 12 27
Mgr."™ P. Stastny 2. 27 4 4 27
6. | Mgr.™ M. Janka 3. 25 4 4 10 25
7.-8. | Mgr.™ M. Dolezalova 3. 24 4 7 24
Mgr."™™ J. Tétek 1. 24 4 4 10 18 24
9. | Doc.™ D. Krasula 2. 102 10 10 22
10-11. | Mgr."M J. Pokorny 3. 25 4 4 8 20
Mgr.™ V. Rozhoi 4. 41 4 7 20
12.-13. | Be.™ D. Jochcové 4. 18 4 18
Bce.M™ K. Stefanova 3. 18 9 18
14.-15. | Dr.™ P. Soucek 3. 81 0 4 16
Dr.MM P. Vincena 4. 97 0 16
16. | Be."™M F. Oplt 2. 15 4 4 9 15
17.-19. | Be.M A. Mlezivové 1. 13 4 4 13
Dr.™ P. N4covsky 4. 76 0 13
Be.M K. Smitalova 4. 13 0 13
20. | Be.M S, Lukes 2. 12 4 4 12
21.-25. | Mgr.™M J. Dittrich 3. 33 4 7 11
Dr.M J. Kusnir 4. 84 0 11
Be.™ E. Mlynaréikovd | 3. 11 0 11
Be.™ L. Vincenov4, 1. 11 0 11
Be.M D. Zacek 2. 11 0 11
26. | Mgr.™ K. Ilievové 4. 32 8 8 10
27.-30. | A. Gajdové 4. 8 0 8
Be.M J. Knizek 4. 14 0 8
O. Knopp 1. 8 3 8
J. Paidar 1. 8 4 4 8
31.-34. S. Buresova 1. 7 0 7
K. Mréaz 4. 7 0 7
M. Topfer 2. 7 0 7
P. Turinsky 2. 7 0 7
35.-38. | B. Pozér 1. 6 0 6
M. Stvan 2. 6 0 6
M. Turek 3. 6 4 4 6
Mgr.™ J. Vaclavek 3. 21 0 6
39.-41. L. Bujnovska 1. 5 0 5
K. Stodolova 2. 5 0 5
J. Zeman 3. 5 0 5
42.-46. L. Kopfova 1. 4 0 4
R. Luc 2. 4 0 4
Be.™ Z. Svobodové 3. 14 2 4
P. Simtinek 2. 4 4 4 4
F. Zajic 2. 5 0 4
47.-54. | F. Cermék 1. 3 0 3
A. Dejl 1. 3 0 3
S. Golat 4. 3 3 3
Be.™ T. Paliesek 3. 16 1 3
S. Roseckd 3. 3 0 3
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Ulohy

Po#. | Jméno R. | 21 | r1 r2 r3 rd t2 t3 t4 t5 t6 t9 | 20 | 21
A. Simal 1. 3 0 3

M. Zika 3. 3 0 3

M. Zoula 3. 3 0 3

55.-59. R. Chasak 2. 2 0 2
J. Dvoiak 4. 2 0 2

Bce.M J. Havelka 1. 13 0 2

M. Kubesa 3. 2 0 2

Dr.M L, Langerova 4. 51 0 2

60.-62. | J. Pekar 1. 1 0 1
Mgr."™ D. Tanglové 1. 20 0 0 1

T. Trojan 1. 1 0 1
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