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Casopis MEM a stejnojmenny korespondenéni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvagi Tesitelé zdarma ¢isla se zaddnim uloh a témat
k premysleni. Svd reseni odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpét. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Mili fesSitelé, milé FeSitelky,

zdravime vés v novém roce. Je zde ¢tvrté éslo vaseho oblibeného casopisu. Ctvrté
¢islo je obsahlé, budeme tedy struéni: ¢tyfi nové tdlohy, ¢tyti vzorova feseni a tii
tématka.

Tésime se na vaSe feSeni loh a na dalsi prispévky k téméatkum — nékteré z jiz
doslych tradi¢né otiskujeme, ostatni najdete na naSem webu. Piejeme inspirativni
¢teni.

organizdatori MEM

7 V' d 7
Zadani uloh
Termin odeslani étvrté série: 24. 2. 2015

s .. @ PO vasi pravé ruce se nachdzi slibovand cernd kruznice opsand bilému n-
thelniku. .. Ano, tady v nds mdme primo origindl. .. Ano, ano nevycislitelnd, jak
Tikdm. .. A hned vedle muZete vidét onéch slavngch 12 dsecek, jisté jste o nich uz
vsichni slyseli. Taky origindl, zajisté. Vsimnéte si poslednich dvou z nich, tdmhle
napravo, ano, to jsou ty dvé navic... Zdludnd vloha, skutecné... Prosim? Ze
bych to téz dokdzala posklidat? Tedy, pracuji zde uz tolik let a jesté nikdo zatim. . .
Moment, dobrd, zamyslim se.“

Uloha 4.1 — Trojiihelnikova (3b + 1b)

Sestavte pomoci 12 shodnych tsec¢ek 10 rovnostrannych stejné velkych trojihel-
niktd. Bonusovy bod dostanete, pokud si vystacite s 10 tiseCkami.

»Ne, ne, stile nevim, jak to ten lisdk sesklddal. No... Presunime se radéji
k dalsimu expondtu! Ano... hm, tak. Zde, pres celou zed, pohled'te. Ze se opét
jednd o origindl, jisté nemusim doddvat. Rukopis Nejprehlednéjsiho ndacrtku na
svéte. Vsimneéte si, jak autor pro kazdy ze vzniklych trojiuhelniku pouzil jinou barvu.
Ano, a tdmhle na druhé strané mistnosti je zndzornén prusecik — Riki pouZil
skutecéné detailni méritko. .. No, ano, jisté, celé je to za sklem. Ne, nemizete si
sahnout, samozrejmé, proto je zde to sklo. Ten ndcrtek si muzete jediné prekreslit,
mdte-li tedy kam.“

Uloha 4.2 — Natrtek (4b)

Trojuhelnik ABC ma obvod délky 4. Na polopﬁmce AB lezi bod X, na polopfimce
AC lezi bod Y, pricemz |[AX| = |AY| = 1. Usecky BC a XY se protinaji v bodé
M. Dokazte, ze jeden z trojihelniki ABM a ACM ma obvod 2.

Pohledme nyni na protéjsi sténu. Kdo z vds poznd tento ndkres. .. ? Nikdo,
Jisté, tak je to vidycky. Tedy, jde o schéma Rikiho cestouni varné konvice. Vypadd
to jako jeden wvelky flek, ano. Rikd se, Ze kdyZ mistr toto dilo dokondil, byl tak
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nadseny, Ze zacal vrtét ocasem. Tim omylem zvrhl kalamdr a dal tak ndkresu
dnesni podobu. Nékteré piuvodni tahy jsou stdle dobie viditelné, ale vétsina znaki
je necitelnd. Jaké konkrétni hodnoty mél autor na mysli, se uz asi nikdy nedovime.
Leda by je nékdo dokdzal odvodit. . .

Uloha 4.3 — Konvice (3b)

Cestovni varna konvice méa na sobé prepina¢ pro volbu napétlﬂ 230V nebo 120V.
Na ohtev vody pouzivéa dvé topna télesa zapojend do série, resp. paralelné, podle
polohy pfepinace. Navrhnéte hodnoty odporu topnych téles tak, aby v obou
piipadech meéla konvice stejny piikon. Jak by mohlo vypadat zapojeni pfi pouziti
dvojpdlového prepinace?

»Tak a jesté jeden, posledni erpondt naseho muzea. Zde za rohem, ano: Vel-
mistriv autoportrét. Velmi impresivni, Ze ano? Domnivdme se, Ze ta skvrna v rohu
je podpis. Pojd’te bliz, podivejte, tady je na ni jasné rozeznatelné velké psaci er.
A ted, hm... Jisté, ovsem. To je z nasi expozice véechno. Tak prosim, tdmhle
uz na vds cekaji kolegové z partnerské univerzity. Rikd se o nich, e si potrpi na
formalismy. Apeluji na vds, abyste se s kazdym 7Tddné privitali. .. Ano, vy, mladd
ddmo, si na tom dejte obzvldst zdlezet. A usmivejte se prosim, no tak!*

1Jedn4 se o efektivni hodnotu napéti.



Uloha 4.4 — V¥elé pivitani (1b)

Dvé stejné velké skupiny védcu si na uvitanou chtéji potfast rukama a to tak, aby
si kazdy védec potidsl s kazdym kolegou z druhé skupiny. V kazdém kole si muze
kazdy potiast rukou s nejvyse jednim kolegou. Vasim tikolem je vymyslet, jak si
védci maji potrast rukama béhem N kol, kde IV je pocet védcu v jedné skupiné.
Ovsem jedna mladd dama je tak unesend, ze ignoruje vas postup a potfasa si
s kolegy zcela ndhodné. V kazdém kole si potiese s jinym védcem, ale nemuzete
ovlivnit s kterym. Muzete predpokladat, ze si vzdy potfese jako prvni a méte tedy
moznost prizpusobit tomu aktualni kolo.

» Tak to bychom méli, uf... Muzeum Rikiho tvorby vdm preje hezky den. ..
Ano pane, nashledanou.

Reseni uloh 2. série
Uloha 2.1 — Zahada vagénku (4b)

Zadani:

Zminény stroj je obycejny vagonek o hmotnosti m bez vlastniho pohonu. Pod kop-
cem je roztlaceny na rychlost v1 a poté vyjede setrvacnosti po kolejich na vrsek
kopce o vysce h. Ztrdaty energie odporem vzduchu, trenim apod. jsou zanedbatelné,
stejné tak je zanedbatelnd rotaéni hmota koleéek. Pak miuzZeme spocist rychlost vy
na vrcholu kopce podle ucebnicového vztahu pro zachovdni energie

1
im(vf—vg) = mgh,

kde g je gravitacni zrychlend.

Také vime, Ze rychlost pohybu télesa nejde urcit absolutné, ale jen vuci néjaké
vztaziné soustave, a Ze fyzikdlni zdkony plati stejné ve vsech inercidlnich vztaznijch
soustavdch.

Vezméme tedy soustavu, kterd se vuci predchozi pohybuje horizontdlné rych-
losti v.. Rychlosti vagonku v ni budou vi + vy a v + vi. Vyskovy rozdil se
samoziejmé nezméni, takzZe pravd strana uvedené rovnice pro zachovdni energie
zustane stejnd. Levd strana se ale ,rozbila“, protoZe

1 2 _ 2 1 2 2
im(vl —v3) # 3m [(vlJr’um) — (v +vg) } .

Neplati zachovdni energie? Neplati ekvivalence vztaznijch soustav? Kde je chy-
ba?

Reseni:
Uloha se, alespon podle doslych feseni, ukédzala byt hodné obtiZnou. Prvnim
problémem bylo uz samotné pochopeni sporu v zadani a zachazeni se vztaznymi
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soustavami. Pokud v této oblasti nemate uplné jasno, podivejte se pred Ctenim
tohoto Teseni nejprve o par stranek dale na prvni dodatek, ktery podrobnéji po-
pisuje, co jsou za¢ vztazné soustavy, a jak s nimi zachéazet.

V2

=

vy ﬁ
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Obrazek 1

Déle se nékteti z véas snazili hledat chybu ve skladéni rychlosti vagénku a po-
sunu vztazné soustavy. Vychazeli z pfedpokladu, Ze bud’to v nebo obé rychlosti
nemiii horizontdlné, ale Sikmo nahoru. Ackoliv to v zadani neni jednoznaéné uve-
deno, je zjevné, ze uvedeny rozpor nastane i v piipadé, kdy se vagéonek pohybuje na
zacatku tlohy i po vyjeti kopce horizontalné, viz obréazek [1} Zavedenim vertikalni
slozky rychlosti se tloha jen matematicky zkomplikuje, ale fyzikalni podstata se
nezméni. Zajemci najdou vypocet, ktery to ukazuje, v druhém dodatku na konci
tohoto ¢lanku.

Kde je tedy chyba? Hlavnim podezielym je samotny kopec. Bylo na néj pouka-
zano i v nékolika fesenich, ale nikdo bohuzel nedotdhl své tvahy k jednozna¢nému
prokazani viny. Kopecek se v druhé vztazné soustavé pohybuje, konkrétné rych-
losti v,. Takze m& svoji nenulovou kinetickou energii. Jenze jeho rychlost se
v prubéhu déje nemeéni, kineticka energie bude stejnd na zac¢atku i na konci, a tudiz
nijak neovlivni celkovou zménu energie. .. nebo ovlivni?

Zkusme si pro zacatek vzit lehé¢tho soupere. Bude to pfenosny kopec o hmot-
nosti M, ktery umistime na vlastni horizontalni koleje, tak, aby se mohl volné
pohybovat v horizontdlnim sméru. Situaci ukazuje obrazek

U3

g

Uk

U1

A
Z

O O O O O O

Obrazek 2: Vagének na pohyblivém kopci o hmotnosti M.



Na zacatku pokusu je z pohledu prvni vztazné soustavy kopec v klidu a
vagdének se pohybuje rychlosti v;, po vyjeti na vrsek bude naméfena rychlost
vagonku vz a rychlost kopce vi. V druhé zkoumané vztazné soustavé jsou vSechny
tyto rychlosti o v, vyssi.

Napiseme si vztahy pro zachovani mechanické energie véetné energie kopecku.
Méfeno v prvni vztazné soustaveé:

%m(v%—vg)—i—%]\/l(o-vi) = mgh

a ve druhé:

1 1
7m [(v1 4+ v2)? = (v3 +v2)?] + 5 M [v2 = (vk — v;)*] = mgh.

Tuto rovnici muzeme déle upravit:

%m(v% —v3) + mug(v1 — v3) + %M (0 —v}) — Mvyox = mgh,

1 1
im(vf —v3) + §M(O—v§) + vy (mvy — muz — Moy) = mgh.
Je vidét, ze pokud m4 platit zachovani mechanické energie stejnym zpusobem

v obou soustavéach, musi byt posledni ¢len na levé strané rovnice nulovy:
muvy — mug — Muv, =0 = muvy = mus + Muy .

Tato podminka je zdpisem zachovani hybnosti. Hybnost vagénku na zacatku
déje se rovna souctu hybnosti vagénku a kopecku na konci. Zachovani hybnosti
plati, ¢leny ,mnavic* maji vzdy nulovou hodnotu, a tloha s malym pohyblivym
kopeckem vychézi dle ocekavani nezavisle na vztazné soustave.

Zpétky k puvodnimu nepohyblivému kopci. Cely problém spoc¢iva v tom, ze nic
jako nepohyblivy kopec neexistuje. Pokud chceme, aby se néjaky predmét nedal
posunout, musime jej udélat téiél’mﬂ Budeme tedy zvysSovat hmotnost kopecku M
az k nekonecnu. Tim se zaroven bude snizovat vy, limitné az k nule. Rozdil kine-
tickych energii ale, diky velikosti M, k nule klesnout nemusi, takze ziskdme (skoro)
nekonecné tézky kopec, ktery muze absorbovat nebo uvolnit libovolné mnozstvi
kinetické energie, a¢ (skoro) nezméni svoji rychlostﬂ Dobrd, médme vinika. Ne-
konecné tézky pevny kopec. Ale jak poznat, ktery z postupu v zadani je ten
Hspravny“? Pro jaké v, bude kinetickd energie pohlcend kopcem nulova?

Odpovéd jde spoéist pouhym upravovanim rovnic pro zachovani kinetické
energie a hybnosti tak, jak jsou uvedeny vyse, ale vznikajici vyrazy jsou ledacos,

2V praxi vétsinou tak, e jej pfimo & nepf¥fmo spojime se zemékouli, kterd byva tim nejtézsim,
co mame bézné po ruce.

3Mnozstvi kinetické energie je sice pfesné ddno parametry konkrétni situace, ale bez uréenf
téchto parametru (hmotnosti, po¢dtecni rychlost vagénku atd.) o ném nemuZeme nic blizsiho
fict.
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jen ne hezké. Zkusme se nad otdzkou radéji zamyslet bez psani a upravovani
dlouhych vzorcu.

Vyjdéme z toho, ze rychlost kopce se zméni o nezndmé, velmi malé vy. Pokud
ma byt rozdil kinetické energie i pfes tuto zménu rychlosti nulovy, musime vyuzit
faktu, ze velikost kinetické energie je nezévisld na znaménku (sméru) rychlosti.
Proto si najdeme vztaznou soustavu, ve které mg kopec na zacdtku rychlost —uy /2
a na konci vy /2. Rozdil rychlost{ je pozadované vy, rozdil kinetickych energii nula,
protoze (—v/2)% = (vi/2)2.

Hledand vztazna soustava, ve které je vliv kopce na bilanci mechanické energie
nulovy, bude ta, pro kterou plati v, = vx/2. Protoze se vy velmi tézkého kopce
blizi k nule, muzeme Fict, ze jde o soustavu, ve které je kopec v klidu.

Tim se dostavame k zavéru: Vztah pro zachovdni celkové mechanické energie
pohybugjicich se téles muzeme pouZit pouze v takové vztainé soustavé, ve které maji
vSechny pevné nepohyblivé predméty nulovou rychlost. Pokud tato podminka neni
splnéna, bude pii vzajemné interakci narustat nebo klesat kineticka energie téchto
pevnych predmétu i kdyz se neméni jejich rychlost, a tuto zménu bychom museli
zapocist do celkové bilance.

Dodatek 1: vztazné soustavy

Vztazna soustava neni v principu nic komplikovanéjsiho nez ,,opérny bod“E| ktery
si umistime do prostoru, abychom mohli popisovat polohy dalsich bodu. Volny
prostor totiz nemé zadné univerzalni znacky na které bychom se mohli odkézat,
kdyz budeme chtit fict, kde jsme. Jediné, co umime povédét, je, jak daleko od
sebe jsou néjaké dva vybrané body, jaky thel sviraji dvé spojnice ruznych bodu
apod. Vzdy jen vzajemné vzdédlenosti nebo polohy, nikdy absolutni udaj.

Protoze prostor nemé zadné absolutni souradnice, nemuzeme ani urcit, ktera
vztaznd soustava je spravnéjsi nebo méneé spravna. Kazdy si muze vyrobit svoji
tak, jak se mu libi. Pro polohu jednoho a toho samého bodu pak muzeme mit
nekone¢né mnoho ruznych ¢iselnych vysledki, a vSechny jsou spravné.

Dokud cely déj pozorujeme a popisujeme s pouzitim jen jedné vztazné sou-
stavy, nemusi nas to pfili§ trdpit. Platnost a podoba fyzikdlnich zdkonu je ne-
zavisla na pouzité vztazné soustavéﬂ Kazdy pozorovatel bude mit svd vlastni
¢isla odlisné od ostatnich, ale kazdy zjisti, Zze vztahy mezi jeho ¢isly jsou popsany
stejnymi univerzalnimi fyzikalnimi zdkony.

4Pfesnéji feceno jsou to pro trojrozmérny prostor minimalné &tyfi body umisténé tak, ze
zadné tii nelezi na jedné piimce.

5Na tomto misté bychom méli poznamenat, 7e existuje skupina ,,lepsich® vztaznych sou-
stav. Rikd se jim inercidlni, a vyznacuji se tim, ze v nich plati prvni Newtontv zdkon. Tedy
téleso, na které nepuisobi zddné vnéjsi sily je v klidu nebo rovnomérném piimocarém pohybu.
V neinercialnich soustavach to neplati, a pokud chceme takovou soustavu pouzit, byva dobrym
zvykem zadefinovat v ni zddnlivé sily, které pusobi na vSechna télesa. Pokud tyto sily zapocteme
do rovnic, muzeme konstatovat, Ze i déje mérené v neinercidlni soustavé probihaji podle stejnych
znamych fyzikdlnich zdkonu. Neni na tom nic zéhadngjsiho, nez napiiklad homogenni gravitaéni
pole — pokud bychom nepétrali po puvodu gravitace, muzeme si stejné tak dobfe fict, Ze mdame
neinercidlni vztaznou soustavu, ve které existuje zdénlivd sila mifici smérem dolu.



Pokud si budeme chtit jednotlivd méfeni navzajem posilat, musime fict nejen
kolik jsme namérili, ale také v jaké vztazné soustavé to bylo. Zname-li vztah
nadi a ciz{ vztazné soustavy (vzdjemnou polohu a orientaci), muzeme ciz{ ¢iselné
hodnoty pfepocitat do nasich soufadnic, a ziskdme tim stejna ¢isla, jaka bychom
naméfili sami. VSichni pozorujeme stejny jev a stejna skutecnd télesa, lisi se jen
reference, vuci které méiime polohy v prostoru.

Vztazeno na tuto ilohu — v obou soustavach pozorujeme jeden a ten samy
vagének. V kazdé soustavé naméiime jind ¢isla (zde predevsim rychlosti). V kazdé
soustavé by méla byt naméfend ¢isla vzajemné spojena univerzalnimi fyzikalnimi
zdkony (napiiklad zachovdni mechanické energie). Protoze jde ale o stejny jev, jen
pozorovany z ruznych mist, muzeme v kterémkoliv okamziku vzit idaj namétreny
v jedné soustaveé, prepocist jej do soufadnic druhé soustavy (pro situaci ze zadan{
to znamend predevsim pricist nebo odeéist vzdjemnou rychlost soustav, v;), a
musime ziskat totozny tdaj, jaky jsme v cilové soustavé piimo zméfili.
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Dodatek 2: rychlost vagénku riiznobézna se smérem v,

Pro ilustraci skute¢nosti, ze na problém v zadani ilohy nemé vliv ptipadna svisla
slozka rychlosti vagénku si jeho pohyb rozlozime do horizontaln{ (oznacované in-
dexem ,,h*) a vertikdlni (index ,,v*) slozky.

V soustavé, ve které je kopecek v klidu bude pocateéni rychlost vagénku roze-
psand do slozek (viy,v1y) a koneénd rychlost ve vysce h potom (vap, vay). Druhé
mocniny velikosti rychlost{ pouzité pro vyjadieni kinetické energie budou v, +vi,
a v%h +v3,, a vztah pro zachovan{ kinetické energie

1
5 m (’U%h + U%V - U%h - U%V) = m/gh .

Pokud k horizontdlnim slozkdm rychlosti pricteme v,, dostaneme
1
5 m [(’Ulh + 'Ux)Q + U%v - (UQh + 'Um)2 — Ugv] = mgh .

Po odecteni prvni z téchto dvou rovnic od druhé dostaneme stejny problém,
jaky je uvedeny v zadani:

1
3 m [(vlh + vz)2 — v%h — (van + vgg)2 + vgh] =0,

1 1
3 m [(vlh + 01)2 — (van + vx)2] = 5 m (U%h - Ugh) )

coZ je pro vzijemné ruzné vy, a vopn splnéno jen pro v, = 0. Problém v zadén{
ulohy tedy zustava a je nezavisly na svislé slozce rychlosti. Jedinou vyjimkou by
byl vagének, ktery nezméni horizontalni slozku své rychlosti. Ale to je mozné,
jak si muzete kazdy rozmyslet, jen v situaci, kdy by byl na poc¢atku ,,vystieleny“
kolmo vzhuru, a k zddné interakci s kopcem by tak vubec nedoslo.

Marble
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Uloha 2.2 — Drahokamy (3b)

Zadani:
Prond panos povidd: ,,V pokladnici jsou t7i druhy drahokami. Kdyz se pocty dra-
hokami jednotlivijch druhi vyndsobi, vyjde 36.“

Druhy panos se dozZadoval dalsich informact, pruni tedy odvétil: , Pocet draho-
kamu v pokladnici je stejny jako pocet hosti v této kréme.“

Druhy panos stdle nebyl spokojeny, a tak proni dodal: ,KazZdy druh md svou
hromddku. Nejvétsi z hromddek musi mit cenu alespon tisice grosiku, ne-li vic.“
To druhému panosi stacilo.

Kolik bylo v pokladnici kterych drahokamu?

Reseni:

Na zacatku vime jen to, ze pocty drahokamu jednotlivych druhu jsou pfirozend
¢isla. Prvni panos nam prozradi, Ze druhy jsou tti a kdyz jejich pocty vynésobime,
dostaneme 36. To pocet moznosti znacné omezi:

36=1-1-36 36=2-2-9 36=3-3-4

36=1-2-18 36=2-3-6
36=1-3-12
36=1-4-9
36=1-6-6
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Déle se dozvidame, ze drahokamu v pokladnici je tolik jako hostt v krémé. Co
z toho vyvodit, kromé nezajimavého faktu, ze celkovy pocet drahokamu je opét
prirozené ¢islo? Dulezité je, ze tato informace druhému panoSovi nestacila. Tedy
pocet drahokamt je ¢islo, které se mezi soucty trojic prirozenych ¢isel, na které
se da 36 rozlozit, vyskytuje alespon dvakrat:

1+1+36=38 2+2+9=13 3+3+4=10
1+2+18=21 24346=11

1+3+12=16
1+44+9=14
1+6+6=13

Takové ¢islo je jen jedno: 13 =24+24+9 =14 6 + 6. Kterd z téchto dvou
trojic odpovidé velikostem hromadek v pokladnici? To uréime z posledni panosovy
vypovédi, kterou ndm jen tak mimochodem prozradi, ze jedna z hromadek je
nejvétsi. V pokladnici tedy bylo 2, 2 a 9 drahokam.

Matéj

Uloha 2.3 — Mistnosti (3b)

Zadani:
Uréete, pro jakd prirozend ¢isla N je mo#né sestavit sit chodeb a mistnosts spliujici
ndsledujici podminky:

e Pocet mistnosti je 2N .
e Pocet chodeb vedoucich z jednotlivyjch mistnosti je pravé 1,1,2,2,..., N, N.

Mistnosti mohou bijt libovolné pospojované (mohou naptiklad existovat dvé mist-
nosti takové, Ze se z jedné nelze dostat do druhé). KaZdd chodba spojuje primo
pravé dvé ruzné mistnosti a nemd Zddné odbocky, ale chodby se mohou mimo-
drovnové libovolné mijet. Navic mezi kaZdou dvojici mistnosti vede nejviyjse jedna
chodba.
Reseni:
Pro nékolik prvnich hodnot N systém dannych vlastnosti sestrojime pomérné
snadno (viz obrizek . Zkusme tedy dokazat, ze takovy systém jde zkonstruo-
vat pro kazdé pfirozené ¢islo N. Jelikoz pro prvnich par N uz vime, ze to jde,
pouzijeme matematickou indukci a to podle N, s indukénim krokem dva (jed-
noduse feceno ukazeme, ze ze systému pro N — 2 dokazeme vzdy zkonstruovat
systém pro NV )El Musime tedy zv14st vyiesit prvni krok pro N sudé a pro N liché.
Jak pro N = 2, tak pro N = 1 jsme uz systém zkonstruovali, prvni krok je tedy
v poradku.

Méjme tedy N takové, ze pro N —2 umime systém danny systém chodeb zkon-
struovat. Poctu chodeb vedoucich z néjaké mistnosti m budeme fikat stuperi m.

60 tom, jak presné matematickd indukce funguje, se muzes doéist napiiklad na
http://cs.wikipedia.org/wiki/Matematick’%C3%A1_indukce
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Obréazek 3: Systémy mistnosti pro N =1,2,3

Méme tedy 2N mistnosti. Z 2N — 4 = 2(N — 2) mistnost{ podle pfedpokladu
dokazeme vytvorit systém S tak, ze jsou v ném pravé dvé mistnosti stupné
N — 2, prévé dvé mistnosti stupné N — 3, ... Ctyfi zbylé mistnosti si oznacime
mq, Mo, M3, my. PFidame chodby mezi m; a ms, mezi mz a my a mezi my a mo,
takze my a my maji stupen jedna a mgs a my maji stupen dva.

my ms
e ———

ma my

Obrazek 4: Systém po pripojeni novych mistnosti

Ted vyuZijeme S — rozdélime si mistnosti v ném na dvé libovolné poloviny

S1 a Sy, z kazdé mistnosti z S pridame chodbu do ms a z kazdé mistnosti v So
pfidame chodbu do my4. Co ndm tato iprava udélala se stupni mistnosti? Stupen
my a mg se nezméni. Jak k mq, tak k moy pfiddm N — 2 chodeb (v S je 2(N —2)
mistnost{), tedy budou mit stupen N. Co se tyc¢e mistnosti z S, tak ke kazdé
pribyde jedna nové chodba, tedy v S budou pravé dvé mistnosti stupné N — 1,
pravé dvé mistnosti stupné N — 2, ..., pravé dvé mistnosti stupné dva. Mame
tudiz pravé dvé mistnosti stupné ¢ pro kazdé ¢ mezi N a jednou vcetné, coz jsme
chtéli. Systém s danymi vlastnostmi proto jde zkonstruovat pro kazdé ptirozené N.
O(N)dra

Uloha 2.4 — Racionalni sen (4b)

Zadani:

Dokaz, Ze redlné cislo k je raciondlni (tj. dd se zapsat ve tvaru =, kde m an jsou
celd ¢isla a n nent nula) pravé tehdy, kdyz mezi ¢isly k, k+1, k+2, k+3, ...
muzeme vybrat tri, kterd tvori geometrickou posloupnostm

7Jejich velikost tedy bude ag, agg a apg?, kde ag a ¢ jsou kladnd redln4 cisla.
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Reseni (podle Véclava Rozhoné):
Dokézeme zv1ast obé implikace.

Nejprve predpokladejme, ze k je raciondlni, tj. je tvaru 7, kde m je celé a
n piirozené. Pricteme si k nému dostatecné velké ptirozené x, aby byl soucet k+x
kladny. Cislo k+x = = +x zvolime prvnim ¢lenem nasf geometrické posloupnosti,
kvocient zvolime n—+1. Staci ovérit, ze prvni tii leny této posloupnosti se nachézeji
i v posloupnosti k,k+ 1,k +2,...

Pro k 4+ x to plati, protoze x je pfirozené. Déle

m m
(n+1)(k+2z)=(n+1) (E—HU) —g—i-m-i-(n—l-l)x
am+ (n+ 1)z je pfirozené ¢islo. Podobné
(1% (h+2) = (n+1)? (S 4a) =2+ (4 Ym+(n+1)? 2

a (n+2)m+ (n+1)?- 2 je pirozené. V posloupnosti k,k+1,k+2,... jsme tedy
nasli tficlennou geometrickou podposloupnost.
Nyni naopak predpokladejme, ze mame tficlennou geometrickou posloupnost

ap=k+w, aq=k+y, aos®> =k+z
pro z < y < z prirozené. Potom plati
(k+v)? = ajq® = aoaoq® = (k+z)(k + 2).

Vyjadienim k z této rovnice dostaneme

po T2 y? ’
20 —x — 2

pokud 2y — x — z neni 0. V tomto piipadé je ¢islo k ve tvaru zlomku dvou

pfirozenych ¢isel a proto je raciondlni.

Zbyvé se poprat s piipadem 2y = x + 2. Pak je bud k = 0, coz je raciondlni
¢fslo, nebo xz = y%. Pak ale 42z = (2y)? = (x + 2)? a tdpravou dostaneme, 7e
(r—2)%2 =0, tedy x = 2. To je spor, nebot ¢leny v geometrické posloupnosti musf
byt ruzné.

Pepa

A4

ReSeni témat

Téma 1 — Papirova letadélka

V nedavné dobé jsme od vas neobdrzeli zadné piispévky. Proto pfipominame, ze
je stale co Tesit. Spousta otdzek vyplynula z vasich piispévku, které piisly diive.
Najdete je v minulém ¢isle a na webu tématka u jednotlivych ptispévku. Ptesto
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bych nékteré z onéch otazek znovu zduraznila. Stale neni jasné, jak je to presné se
vztlakem, a zda je dobré, aby se letadélko za letu houpalo, ¢i nikoliv. Zajimavou
otazkou je i vliv plochy kiidel na dolet a stabilitu a jak s doletem souvisi rychlost
letu.

Zuzka

Téma 3 — Reakce v miskach

K reakcim v miskach zatim dosla jen dvé schémata chlorace a obé jiz byla otisténa.
Vzhledem k tomu, Zze na webu uz delsi dobu visi prelozeny tuvod do Machinations,
doufam, ze se vice fesiteli odvazi experimentovat s timto néstrojem, nebojte, ne-
kouse! Pripadné dotazy muzete i nadale posilat na mij e—maiﬂl rad vam pomuzu.
Pokud vam pfijdou biologické reakce nudné, zkuste napiiklad vyrobit simulaci
chemického oscildtoru. Uvod do chemickych oscildtori muzete najit (sice v slo-
vens§tiné) v préci J. Rintelové, K. Stowasserové, L. Piatra a N. Novdka o teorii
chaosugu piipadné vam urcité radi (mozné i s demonstraci) poradi vasi chemik4ri.

Matej

Téma 5 — Pokryti Sachovnice

K tématu dorazily dva pifspévky. Bc.MM Markéta Dolezalova se pridrzela klasické
Sachovnice 8 x 8, na kterou pomoci figur jednoho hrace kreslila nejruznéjsi utvary
véetné obrazku Rikiho. Doc.MM Markéta Caldbkova ukazuje dokonce, jak na kla-
sickou Sachovnici nakreslit pomoci neohrozenych poli nékteré ttvary tak, aby
kazd4 figura byla zaroven ohrozovana. Na zavér potom pfipojuje pékny obrazek

81ieskovsky .matej+tema@gmail.com
9http://www.1sg.sk/www/data/01/projekty/2011_2012/pilots/chaos/
chemicke-oscilatory.html
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Rikiho nakresleny na Sachovnici neobvyklych rozmért pomoci figur v libovolném
poctu. Oba piispévky otiskujeme.

Doc.MM Markéta Caldbkové ve svém clanku také nabizi piiklady ttvart, které
nemohou z neohrozenych poli vzniknout. Nabizi se otazka, jestli by bylo mozné
vytvorit néjaké postacujici podminky, jejichz splnéni bude znamenat, ze utvar
sestrojit urc¢ité lze. Pfedstavme si, ze mame zadanou Sachovnici a na ni vyznacena
pole, kterd nemaji byt ohrozovana zadnou figurou a libovolny pocet figur. Jak
zjistime, jestli 1ze figury rozmistit tak, aby byla ohrozovana pravé chténa pole?

Ptedstavme si, ze hrajeme hru, ve které chceme primét protihrace, aby rozmistil
figury na Sachovnici tak, jak si to my prejeme. Dame mu Sachovnici s vyznac¢enymi
poli, kterd nemaji byt ohroZovéna, a fekneme mu, at piislusné rozmist{ figury.
Existuji utvary z neohrozenych poli, kterych lze dosdhnout pouze jednim zpiuso-
bem? Pro jednoduchost se muzeme omezit jen na nékteré figury, ale umoznit je
pouzivat v libovolném mnozstvi.

Obecné pracovat se spoustou riznych figur mize byt ¢asto otravné. Pojd'me
se omezit napiiklad jen na libovolny pocet stielcu a koni. Jaké pravidelné utvary
dokéazeme vytvorit pomoci nich?

Oba piispévky nabizi obrdzek Rikiho. Ani v jednom z nich ale neni Riki nama-
lovan tak, aby kazda figura byla zaroven ohrozovana néjakou jinou. Uméli byste
ho namalovat i tak?

Kuba

Darky pro Rikiho (3b)
Be.™ Markéta Dolezalovd
Napted se podivame na samotného Rikiho a na misto, kde bydli.

Nedavno se prestéhoval do svého
Tohle je Riki: nového domecku:

= N W A~ O N
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A pozval vSechny svoje kamarddy na oslavu narozenin. Copak mu donesli?

Tteba naprosto univerzalni
Minecraftovou kostku: Podivnou obdélnikovitou véc:

H N W s~ OO N

b ¢ d e f g h
A protoze lisky jsou Selmy psovité,
Riky urcité nepohrdl ani dobrou
Balonek: kosti.

H N W s~ OO N

Ctverce v ohroZeni (7b)
Doc.MM Markéta Caldbkovd

Mam dilema, jestli péSce povazovat za Sachovou figuru nebo ne. Obcas jej ne-
potiebuji, ob¢as je pro mé nezbytny. Jakd pole jednotlivé figury (a pésec) ohrozujf,
je obecné znamo.

Sachovnici a pole ohrozovana pésci vifméam z pohledu bilého. Zagernéna policka
jsou neohrozend zadnou figurou.

Mohou neohrozovand pole, na kterych soucasné nestoji zadna figurka, tvorit
obdélnik? Ano, mohou. Dokonce je v tomto usporadani kazda figura ohrozovana
néjakou jinou. Nepovedlo se mi najit konfiguraci, ktera by byla platna i pfi od-
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stranéni péscu, protoze se mi nepovedlo u¢inné zablokovat oba stirelce a damu
zaroven pouze ,velkymi* figurami. Ale toto je nejvétsi pravothelnik, jaky lze vy-
tvofit z neohrozovanych poli. Pro vétsi uz nenajdu na Sachovnici dvé pole, na
ktera bych mohla umistit jezdce tak, aby neohrozoval aspon jedno z poli vy-
braného pravotihelniku.

Poznamka redakce: Umime vytvorit jesté vétsi obdélnik, kde je stdle kazdd fi-
gura ohrozZovdna néjakou jinou. Umite to také?

A co ¢étverec? Také to jde. Dokonce jsem nasla rozmisténi pouze ,velkych“
figur, ve kterém je kazda figura ohrozovéna néjakou jinou a kde neohrozovand pole
tvori ¢tverec. PéSce si tam muZzeme nasklddat tieba jako v predchozim piipadé.

Mensi pravothelnik umim také stvofit pouze za pomoci ,velkych* figur. Pésce
pripadné nasklddam tak, aby nepiekazely, je to tak mozné udélat, aby byla i
potom kazdd figura ohroZena jinou figurou. (Naskldddm je do vSech sousednich
policek stielc, potom na policka dole a vpravo nahote od krale a potom na policka
h8 a h7 podle obvyklého znaceni).

= N W A~ 0O N
H N W A 00O N

Jesté mensi pravothelniky uz se mi povedlo stvotit pouze pomoci ,velkych®
figur i péscu soucasné.
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Kiiz ¢i ,kruh“? Zalezi na tom, jaky. Takovyto maly vytvofit jde, i kdyz se
nemuzu rozhodnout, jestli se jednd spiSe o kiiz, nebo o ,kruh“. Rozhodné se mi jej
povedlo vytvorit pouze pomoci ,,velkych“ figur i péscu a nenasla jsem usporadani,
aby byla kazd4 figurka ohrozena néjakou jinou.

OvsSem kiiz s delsimi rameny nebo ,kruh®“ o vétsim poloméru vytvorit nejde.
U kiize s delsimi rameny mam problém, ze nedokazu soucasné pokryt pole c6 a {6
kvuli tomu, Ze mam jen jednoho krale a pésaci pochoduji smérem k vy§sim ¢islum
radku, tedy ode mé. A kiin muze stat pouze v rohovém policku. U vétsitho kruhu
mohu koné taky umfistit jen do rohového policka, af uz je kruhem myslen jakykoliv
utvar, ktery v ramci moznosti kruh kopiruje.

Pozndmka redakce: , Kruh“ o vétsim polomeéru lze najit v prispévku Be.MV Mar-
kéty Dolezalové.

Vyuzijeme-li i figurky druhého hréce, rozhodné ndm to nepomuze sestrojit
veétsi dtvary, bude problém s tim, kam vSechny ty figurky vabec umistit (kdyz
bereme i pésce).

Mame-li libovolnou obdélnikovou Sachovnici a libovolné Sachové figury v libo-
volném mnozstvi, nemuzeme z neohrozenych policek, na kterych sou¢asné nestoji
zadna figurka, vytvorit tfeba ¢tverec o strané tii, jehoz vnitini policko je ohrozeno
néjakou figurou. Nemuze byt, protoze jakmile je policko ohrozeno, je automaticky
ohrozeno jesté aspoini jedno jeho sousedni policko. Stac¢i si nakreslit, jaké dtvary
ohrozuji jednotlivé figury. Dale nemuzeme vytvorit jesté obdélnik o jedné strané
3 s vnitikem volnym. Pokud bychom méli péSce obou hrac¢u, pochodovali by na
opac¢né strany, tedy obdélnik o strané 4 s vnitfkem volnym je mozné sestrojit.

A nakonec jsem si prosté hréla :) . Vyuzila jsem figurky, co mé zrovna napadly,
v libovolném mnozstvi. Pésci se pohybuji smérem zdola nahoru a jsou pokladani
taky za figury, protoze dobie slouzi jako ucpavky volnych mist nebo zardzky pro
véze.

Pozndmka redakce: Prdavé Doc.™ Markéta Caldbkovd je autorkou obrdzku, jez
jste mohli vidét na titulni strané.

/

,,,, 4

= N W R oG




t

XX1/4

Vysledkova listina 2. &isla

Ulohy
Por. Jméno R. 2—1 rl r2 r3 r4 t4 t5 t6 Zo 21
1. | Doc.MM M. Caldbkové 4. 185 3 2 4 7 16 34
2. | Mgr.MM P, Stastny 2. 231 0 3 2 2 7 23
3. | Mgr.™M T, Domes 2. 211 3 1 5 22
4. | Be.MM 7. Johanovsks 3. 191 0 3 3 2 8 19
5. | Be.MM M. Dolezalova 3. 7] 0 3 0 3 6 17
6. | Dr.MM P Vincena 4. 97 2 4 6 16
7.-8. | Be.MM M. Janka 3. 15 3 3 6 15
Mgr.MM J. Skvéra 4. 25 0 3 4 7 15
9. | Be.MM D. Jochcové 4. 14 0 14
10.-12. | Dr.MM P, N4covsky 4. 76 0 13
Mgr.MM V. Rozhon 4. 34 3 4 7 13
Be.MM K. Smitalovd 4. 13 3 2 2 1 8 13
13.-15. | Dr.MM D, Krasula 2. 92 0 12
Be.MM J. Pokorny 3. 17 2 2 12
Dr.MM P Soucek 3. 771 0 3 2 2 7 12
16.-19. | Dr.MM J. Kusnir 4. 84 0 2 2 11
Bce.MM E. Mlynércikovd | 3. 11 3 00 3 11
Be.MM [, Vincenova 1. 11 3 2 5 11
BeMM D. Zscek 2. 11 0 0 11
20.-21. | A. Mlezivové 1. 9] 1 0 0 2 3 9
K. Stefanova 3. 9 3 2 5 9
22.-24. | A. Gajdova 4. 8 0 8
Be.MM J. Knizek 4. 14 0 8
S. Lukes 2. 8 0 8
25.-28. S. Buresova 1. 7 3 3 7
K. Mréz 4. 7 0 7
M. Tépfer 2. 7 0 7
P. Turinsky 2. 7 3 2 5 7
29.-33. | F. Oplt 2. 6] 0 3 1 2 6 6
B. Pozér 1. 6 0 3 3 6
M. Stvén 2. 6] 0 3 1 2 6 6
J. Tetek 1. 6 0 6
Mgr.MM J. Viclavek 3. 21 0 6
34.-37. | L. Bujnovska 1. 5 3 2 5 5
O. Knopp 1. 5 0 0 0 5
K. Stodolova 2. 5 0 5
J. Zeman 3. 5 0O 0 0 O 0 5
38.-42. | Mgr.MM J. Dittrich 3. 26 3 3 4
L. Kopfova 1. 4 0 4
R. Luc 2. 4] 1 4 4
J. Paidar 1. 4 0 0 4
F. Zajic 2. 5 0 4
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Ulohy

Por. Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t4 t5 t6 Zo 21
43.-48. | F. Cermdk 1. 3 2 1 0 3 3
A. Dejl 1. 3 0 0 3

S. Roseckd 3. 3 3 3 3

A. Sdmal 1. 3 0 3

M. Zika 3. 3 0 3

M. Zoula 3. 3 0 3

49.-57. | R. Chasdk 2. 2 0 2
J. Dvoidk 4. 2 0 2

Bce.MM J. Havelka 1. 13 0 2

Mgr.MM K. Ilievové 4. 24 0 2

M. Kubesa 3. 2 2 2 2

Dr.MM 1, Langerova, 4. 51 0 2

Be.MM T Paliesek 3. 15 0 0 2

Be.MM 7. Svobodové 3. 12 0 2

M. Turek 3. 2 0 0 0 2

58.-60. | J. Pekaf 1. 0 1
Mgr.MM D. Tanglové 1. 20 0 0 1

T. Trojén 1. 1 0 1
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