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Časopis M&M a stejnojmenný korespondenčńı seminář je určen pro studenty
středńıch škol, kteř́ı se zaj́ımaj́ı o matematiku, fyziku či informatiku. Během

školńıho roku dostávaj́ı řešitelé zdarma č́ısla se zadáńım úloh a témat
k přemýšleńı. Svá řešeńı odeśılaj́ı k nám do redakce. My jejich př́ıspěvky
oprav́ıme, obodujeme a pošleme zpět. Nejzaj́ımavěǰśı řešeńı otiskujeme.
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Zadáńı úloh
Termı́n odesláńı třet́ı série: 13. 1. 2014

Ledńı medvěd Barulkos si zamyšleně prohrábl srst na hlavě a překulil se na
druhý bok. Obdob́ı zimńıho spánku už dávno začalo, ale on ne a ne usnout. Možná
by mohl navšt́ıvit jednoho ze svých kamarád̊u a zjistit, jestli taky nemaj́ı pot́ı̌ze
se spańım. Kdyby si ovšem pamatoval, kde bydĺı. . . Ale moment! Vždyt’ má přece
vzadu v koutě vyrytou do ledu mapu!

Úloha 3.1 – Ledńı mapa (4b)

Na mapě (nekonečné rovině) jsou vyznačeny př́ıbytky medvěd̊u. Pro každý z nich
plat́ı, že v jeho okoĺı se nacháźı právě tři daľśı doupata ve vzdálenosti menš́ı než
5 km. Kolik může být na mapě doupat?1

Barulkos se vyvalil z pelechu, vyklepal ze svého ledńıho kožichu ledńı blechy a
vydal se k nejblǐzš́ımu sousedovi – svému kamarádu Valibukovi. Po cestě ho však
zastihnul řádný hlad, a tak bez velkého přemýšleńı prorazil d́ıru v ledu a začal
chytat ryby.

Úloha 3.2 – Rybǎreńı (3b)

Zkoušeli jste někdy chytat ryby holýma rukama? Neńı to v̊ubec jednoduché . . .
mj. proto, že ryba se nacháźı bĺıže a hlouběji, než ji vid́ıme. Jak velká je odchylka
zdánlivé polohy ryby od té skutečné? Jako bonus se můžete zamyslet nad t́ım,
jakou nepřesnost vnesou do určeńı polohy ryby nerovnosti hladiny.

Poté co se najedl, dorazil konečně k Valibukovi, který také nemohl naj́ıt polohu
pro pořádný zimńı spánek. Zasedli spolu k šálku ledového čaje a začali prob́ırat
posledńı velký medvěd́ı sraz, kterého se oba zúčastnili. Takový medvěd́ı sraz je
velmi formálńı záležitost. Medvědi si potrṕı na protokol a tak maj́ı organizátoři
vždy velké starosti s jejich rozděleńım do skupin.

Úloha 3.3 – Organizace skupinek (4b)

Ve skupině 30 medvěd̊u se každý zná s alespoň 10 daľśımi (tento vztah je vzájemný).
Je možné je rozdělit do 2 až 3 členných skupinek tak, aby každý ve své skupince
někoho znal?

Když dopili čaj, dostali chut’ ještě na něco malého k snědku a Valibuk vyhrabal
v rohu rohu své ledové jeskyně úplně zmrzlou pizzu – přesně tak, jak to maj́ı ledńı

1Ptáme se na všechny možné počty, ne jen na př́ıklad jednoho takového počtu.
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medvědi nejraději. A pokud by vás snad zaj́ımalo, kde medvědi berou pizzu a ledový
čaj. . . Nu, řekněme, že tomu, kdo jim je přinesl, už tyhle věci chybět nebudou.

Úloha 3.4 – Hra na hamouna (2b)

Pizza, kterou Valibuk s Barulkosem rozbalili, je nařezaná na 8 d́ılk̊u. Dı́lky však
jsou nařezané nerovnoměrně2, a tak neńı snadné pizzu rozdělit. Dohodli se proto
na následuj́ıćım postupu. Začne Valibuk a vybere si libovolný d́ılek pizzy. Potom se
ve vyb́ıráńı stř́ıdaj́ı, ale vždy muśı zvolit jeden z d́ılk̊u sousedńıch s už vyjedenou
oblast́ı. A samozřejmě se oba snaž́ı źıskat pizzy co nejv́ıc. Dokažte, že existuje
strategie, při které Valibuk źıská alespoň polovinu pizzy.

Po dobrém j́ıdle se oba rozvalili na záda a oddychovali, až se jim pomalu začaly
kĺı̌zit oči. Ledový strop ledové jeskyně se medvěd̊um rozplynul před očima a na-
hradily jej vzpomı́nky na posledńı polárńı den.

Úloha 3.5 – Riki (2b)

Zkuste na paṕır zachytit Rikiho3 všedńı den, či zavzpomı́nat na jeho prázdninová
dobrodružstv́ı. Nejhezč́ı obrázky otiskneme v některém z daľśıch č́ısel.

2Pizza tedy vypadá jako kruh s osmi výsečemi, řezy jdou jen od středu na okraj.
3Riki je náš maskot, lǐsák, kterého potkáváte na ilustraćıch v každém č́ısle.
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Řešeńı úloh

Úloha 1.1 – Ping-pongový turnaj (3b)
Zadáńı:
Turnaje ve stolńım tenise se zúčastnilo dvakrát v́ıce d́ıvek než chlapc̊u. Každý
s každým hrál právě jeden zápas, který nikdy neskončil remı́zou. Poměr mezi
výhrami d́ıvek a výhrami chlapc̊u byl 7:5. Kolik hráč̊u se turnaje mohlo zúčastnit?

Řešeńı:
Označme počet chlapc̊u n. Pak celkový počet hráč̊u je 3n. Celkový počet zápas̊u je
3n(3n−1)

2 , protože každý z 3n hráč̊u hrál se všemi ostatńımi a takto jsme započ́ıtali
každý zápas dvakrát. Protože poměr mezi vyhranými zápasy děvčat a chlapc̊u

má být 7:5, muśı 12 | 3n(3n−1)
2 , po úpravě dostaneme 8 | n(3n − 1). Protože n a

(3n−1) maj́ı rozd́ılnou paritu, tak bud’ 8 | n nebo 8 | (3n−1). Z toho dostáváme,
že turnaje se mohlo zúčastnit jedině 24k nebo 24k + 9 hráč̊u, kde k ∈ N.

T́ımto bohužel většina řešeńı končila. Zat́ım jsme ale ze zadáńı vyvodili pouze
nějakou podmı́nku na počet hráč̊u, která nám nezaručuje, že turnaj s takovým
počtem hráč̊u mohl proběhnout. Speciálně jsme podmı́nku na poměr vyhraných
zápas̊u d́ıvek a chlapc̊u využili jen k dělitelnosti dvanácti. Zkuste si rozmyslet,
že třeba poměru 1:11 nedokážeme nikdy dosáhnout. Pokud hraj́ı dva chlapci, je
jasné, že vyhraje chlapec. Obdobně i pro d́ıvky. Muśıme tedy ukázat, že počet
výher chlapc̊u (resp. d́ıvek) je menš́ı nebo roven 5

12 (resp. 7
12 ) všech odehraných

zápas̊u.
Požadované nerovnosti stač́ı roznásobit a platnost jednoduše vyplyne:
Chlapci:

n(n− 1)

2
≤ 5

12
· 3n(3n− 1)

2
≤ (33n− 3)n

Pokud n = 0, nastane rovnost. Jinak je (33n − 3) i n kladné, a tedy nerovnost
plat́ı.

Dı́vky:
2n(2n− 1)

2
≤ 7

12

3n(3n− 1)

2
≤ 15n2 + 3n

Nerovnost plat́ı, protože na pravé straně sč́ıtáme dva nezáporné členy.
T́ım jsme ukázali, že turnaje se opravdu mohlo zúčastnit 24k nebo 24k + 9

hráč̊u (k ∈ N).

Martin
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Úloha 1.2 – Kývaj́ıćı se p̌rezka (3b)
Zadáńı:
Agent č. 7368 nasedl do vlaku a našel si volné kupé. Na horńı poličku si odložil
zavazadlo a pohodlně se usadil. Když se vlak začal rozj́ı̌zdět, všiml si, že popruh,
jenž má na konci přezku a který mu viśı z batohu volně do prostoru, se začal kývat.
Jak se bude přezka pohybovat během rozjezdu s konstantńım zrychleńım a a během
j́ızdy, kdy se vlak pohybuje konstantńı rychlost́ı v? Mı́sto přezky a popruhu m̊užete
uvažovat matematické kyvadlo s hmotnost́ı m a délkou závěsu l.

α

Fs

FG

Fz

Obrázek 1

Řešeńı:
Jelikož agent č. 7368 sed́ı ve vlaku, rozebereme si chováńı
přezky v neinerciálńı soustavě, tj. soustavě spojené s vla-
kem, ne se zemı́. Přezku na popruhu si aproximujeme ma-
tematickým kyvadlem o délce závěsu l a hmotnosti závaž́ı
(přezky) m. Stoj́ı-li vlak ve stanici, přezka je v̊uči pozorova-
teli v klidu (nepohybuje se) a viśı svisle dol̊u, tj. ve směru

p̊usobeńı t́ıhové śıly ~FG. Při rozj́ıžděńı vlaku (a = konst.) na

přezku kromě t́ıhové śıly ~FG a tahové śıly závěsu ~Fz p̊usob́ı
ještě setrvačná śıla ~Fs, p̊usob́ıćı proti směru zrychleńı vlaku
(obr.1). Výslednice těchto tř́ı sil muśı být nulová, jelikož ky-
vadlo je v̊uči pozorovateli v klidu. Přezka z̊ustane vychýlena
o úhel α od svislého směru v rovině určené ~FG a ~Fs. Úhel α
urč́ıme z podmı́nky rovnováhy sil:

tanα =
| ~Fs|
| ~FG|

=
ma

mg
=
a

g
(1)

Při přechodu z a = konst. na v = konst. přestane p̊usobit setrvačná śıla. Ky-
vadlo má tendenci se dostat do rovnovážné polohy, kdy se vyrovná t́ıhová śıla a
tahová śıla závěsu, tj. α = 0, č́ımž dojde k rozkýváńı přezky. V aproximaci mate-
matického kyvadla, kdy se zanedbává odpor vzduchu při pohybu kyvadla i třeńı
v závěsu, by se přezka do nekonečna kývala kolem vertikálńı osy procházej́ıćı bo-
dem uchyceńı kyvadla se stejnou maximálńı výchylkou α na obě strany a periodou

kmitáńı T = 2π
√

l
g . Uváž́ıme-li vliv odporu vzduchu, amplituda kmit̊u se bude

postupně zmenšovat, až kmity zcela zaniknou a přezka bude opět nehybně viset
ve směru t́ıhové śıly. Při zpomalováńı vlaku se přezka opět vychýĺı o úhel α daný
vztahem (1), avšak na opačnou stranu než při zrychlováńı (ve směru p̊usobeńı
setrvačné śıly, tj. proti směru zrychleńı vlaku).

Pet’a
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Úloha 1.3 – Šátky (3b)

Zadáńı:
Agent nośı každý den jeden z pěti barevných šátk̊u. Ústřed́ı tajné služby poř́ıd́ı při
přeletu špionážńı družice jeden satelitńı sńımek, ze kterého pozná barvu šátku,
který má agent zrovna na hlavě. Kvalita sńımku ale neńı moc velká, a barvy
šátk̊u jsou tak mezi sebou částečně zaměnitelné – každé dvě barvy, které spolu
v obrázku ńı̌ze soused́ı, si spolu m̊užou splést (zelená tedy m̊uže být na sńımku
vidět jako žlutozelená nebo modrozelená). Agent se za 10 dńı snaž́ı přenést co
nejv́ıce informace nějakým předem domluveným kódem, což si m̊užeme představit
jako přeneseńı jednoho konkrétńıho č́ısla z co nejvěťśıho rozsahu. Např́ıklad za
jeden den m̊uže volbou červená nebo modrá přenést č́ıslo z rozsahu 1–2. Ale jaký
postup je optimálńı pro v́ıce dńı, a jaký rozsah je tedy možné za 10 dńı přenést?

žlutá

zelená červená

fialovámodrá

Řešeńı:
Nejprve si úlohu trochu přeformulujme v řeči graf̊u, jako
třeba graf zaměnitelných šátk̊u v zadáńı. Barvy budeme
označovat prvńımi ṕısmenky jejich názv̊u (Č, Ž, Z, M,
F).

Pro optimálńı strategii na jeden den se agent může
jen dopředu domluvit, jakou podmnožinu barev šátk̊u
může použ́ıt. Tato podmnožina má být co největš́ı, ale přitom nesmı́ být šátky
zaměnitelné. Právě mezi zaměnitelnými zprávami povede hrana.

I bez této úvahy je celkem jasné, že za jediný den nemůže odeslat v́ıce než
jednu ze dvou r̊uzných zpráv. Ale i tak můžeme během 10 dn̊u odvyśılat jednu
z 1024 zpráv. Zvolme, že F znamená 0 a Z znamená 1. Desetidenńı zpráva pak
odpov́ıdá deseticifernému č́ıslu ve dvojkové soustavě, tedy jednomu č́ıslu z rozsahu
0 . . . 1023, též 1 bit za den.

Jde to ale ještě lépe, když se zamysĺıme nad strategíı pro dva dny. Uvažujme
všechny dvojice (barva prvńı den, barva druhý den) a jejich zaměnitelnost. Např́ı-
klad dvojice (Č, Z) a (F, M) zaměnit lze – pokud by prvńı den pozorovali červeno-
fialovou a druhý den modro-zelenou. Ale dvojice (Č, Z) a (F, Č) už zaměnit nelze
– zelenou a červenou druhý den si nikdy nespletou. Grafy zaměnitelnosti barev
za jeden a dva dny jsou na obrázku, v obou př́ıpadech přerušované hrany jdoućı
z obrázku pokračuj́ı z druhé strany.

Taková tzv. nezávislá množina (tedy podmnožina vrchol̊u, mezi kterými ne-
vede hrana) je třeba (F, F), (Z, M), (Č, Z), (M, Ž) a (Ž, Č), a ta je v tomto grafu
největš́ı (v́ıce dvojic už nutně muśı obsahovat zaměnitelnou dvojici). To nám dává
o dost lepš́ı výsledek – pokud si dvojice oč́ıslujeme 0 . . . 4 a zaṕı̌seme desetidenńı
pozorováńı jako pěticiferné č́ıslo v pětkové soustavě, přeneseme libovolné č́ıslo
v rozsahu 0 . . . 3124, což též můžeme formulovat jako log2(3125)/10 = 1.16 bit̊u
za den.
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ČŽZMF

Č
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Ž
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M

F

Mohli bychom podobně zkoušet i grafy odpov́ıdaj́ıćı v́ıce dn̊um najednou (tedy
takové tř́ı- a v́ıce-rozměrné zahuštěné mř́ıžky), ale ukazuje se, že v́ıce než pr̊uměrně
1.16 bit̊u za den neńı možné odvyśılat a 3124 za 10 dn̊u je opravdu maximum.
Dokázat to je už o něco složitěǰśı, ale velmi pěkný a čitelný popis tzv. Shannonovy
kapacity grafu (kterou jsme tu vlastně poč́ıtali) a d̊ukaz, že Θ(C5) =

√
5 a tedy

Θ(C2
5 ) = 5, najdete ve 12. kapitolce sborńıčku Šestnáct miniatur od J. Matouška4.

Tomáš

Úloha 1.4 – Betonová (3b)

Zadáńı:
Když plat́ıme účty za elektřinu, zaj́ımá nás, kolik stoj́ı jedna kilowatthodina ko-
run. Jak je to ale s betonovou náročnost́ı výroby elektřiny? Kolik metr̊u krych-
lových použitého betonu připadá na výrobu jedné kilowatthodiny r̊uznými zp̊usoby?
Vycháźı z tohoto pohledu nejlépe elektrárna větrná, vodńı, jaderná nebo jiná? A co
kdyby nás zaj́ımal celkový objem použitých materiál̊u, nebo třeba zastavěná plo-
cha? Své závěry nezapomeňte zd̊uvodnit a uvést, odkud jste pro ně čerpali data.
Iniciativě se meze nekladou, m̊užete si zasloužit i bonusový bod!

Řešeńı:
Jako ilustračńı př́ıpad uvedeme výpočet betonové náročnosti Jaderné elektrárny
Temeĺın. Na jej́ı výstavbu bylo použito cca 2 060 000 m3 betonu [1]. Jej́ı celkový in-
stalovaný výkon čińı 2 000 MW [2]. Poč́ıtáme-li s t́ım, že hustota použitého betonu
je zhruba 2 500 kg.m−3 [3], vycháźı nám betonová náročnost Temeĺına na

2 500 kg.m−3 · 2 060 000 m3

2 000 000 000 W
= 2,58 kg ·W−1

Ve skutečnosti ale neńı tato hodnota přesná, protože elektrárna nepracuje
neustále na plný výkon. Nakolik je využ́ıván výkon energetického zdroje vyjadřuje
tzv. koeficient ročńıho využit́ı [4]. V př́ıpadě JE Temeĺın čińı tento koeficient
79,4 % [2]. Betonová náročnost Temeĺına je tedy

4http://kam.mff.cuni.cz/~matousek/la-appls.ps
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2 500 kg ·m−3 · 2 060 000 m3

2 000 000 000 W · 0,794
= 3,24 kg ·W−1

Pod́ıvejme se nyńı v porovnáńı na větrné elektrárny. Poč́ıtáme-li s větrnou
elektrárnou, jej́ıž konstrukce je postavená předevš́ım na ocelovém sloupu (dnes už
se zač́ınaj́ı rozmáhat i sloupy betonové), spotřebujeme na základy jednoho sloupu
1 104 000 kg betonu. Větrná elektrárna z našeho př́ıkladu má výkon 2 MW [5] a
jej́ı koeficient ročńıho využit́ı je 12,71 %. Jej́ı betonová náročnost pak vycháźı

1 104 000 kg

2 000 000 W · 0,1271
= 4,34 kg ·W−1

Snadno nahlédneme, že kdybychom nepoč́ıtali s koeficientem ročńıho využit́ı,
vycházela by větrná elektrárna na spotřebu betonu lépe než jaderná. Ve chv́ıli,
kdy tento faktor zahrneme, je tomu přesně naopak. Pokud bychom chtěli být ještě
d̊ukladněǰśı, mohli bychom zvážit např. projektovanou životnost jednotlivých typ̊u
elektráren a také ji zahrnout do výpočtu.

[1] http://www.transportbeton.cz/jaderna-elektrarna-temelin.html
[2] http://cs.wikipedia.org/wiki/Jaderná elektrárna Temelı́n

[3] http://www.ebeton.cz/pojmy/hmotnost-betonu
[4] http://cs.wikipedia.org/wiki/Koeficient ročnı́ho využitı́

[5] http://www.csve.cz/clanky/betonovy-zaklad/305
[6] http://cs.wikipedia.org/wiki/Větrná elektrárna#.C3.9A.C4.8Dinnost

Slovo závěrem

Pokud provád́ıme výzkum na nějaké téma, je d̊uležité uvést zdroje, ze kterých
jsme čerpali. Pokud uvedeme k jednomu údaji v́ıce nezávislých zdroj̊u, je to je-
dině dobře. Pokud žádné relevantńı zdroje nemáme k dispozici, snaž́ıme se ale-
spoň svoje tvrzeńı řádně podpořit argumenty a necucáme si č́ısla z prstu. Je
dobré položit si otázku, co všechno může ovlivňovat výsledek výpočtu a jak moc
(v našem př́ıpadě např. koeficient ročńıho využit́ı). Pokud jsme přesvědčeni o tom,
že můžeme nějaké vlivy zanedbat, můžeme to udělat, ale muśıme o tom čtenáře
zpravit a vysvětlit, proč považujeme dané vlivy za zanedbatelné.

Honza
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Řešeńı témat

Téma 1 – Zobrazováńı počaśı
V nesoustředkovém termı́nu prvńıho č́ısla dorazila řešeńı Anety Lesné, Jany No-
skové a Bc.MM Vladimı́ra Bartoviče.

Aneta Lesná a Bc.MM Vladimı́r Bartovič se zabývali použit́ım šǐsky pro zob-
razeńı počaśı. Bohužel ani jeden z jejich př́ıspěvk̊u neńı psán jako souvislý text,
proto otiskujeme jejich shrnut́ı.

Oba zmiňuj́ı, že parametry šǐsky se měńı s vlhkost́ı. Aneta Lesná uvád́ı (krom
schĺıplosti, což je velmi špatně specifikovatelný parametr) i barvu a hmotnost,
a uvád́ı, že tento postup byl v mı́stě jej́ıho bydlǐstě aplikován s přesvědčivými
výsledky, bohužel ale tyto výsledky neuvád́ı, ani se na ně nikam neodkazuje, takže
tomuto tvrzeńı nemuśıme věřit. Vladimı́r Bartovič navrhuje využit́ı změn objemu
šǐsky, dále navrhuje měřeńı objemu Archimédovou metodou, ale sám uznává, že
ponořeńım šǐsky do kapaliny změńı vlhkost v jej́ım okoĺı (a nav́ıc nás zaj́ımá
sṕı̌se objem obalovéhu útvaru šǐsky, než objem samotného dřeva – šǐska roztahuje
šupinky, hmota samotná se nijak výrazně neroztahuje), nebo laserový 3D ske-
ner, což je pro změnu nedostupné v zálesáckých (domáćıch) podmı́nkách. Dokáže
někdo pomoćı některé z uvedených veličin nakalibrovat šǐsku k měřeńı vlhkosti?

Oba se rovněž zabývaj́ı popisem větru. Uvád́ı, že nárazy větru se projev́ı tr-
havými pohyby šǐsky. Aneta Lesná doporučuje dobře zvážit umı́stěńı šǐsky, aby
rychlost a směr větru nebyl ovlivněn okolńımi budovami či krajinnými útvary.
Bc.MM Vladimı́r Bartovič uvád́ı, že č́ım větš́ı bude rychlost větru, t́ım v́ıce se
vychýĺı provázek se šǐskou ze svislé polohy. Tvrd́ı, že jde o př́ımou úměru (tedy
lineárńı závislost rychlosti větru na výchylce), nič́ım ale toto tvrzeńı nepodpořil.
Teoretické či experimentálńı ověřeńı či vyvráceńı tohoto tvrzeńı je tedy ponecháno
někomu daľśımu. Dále Bc.MM Vladimı́r Bartovič uvád́ı, že maximálńı změřitelná
rychlost větru je závislá na hmotnosti šǐsky a provázku. Daľśım úkolem je tedy
odvodit tuto závislost. A je maximálńı měřitelná rychlost ovlivněná ještě něč́ım
jiným?

Všichni zmı́něńı se zabývali jinými zp̊usoby zobrazováńı počaśı, nejpodrobněǰśı
popis podala Jana Nosková, proto vám přináš́ıme přepis jej́ıho př́ıspěvku

Daľśı návrhy (3b)
Jana Nosková

Domeček s panáčkem a panenkou je založen na vláknu (např. koňské ž́ıně),
které se krout́ı v závislosti na vlhkosti vzduchu. Vlákno se tak natahuje nebo
smršt’uje a pohybuje figurkami. Panenka určuje suché a jasné počaśı, panáček
vlhko a deštivo.

Větrńıky vyrobené z lehkého nylonu reaguj́ı na velmi slabý vánek, proto jsou
mnohem citlivěǰśı, než větrńıky z plastu nebo plechu. Větrńık neukazuje śılu větru.
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Korouhve na střechách, např. ve tvaru kohouta s ukazatelem světových stran, jsou
dokonale vyvážené, takže se mohou snadno pohybovat kolem své osy. Při větru
se otáč́ı a šipka ukazuje směr větru na směrovkách.

Kromě již uvedených zp̊usob̊u lze předpov́ıdat počaśı ještě pomoćı mrak̊u:
ranńı červánky předpov́ıdaj́ı déšt’, večerńı naopak jasné počaśı. Známé je rovněž
předpov́ıdáńı počaśı podle chováńı zv́ı̌rat a rostlin. Pokud má být pěkně, tak
vlaštovky létaj́ı vysoko, pavouci tkaj́ı śıtě a hmyz se roj́ı; pokud má být deštivo,
tak ž́ıžaly vylézaj́ı na povrch, vlaštovky létaj́ı ńızko, některé rostliny zav́ıraj́ı květy,
a starš́ı lidi boĺı klouby.

Tento př́ıspěvek přináš́ı některé otázky, jimiž se můžete dále zabývat: Jaká
vlákna reaguj́ı na vlhkost, které byste si vybrali do svého vlastńıho domečku? Vy-
rob́ı někdo domeček s panáčkem a panenkou? Skutečně větrńık nedokáže alespoň
orientačně zobrazit śılu větru? Nedalo by se to přece jen nějak udělat? Navrhne
někdo dokonale vyváženou korouhev lǐsáka Rikiho? Proč se zv́ı̌rata a rostliny cho-
vaj́ı tak, jak se chovaj́ı? Klouby zat́ım pomineme. . . Na jaký měřitelný parametr
počaśı reaguj́ı?

Jak vid́ıte, došlé př́ıspěvky přináš́ı v́ıc otázek než odpověd́ı. Čeká nás ještě
spousta bádáńı, aby nez̊ustaly nezodpovězeny.

Zuzka

Téma 2 – Kozy
V termı́nu po soustředěńı přǐsly daľśı př́ıspěvky, za které děkujeme. Vymysleli jste
daľśı zaj́ımavé útvary, které můžete nalézt na webu.

Doc.MM Aneta Št’astná poslala formalizaci problému a naučila nás, jak situ-
aci na louce popsat bez kresleńı obrázk̊u. Pokud budete pośılat daľśı př́ıspěvky
zapsané pomoćı této formalizace nebo jej́ı modifikace, ulehč́ıte t́ım sobě i nám
pochopeńı vašich myšlenek.

Formalizace (2b)
Doc.MM Aneta Št’astná

Povolené prostředky jsou očka na zatlučených k̊ulech, k̊ul se dvěma oky, lano
přivázané k oku, daľśımu lanu nebo koze a koza samotná. Pro každou věc si
můžeme zavést označeńı (N je přirozené č́ıslo, A znak abecedy):

• zatlučený k̊ul – kN , např. k3,

• koza – Z,

• k̊ul se dvěma oky – KN(prvńı bod, druhý bod, délka), např. K1(k3, Z, 5 m),

• lano – LN(prvńı bod, druhý bod, délka), např. L1(k1, k2), L2(k1, Z, 3 m),
L3(L1, Z, 2 m),
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• pomocný bod – pN ,

Dále bychom měli zavést vzájemnou polohu prvk̊u, definovanou vzdálenost́ı,
př́ıpadně souřadnicemi nebo geometrickým vztahem. Zde můžeme převźıt mate-
matické značeńı:

• vzdálenost – |prvńı prvek, druhý prvek|

• kolmost – L1 ⊥ L2, pro jednodušš́ı textové zpracováńı L1 T L2

• rovnoběžnost – L1 || L2

• souřadnice – k1[2, 3]

• nálež́ı – p1 ∈ L2 (lano vede nad bodem p1)

xlfd

Téma 3 – FlatFox
K tématu FlatFox od vás přǐslo celkem osm př́ıspěvk̊u, a to jak řešeńı online hlavo-
lamů, tak r̊uzné teoretické úvahy, užitečné podprogramy a návrhy na vylepšeńı.
Vzhledem k omezenému prostoru tǐstěného č́ısla bylo nutné některé př́ıspěvky
zkrátit a vynechat větš́ı programy. Kompletńı př́ıspěvky s barevnými programy
najdete na webu témátka5, stejně jako autorská řešeńı hlavolamů.

Z teoretických př́ıspěvk̊u byly nejčastěǰśı ty popisuj́ıćı užitečné komponenty
pro operace jako nulováńı registru, sč́ıtáńı, přesun a koṕırováńı hodnot, násobeńı a
celoč́ıselné děleńı se zbytkem, ale i složitěǰśı, jako práce se zásobńıkem či mocniny.
Nı́že zveřejňujeme články od Dr.MM Mateje Lieskovského a Mgr.MM Václava Roz-
honě. Podobné př́ıspěvky nám zaslali též Doc.MM Aneta Št’astná, Doc.MM Markéta
Calábková, Jonáš Havelka a Bc.MM Otto Hollmann. Článek Mgr.MM Dominika Kra-
suly je zat́ım v př́ıpavě ke zveřejněńı.

Vzhledem k tomu, že většina z vás ve svých programech opakovaně použ́ıvala
komponenty pro sč́ıtáńı, koṕırováńı, násobeńı a tak podobně, inspirováni vašimi
podprogramy jsme rozš́ı̌rili FlatFox o daľśı operace a vznikl tak FlatFox++,
o kterém se rovněž dočtete ńıže. Na stránce témátka najdete též nové bodované
hlavolamy pro FlatFox++.

S větš́ı silou jazyka se nab́ıźı i daľśı a zaj́ımavěǰśı aplikace, problémy, rozš́ı̌reńı
a otázky (několik jich najdete pod popisem FlatFoxu++). Budeme se na ně těšit
ve vašich př́ıspěvćıch!

FlatFox++

FlatFox++ je dvourozměrný jazyk zpětně kompatibilńı s FlatFoxem. Přibývaj́ı
hlavně nové instrukce pro efektivněǰśı operace s č́ısly a jedna instrukce pro laděńı

5http://mam.mff.cuni.cz/flatfox
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programů. Ve většině nových instrukćı má červený registr R speciálńı roli tak-
zvaného akumulátoru, všechny nové instrukce ho použ́ıvaj́ı jako jeden z operand̊u.
Dı́ky tomu stač́ı méně nových instrukćı, ale nelze tak např́ıklad př́ımo seč́ıst re-
gistry G a B.

• o – Tato instrukce pozastav́ı prováděńı programu, třeba za účelem laděńı
a inspekce. Rychlou simulaci programu je pak možné obnovit nebo třeba
pokračovat krokováńım. Při vyhodnocováńı hlavolamů se pole chová jako
prázdné. Tuto instrukci inspirovaly návrhy Dr.MM Mateje Lieskovského a
Mgr.MM Václava Rozhoně.

• R0, G0, B0, C0, M0, Y0 – Tyto instrukce př́ımo vynuluj́ı daný registr.

• GA, BA, CA, MA, YA – Přičteńı (Add) hodnoty k registru R, hodnota zdro-
jového registru se nezměńı.

• GS, BS, CS, MS, YS – Odečteńı (Substract) hodnoty od registru R, hod-
nota zdrojového registru se nezměńı, pokud by mělo vyj́ıt záporné č́ıslo,
výsledkem bude R=0.

• GM, BM, CM, MM, YM – Vynásobeńı (Multiply) registru R jiným registrem.

• GD, BD, CD, MD, YD – Vyděleńı (Divide) registru R jiným registrem se
zbytkem. V registru R bude zbytek po děleńı (jako bychom od něj opakovaně
odeč́ıtali, dokud je to možné), ve druhém registru pak pod́ıl.

• GL, BL, CL, ML, YL – Zkoṕırováńı (Load) hodnoty registru R do jiného
registru. Hodnota registru R se nezměńı.

Tyto operace určitě drasticky sńıž́ı počet krok̊u (nebo též časovou složitost)
r̊uzných operaćı. Nab́ıźı se ale otázka, kterých a jak moc. Jak byste upravili pro-
gramy své či ostatńıch a jakého zrychleńı by tak šlo dosáhnout? Co soud́ıte o volbě
právě tohoto typu rozš́ı̌reńı, jaké to má výhody a nevýhody a proč? A jaká daľśı
zlepšeńı FlatFoxu++ byste navrhli?

Na webu už vás čeká vylepšený interpret spolu s trochu těžš́ı dávkou online
úloh pro FlatFox++. Jedńım z témat úloh je vztah složitosti přič́ıtáńı 1, sč́ıtáńı
a násobeńı.

Zat́ımco si mnoźı všimli, že násobit a × b nebylo možné rychleji než řádově
a× b kroky, násobit a× b s pomoćı nových instrukćı sč́ıtáńı apod. ale bez použit́ı
instrukćı pro násobeńı a děleńı lze o dost rychleji než v řádově min{a, b} kroćıch.
Jak na to?

Dı́ky za všechny zaj́ımavé př́ıspěvky a těš́ım se na vaše daľśı nápady, reakce,
konstrukce, řešeńı a komentáře!

Tomáš



XX/3 13

FlatFox (16b)
Dr.MM Matej Lieskovský

Když jsem dostal tento programovaćı jazyk, chvilku jsem si s ńım hrál a pak
jsem si položil jednoduchou otázku:

”
Co všechno to umı́?“ Takový hezký základ

by bylo dokázat, že je FlatFox Turingovsky úplný. A to se nejlépe dokazuje od-
simulováńım Turingova stroje. Jelikož to neńı úplně triviálńı, nejdř́ıve si vyrob́ım
několik základńıch součástek, které pak budu moct použ́ıt (nejen) v Turingově
stroji.

Pokud možno, tak hlava bude vstupovat do komponenty levým horńım rohem
a opouštět ji levým dolńım rohem. T́ım doćıĺıme snadněǰśıho řetězeńı operaćı.

Koṕırováńı hodnoty (též
do v́ıce registr̊u).

Vynulováńı registru.

R R RR G B

Pro násobeńı konstantou přidáme v přesunu daľśı pluska.

Celoč́ıselné děleńı konstantou, at’ už jako modulo konstanta (vynecháme G+),
děleńı beze zbytku (vynecháme B+) nebo divmod:

R R R R R

RG

B B

Jelikož umı́me přesouvat mezi registry, můžeme nadefinovat in-place operace,
které ale potřebuj́ı pomocné registry. T́ım se hezky dostáváme k pokročileǰśı
správě registr̊u. FlatFox má jenom 6 registr̊u. Pokud chceme z jednoduchých
funkćı poskládat větš́ı program, muśıme se ujistit, že nám bude 6 registr̊u stačit.
Jednoduché instrukce si vystač́ı s 2–3 registry, ale co když chceme mı́t např́ıklad 10
proměnných? Elegantńım řešeńım by bylo poskládat několik registr̊u do jednoho.

Zásobńık

Nejdř́ıve si vyrobme z jednoho registru zásobńık. Do zásobńıku bude sice
možné ukládat pouze č́ısla od 0 do n − 1, ale výměnou se nám do něj vejde
těchto č́ısel libovolně mnoho.

V ukázce je R prvek, G manipulačńı prostor a B samotný zásobńık. Č́ıslo n
je pevně nakódované do toho, jakou konstantou násob́ım nebo děĺım B. Ukázka
použ́ıvá n = 2.
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B BB G

B B B

BG

R

G=B div 2

R=B mod 2

B=0

G GG B
B=G

G=0

R RR B
B=B+R

R=0

G=B

B=0

G GG BB
B=2*G

G=0

Push(R) Pop(R)

Celý princip je hezky vidět, pokud si představ́ıme, jak bude č́ıslo v B vypadat
v soustavě o základu n. Nové prvky jsou pak jen cifry připsané na konec tohoto
č́ısla.

Pozn. red.: Z článku jsme vynechali program, který slož́ı binárńı zápisy dvou
č́ısel do jednoho registru a pak jej rozlož́ı na p̊uvodńı hodnoty. Najdete ho na webu
témátka, stejně jako barevný a přehledněǰśı obrázek Turingova stroje prezento-
vaného ńı̌ze.

T́ımto konč́ı můj prvńı soupis podprogramů ve FlatFoxu. Pro stavbu Turingova
stroje máme již všechny potřebné součástky, dejme se tedy do jeho stavby. Pozn.:
Uvedené programy nejsou optimalizovány, snažil jsem se sṕı̌se o čitelnost.

Turingův stroj

Turing̊uv stroj je teoretický model poč́ıtače popsaný Alanem Turingem v roce
1936. Je vybaven nekonečnou páskou rozdělenou na poĺıčka, kde v každém poĺıčku
je zapsán jeden znak z nějaké předem zvolené abecedy, která je konečná a obsahuje
mezeru. Nad páskou se pohybuje hlava, která umı́ přeč́ıst znak zapsaný v poĺıčku
pod ńı a př́ıpadně jej i přepsat na jiný. Činnost stroje ovládá ř́ıd́ıćı jednotka, která
se vždy nacháźı v jednom z konečného počtu stav̊u. Program je kromě abecedy a
seznamu stav̊u definován rozhodovaćı tabulkou, která pro každou kombinaci stavu
a znaku pod hlavou urč́ı, zda a na jaký znak má být poĺıčko pod hlavou přepsáno,
zda a kterým směrem se má hlava posunout o jedno poĺıčko a do kterého stavu
se má ř́ıd́ıćı jednotka přepnout.

Navzdory své jednoduchosti je Turing̊uv stroj schopen modelovat jakýkoliv
algoritmus. Pokud by se někdo chtěl dovědět o Turingově stroji v́ıce, doporučuju
přeč́ıst si prvńı část letošńıho seriálu Korespondenčńıho Semináře z Programováńı,
která je dostupná na http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/26/tasks1.html#task8.

Představme si Turing̊uv stroj s abecedou o velikosti a a počtem stav̊u s.
Nejdř́ıve postav́ıme tu nekonečnou pásku se čtećı hlavou. Pole aktuálně pod čtećı
hlavou bude v registru G, páska před hlavou R, páska za hlavou B, kde R a B bu-
dou zásobńıky s n = s. Posun pásky budou zařizovat dva bloky, jeden pro posun
dopředu a druhý pro posun dozadu. Posun dopředu provedeme PushB(G) a pak
G=PopR(), pro posun dozadu zaměnit R a B.



XX/3 15
@

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

>
.

.
>

.
v

.
<

.
.

<
.

.
.

.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

>
M
^

B
+

M
-

M
^

<
.

>
M
^

M
-

R
+

M
^

<
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

>
G
+

>
G
+

>
G
+

>
^

.
^

<
G
+

<
G
+

<
G
+

<
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
v

B
^

B
-

B
^

B
-

B
^

B
-

B
^

<
.

>
R
^

R
-

R
^

R
-

R
^

R
-

R
^

v

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

B
-

M
+

.
.

.
.

.
^

.
^

.
.

.
.

.
M
+

R
-

<

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

.
.

>
^

.
^

<
.

.
<

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

>
G
^

R
+

G
-

G
^

<
.

>
G
^

G
-

B
+

G
^

<
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

>
.

.
.

.
.

>
^

.
^

<
.

.
.

.
.

<
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

M
^

R
+

R
+

R
+

R
+

M
-

M
^

<
.

>
M
^

M
-

B
+

B
+

B
+

B
+

M
^

<

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

.
.

>
^

.
^

<
.

.
<

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

>
R
^

M
+

R
-

R
^

<
.

>
B
^

B
-

M
+

B
^

<
.

.
.

>
.

.
.

.
.

.
>

.
.

.
.

.
.

>
.

.
.

.
.

.
>

.
.

.
.

.
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

>
.

.
.

.
.

.
>

.
.

.
.

.
.

>
.

.
.

.
.

.
>

.
^

.
.

.
.

.
.

.
.

^
.

.
.

.
<

^
^

.
.

.
.

<
^

^
.

.
.

.
<

^
^

.
.

.
.

>
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

G
+

G
+

G
+

^
.

.
>

G
+

G
+

.
^

.
.

>
G
+

.
.

^
.

.
>

.
.

.
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.
^

.
.

.
<

.
.

^
.

.
.

<
.

.
^

.
.

.
<

.
.

^
C
+

C
+

C
+

<
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
.

G
-
.

.
.

G
^

.
.

G
-
.

.
.

G
^

.
C
<

.
.

.
.

.
.

.
.

.

^
.

.
.

.
>

^
^

.
.

.
.

<
^

^
.

.
.

.
>

^
^

.
.

.
.

#
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

G
+

G
+

G
+

^
.

.
>

G
+

G
+

G
+

^
.

.
>

G
+

.
.

^
.

.
>

.
.

.
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.
^

C
+

.
.

<
.

.
^

.
.

.
<

.
.

^
C
+

.
.

<
.

.
^

C
+

.
.

<
.

C
-

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.
.

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
C
<

.
.

.
.

.
.

.
.

.

^
.

.
.

.
>

^
^

.
.

.
.

>
^

^
.

.
.

.
<

^
^

.
.

.
.

#
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

G
+

G
+

G
+

^
.

.
>

G
+

G
+

.
^

.
.

>
G
+

G
+

G
+

^
.

.
>

.
.

.
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.
^

C
+

C
+

.
<

.
.

^
C
+

C
+

.
<

.
.

^
.

.
.

<
.

.
^

C
+

C
+

.
<

.
C
-

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.
.

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
C
<

.
.

.
.

.
.

.
.

.

^
.

.
.

.
>

^
^

.
.

.
.

>
^

^
.

.
.

.
>

^
^

.
.

.
.

#
^

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
>

.
.

.
^

.
.

>
.

.
.

^
.

.
>

.
.

.
^

.
.

>
.

.
.

^
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
^

C
+

C
+

C
+

<
.

.
^

C
+

C
+

.
<

.
.

^
C
+

.
.

<
.

.
^

.
.

.
<

.
C
-

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.
.

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
.

G
-

.
.

.
G
^

.
C
<

.
.

.
.

.
.

.
.

.

T
u

ri
n

g̊u
v

st
ro

j
ro

zh
od

u
j́ı

ćı
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A ted’ rozhodovaćı tabulka. Nejdř́ıve potřebujeme vědět, jak bude vypadat
jedna buňka. Buňka muśı být schopná nastavit libovolný stav a zapsat libovolný
znak – to určitě umı́me v prostoru o straně O(

√
sa) i bez nějakých pokročileǰśıch

trik̊u. Zda se má páska posunout doleva, nebo doprava bude určovat, zda buňku
opust́ıme podél jej́ı levé, nebo pravé hrany. V tabulce si tedy nejdř́ıve nalezneme
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řádek odpov́ıdaj́ıćı aktuálńımu stavu a pak sloupec odpov́ıdaj́ıćı aktuálńı hodnotě
v G – t́ım současně oboj́ı vynulujeme.

Pro ilustraci jsem sestavil Turing̊uv stroj, který kontroluje, zda je na pásce
stejný počet 1 a 2. Jo, je to ten nejjednodušš́ı Turing̊uv stroj, který mě napadl,
ale mysĺım, že princip konstrukce libovolného jednopáskového Turingova stroje
je zřejmý. Daľśım krokem by bylo sestrojeńı Univerzálńıho Turingova stroje (Tu-
ringova stroje, který na vstupu dostane popis jiného Turingova stroje a vstup,
na který má být tento stroj spuštěn), ale vzhledem k ńızké rychlosti FlatFoxu je
takový stroj neprakticky pomalý i pro triviálńı vstupy.

Abeceda je {0, 1, 2, 3}, kde 0 je mezera, 1 a 2 jsou znaky na vstupu a 3 je
speciálńı znak, kterým budeme přepisovat už použité znaky. Stavy jsou {0, 1, 2, 3},
kde 0 je počátečńı stav, ve kterém se čtećı hlava vždy přesune na začátek vstupu.
Pak stroj přejde do stavu 3, kdy budeme hledat 1 nebo 2, následně přejdeme do
odpov́ıdaj́ıćıho stavu, nalezneme znak opačný a ve stavu 0 se vrát́ıme na začátek.
Pokud algoritmus nějaký znak nenajde, skonč́ı a C bude indikovat, kterého znaku
je v́ıc. 0 znač́ı, že znak̊u bylo stejně.

FlatFox (14b)
Mgr.MM Václav Rozhoň

Pozn. red.: Mgr.MM Václav Rozhoň zaslal př́ıspěvek se součástkami dost po-
dobnými článku Dr.MM Mateje Lieskovského, některé podobné součástky jsme vy-
nechali. Celý článek si m̊užete přeč́ıst na webu, tam najdete i věťsinu program̊u,
které se nám svou velikost́ı už do č́ısla nevešly.

Základńı součástky

Pokusil jsem se o implementaci některých základńıch flatfoxových operaćı,
v zásadě jsem se držel zadáńı. Problém u výpočtu funkćı ve flatfoxu je samozřejmě
ten, že přič́ıtáńı jedniček čińı všechny postupy hrozně pomalými – pokud chci
vypoč́ıtat f(x), muśım udělat aspoň |f(x) − x| přičteńı nebo odečteńı jedniček,
což je třeba u mocnin dost zdlouhavé.

Všude poč́ıtám jen s funkcemi zab́ıraj́ıćımi konečně veliký prostor a s konečně
velkými registry (doufám, že se nerozcháźım se zadáńım).

Fibonnaciho č́ısla. Celkem pěkný př́ıklad na sč́ıtáńı jsou imho Fibonacciho
č́ısla. Potřebuju tři proměnné, ve kterých budu mı́t Fn, Fn+1 a nulu a budu
mezi nimi přelévat stylem (Fn, Fn+1, 0) → (Fn+2, 0, Fn+1) → (0, Fn+2, Fn+3) →
(Fn+3, Fn+4, 0) atd. a mezit́ım budu snižovat counter. Šlo by to sice jednodušeji
jako (Fn, Fn+1, 0)→ (Fn+2, 0, Fn+1)→ (Fn+1, Fn+2, 0) atd., ale to by bylo o trošku
pomaleǰśı.

Záporná č́ısla. Odč́ıtáńı (R-G) můžeme dělat podobně jako sč́ıtáńı s t́ım, že
v př́ıpadě, kdy se R vynuluje dř́ıv než G, do R po skončeńı cyklu přesuneme
zbytek G a pomocnou proměnnou Y nastav́ıme na 1.
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Samozřejmě bychom tu jedničku mohli zkomprimovat jako posledńı č́ıslici R
a zbytek č́ısla posunout o 1 doleva, nicméně by to bylo výrazně pomaleǰśı a
pracněǰśı – znaménko bychom testovali jako zbytek po děleńı dvěma a při nějakém
poč́ıtáńı bychom se pak podle znaménka rozhodli, jakou operaci vlastně chceme
udělat (sč́ıtáńı/odč́ıtáńı) a po jej́ım provedeńı zase přilepili znaménko. Nakonec
by asi bylo celkem dlouhé rozmyslet všechny možné př́ıklady sč́ıtáńı/odč́ıtáńı
kladných/záporných č́ısel.

Největš́ı společný dělitel. Vzhledem k tomu, že umı́me pouze odč́ıtat jed-
ničky, budeme prostě odč́ıtat menš́ı č́ıslo od větš́ıho, dokud obě nebudou stejná.
Na to kromě dvou vstupńıch proměnných potřebujeme i jednu pomocnou, do
které si budeme ukládat odč́ıtané č́ıslo. Nav́ıc ještě muśıme vyřešit př́ıpady, kdy
jedno z č́ısel bude nula. Asymptoticky to bude trvat O(a+ b) = O(max(a, b)), což
lépe nejde, protože obě č́ısla muśım vynulovat, abych aspoň zjistil jak jsou velká
(můj program by šel vylepšit, kdybych vedle sebe postavil několik stejných cykl̊u
jako ten, který použ́ıvám, jen v jiné barevné permutaci, a pak mezi nimi r̊uzně
přecházel, než abych po každém cyklu přeléval registr B do R nebo G). Výsledek
je v B, R a G jsou vynulovány.

Násobeńı. Na násobeńı a ·b už potřebujeme čtyři proměnné. Operace vypadá
tak, že přič́ıtám a do výsledné proměnné a snižuju counter b při každém cyklu
o 1. Abych si ale a zapomatoval, muśım si jej současně uložit do nějaké jiné
proměnné, mám tedy dvě proměnné mezi kterými přelévám a a dva odpov́ıdaj́ıćı
cykly – každý pro jednu proměnnou (na mı́sto by bylo úsporněǰśı mı́t jenom jeden
přič́ıtaćı cyklus, po kterém bych si do prvńı pomocné proměnné nalil a z té druhé
a pak cyklus začal znovu, nicméně by to bylo trochu časově náročněǰśı).

Testováńı prvoč́ıselnosti

Nejlepš́ı mně známý 100% spolehlivý algoritmus na otestováńı prvoč́ıselnosti
č́ısla N je prostě vźıt všechna prvoč́ısla od 2 do

√
N a vymodulit jimi N . Těchto

prvoč́ısel bude asymptoticky něco jako O(
√
N/ logN), což znamená, že teoreticky

nemuśıme testovat všechna č́ısla od 1 do
√
N , takže by složitost byla O(N

√
N), ale

třeba bychom mohli udělat nějaké Eratosthenovo śıto v čase O(
√
N · log logN) a

pak testovat pouze prvoč́ısla; nicméně nev́ım, jak by se tohle dalo implementovat,
takže ve svém programu pouze tupě testuji všechna č́ısla od 1 do

√
N . Moduleńı

trvá O(N) krok̊u, protože z N muśıme odč́ıtat až na nulu. Asymptotická složitost
je pak O(N ·

√
N).

Ještě předt́ım ale muśıme vypoč́ıst odmocninu z N . Naštěst́ı neńı potřeba
nějaký extra přesný nebo extra rychlý odhad, můžu např́ıklad vźıt jedničku,
přič́ıtat k ńı 1 a d́ıvat se, jestli druhá mocnina neńı větš́ı než N . Takhle do-
stanu nejlepš́ı možný celoč́ıselný horńı odhad

√
N ; v i-tém kroku mě mocněńı

stoj́ı O(i2) a porovnáváńı s N to samé (i2 je menš́ı nebo cca stejné), celkově mě
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tedy nalezeńı odmocniny stoj́ı

O

√N∑
i=1

i2

 = O

(
1

6

(
2
√
N

3
+ 3
√
N

2
+
√
N
))

= O(N
√
N),

což nám celkovou složitost nezhorš́ı. Můžeme ale postupovat rychleji, když zase
začneme na jedničce, ale pak ji budeme násobit dvěma. Najdeme tak č́ıslo z in-
tervalu [

√
N, 2
√
N), které je určitě v O(

√
N). Časová složitost je pak

O

 1
2 logN∑
i=0

(2i)2

 = O

 1
2 logN∑
i=0

4i

 = O
(

4
1
2 logN

)
= O(N).

Takhle to v programu dělám já. Pokud bychom pak odhad chtěli ještě upřesnit,
mohli bychom dále použ́ıt p̊uleńı intervalu, což by trvalo řádově logN krok̊u,
z nich každý by zabral O(N), takže celkem asi tak O(N logN) času.

V druhé části pak jen moduĺıme č́ım dál vyšš́ım č́ıslem (když začneme s menš́ımi
č́ısly, tj. od 2, tak program obecně skonč́ı dř́ıv) a snižujeme counter. Pokud je č́ıslo
složené, najdeme ještě nav́ıc jeho nejmenš́ı dělitel (krom 1). Ačkoliv má program
složitost O(N

√
N), pokud předpokládáme náhodné č́ıslo, je v pr̊uměru o něco

rychleǰśı.
V moj́ı implementaci odhadnu č́ıslo z intervalu [

√
N, 2
√
N) (vlevo nahoře) a

pak moduĺım (vpravo dole); na obě části potřebuju pět proměnných.

Návrhy

Přidal bych barvičky – u programu můžeme měřit na kolik barviček jej dáme,
at’ už máme k dispozici šest nebo deset barviček.

Hodilo by se udělat barvy trochu v́ıc kontrastńımi – v samotném programu
vypadá červená jako r̊užová, zelená jako tyrkysová a modrá jako šedá (ale nev́ım,
do jaké mı́ry je to jen mým monitorem).

Celkem by se hodilo umět volat funkci, umožńı to dělat větš́ı a hezč́ı programy.
Mysĺım, že by mohla být užitečná funkce, která robota zastav́ı do stisku

klávesy/kliknut́ı myši někam. Třeba program na testováńı prvoč́ısla by se pak
snadno předělala na program postupně vypisuj́ıćı jeho dělitele.
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Výsledková listina 1. č́ısla
Úlohy

Poř. Jméno R.
∑

−1 r1 r2 r3 r4 t1 t2 t3
∑

0

∑
1

1. Mgr.MM D. Krasula 1. 27 3 3 2 3 4 2 10 27 27

2. Mgr.MM V. Rozhoň 3. 21 3 4 14 21 21

3. Doc.MM M. Calábková 3. 103 3 3 4 5 5 20 20

4. Mgr.MM P. Souček 2. 29 3 3 5 7 18 18

5. Bc.MM O. Hollmann 4. 17 2 3 3 3 6 17 17

6.–7. Dr.MM M. Lieskovský 4. 83 16 16 16

Bc.MM L. Studená 4. 16 3 2 2 3 6 16 16

8. Doc.MM A. Št’astná 4. 103 3 3 6 2 14 14

9. Dr.MM P. Nácovský 3. 50 3 3 2 5 13 13

10. Bc.MM V. Bartovic 2. 11 2 1 3 1 4 11 11

11. Bc.MM A. Teichmann 4. 18 3 3 3 9 9

12.–13. Mgr.MM J. Kušńır 3. 49 0 2 3 3 8 8

A. K. Lesna 1. 8 0 2 3 2 1 8 8

14. T. Paliesek 2. 7 2 3 2 7 7

15.–18. J. Havelka 1. 6 3 1 2 6 6

Mgr.MM L. Langerová 3. 42 2 2 2 6 6

D. Tanglová 1. 6 0 1 5 6 6

J. Václavek 2. 6 2 2 2 6 6

19.–21. J. Lǐska 2. 5 1 3 1 5 5

J. Nosková 4. 5 0 0 1 1 3 5 5

A. Šedová 2. 5 2 1 2 5 5

22.–24. R. Hlavinka 2. 4 1 1 1 1 4 4

Mgr.MM M. Poljak 2. 38 4 4 4

J. Stanovský 2. 4 2 1 1 4 4

25.–30. D. Dimitrov 3. 3 0 3 3 3

Dr.MM F. Homza 4. 90 3 3 3

Dr.MM A. Hrušková 4. 59 3 3 3

K. Kolář 2. 6 3 3 3

J. Škvára 3. 6 3 3 3

Dr.MM P. Vincena 3. 61 3 3 3

31.–34. Bc.MM J. Dittrich 2. 14 2 2 2

Doc.MM J. Kadlec 3. 100 2 2 2

Mgr.MM V. Skoupý 4. 44 2 2 2

Bc.MM M. Šafek 3. 14 2 2 2

35.–37. Bc.MM K. Ilievová 3. 12 1 1 1

V. Václav́ık 4. 9 1 1 1



20

Úlohy

Poř. Jméno R.
∑

−1 r1 r2 r3 r4 t1 t2 t3
∑

0

∑
1

F. Zaj́ıc 1. 1 1 1 1

38.–40. Mgr.MM J. Cerman 2. 33 0 0 0

Bc.MM D. Macháčová 4. 16 0 0 0

M. Müller 4. 0 0 0 0

Sloupeček
∑

−1 je součet všech bod̊u źıskaných v našem semináři,
∑

0 je součet bod̊u
v aktuálńı sérii a

∑
1 součet všech bod̊u v tomto ročńıku. Tituly uvedené v předchoźım

textu slouž́ı pouze pro účely M&M

S obsahem časopisu M&M je možné nakládat dle licence Creative Commons Attribu-
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organizátoři M&M.
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