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Casopis MEM a stejnojmenny korespondenéni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimagji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
Skolniho roku dostdvaji Tesitelé zdarma ¢isla se zaddnim uloh a témat
k premysleni. Svd teSeni odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpét. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.



Zadani uloh

Termin odeslani tieti série: 13. 1. 2014

Ledni medvéd Barulkos si zamyslené prohrdbl srst na hlavé a prekulil se na
druhy bok. Obdobi zimniho spdnku uZ ddvno zacalo, ale on ne a ne usnout. Moznd
by mohl navstivit jednoho ze svijch kamarddi a zjistit, jestli taky nemaji potize
se spanim. Kdyby si ovsem pamatoval, kde bydli... Ale moment! Vidyt md prece
vzadu v kouté vyrytou do ledu mapu!

Uloha 3.1 — Ledni mapa (4b)

Na mapé (nekonecéné roving) jsou vyznaceny piibytky medvédu. Pro kazdy z nich
plati, ze v jeho okoli se nachazi pravé tii dalsi doupata ve vzdalenosti mensi nez
5 km. Kolik miize byt na mapé doupat?!

Barulkos se vyvalil z pelechu, vyklepal ze svého ledniho koZichu ledni blechy a
vydal se k nejblizsimu sousedovi — svému kamarddu Valibukovi. Po cesté ho vsak
zastthnul radny hlad, o tak bez wvelkého premysleni prorazil diru v ledu a zacal
chytat ryby.

Uloha 3.2 — Rybateni (3b)

Zkouseli jste nékdy chytat ryby holyma rukama? Neni to viibec jednoduché ...
mj. proto, ze ryba se nachazi blize a hloubéji, nez ji vidime. Jak velka je odchylka
zdanlivé polohy ryby od té skute¢né? Jako bonus se muzete zamyslet nad tim,
jakou nepfesnost vnesou do urceni polohy ryby nerovnosti hladiny.

Poté co se nagedl, dorazil konecné k Valibukovi, ktery také nemohl najit polohu
pro poradny zimni spanek. Zasedli spolu k sdlku ledového caje a zacali probirat
posledni velky medvédi sraz, kterého se oba zucastnili. Takovy medvédi sraz je
velmi formdlni zdleZitost. Medvédi si potrpi na protokol a tak maji organizdtor
vzdy velké starosti s jejich rozdélenim do skupin.

Uloha 3.3 — Organizace skupinek (4b)

Ve skupiné 30 medveédu se kazdy znd s alespon 10 dalsimi (tento vztah je vzajemny).
Je mozné je rozdélit do 2 az 3 ¢lennych skupinek tak, aby kazdy ve své skupince
nékoho znal?

Kdyz dopili ¢aj, dostali chut jesté na néco malého k snédku a Valibuk vyhrabal
v Tohu rohu své ledové jeskyné tuplné zmrzlou pizzu — presné tak, jak to maji ledni

1Ptame se na viechny mozné poéty, ne jen na pifklad jednoho takového poéctu.
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medvédi nejradéji. A pokud by vds snad zajimalo, kde medvédi berou pizzu a ledovy
caj. .. Nu, Teknéme, Ze tomu, kdo jim je prinesl, uZ tyhle véci chybét nebudou.

Uloha 3.4 — Hra na hamouna (2b)

Pizza, kterou Valibuk s Barulkosem rozbalili, je nafezand na 8 dilka. Dilky vsak
jsou nafezané nerovnomérné?, a tak nenf snadné pizzu rozdélit. Dohodli se proto
na nasledujicim postupu. Zaéne Valibuk a vybere si libovolny dilek pizzy. Potom se
ve vybirani stiidaji, ale vzdy musi zvolit jeden z dilk sousednich s uz vyjedenou
oblasti. A samoziejmé se oba snazi ziskat pizzy co nejvic. Dokazte, Zze existuje
strategie, pfi které Valibuk ziska alespon polovinu pizzy.

Po dobrém jidle se oba rozvalili na zdda a oddychovali, aZ se jim pomalu zacaly
klizit oci. Ledovy strop ledové jeskyné se medvédim rozplynul pied ocima a na-
hradily jej vzpominky na posledni poldrni den.

Uloha 3.5 — Riki (2b)

Zkuste na papir zachytit Rikiho® vSedni den, &i zavzpominat na jeho prazdninova
dobrodruzstvi. Nejhezcéi obrazky otiskneme v nékterém z dalsich cisel.

2Pizza tedy vypadd jako kruh s osmi vyse¢emi, fezy jdou jen od stfedu na okraj.
3Riki je n4s maskot, 1isdk, kterého potkdvéte na ilustracich v kazdém &isle.



ReSeni uloh

Uloha 1.1 — Ping-pongovy turnaj (3b)

Zadani:

Turnaje ve stolnim tenise se zucastnilo dvakrdt vice divek neZ chlapcu. KazZdy
s kaZdym hrdl prdvé jeden zdpas, ktery mikdy neskoncil remizou. Pomér mezi
vighrami divek a vihrami chlapcu byl 7:5. Kolik hracu se turnaje mohlo zucastnit?

Reseni:

Oznatme pocet chlapci n. Pak celkovy pocet hracu je 3n. Celkovy pocet zapasi je
M, protoze kazdy z 3n hrac¢u hrél se vSemi ostatnimi a takto jsme zapocitali
kazdy zapas dvakrat. Protoze pomeér mezi vyhranymi zdpasy dévéat a chlapcu
mé byt 7:5, musi 12 | W, po tpravé dostaneme 8 | n(3n — 1). Protoze n a
(3n —1) maji rozdilnou paritu, tak bud’ 8 | n nebo 8 | (3n—1). Z toho dostdvame,
ze turnaje se mohlo zucastnit jediné 24k nebo 24k + 9 hracu, kde k € N.

Timto bohuzel vétsina feseni koncila. Zatim jsme ale ze zadani vyvodili pouze
néjakou podminku na pocet hricu, kterd ndm nezarucuje, ze turnaj s takovym
poctem hracu mohl probéhnout. Specidlné jsme podminku na pomér vyhranych
zépasu divek a chlapcu vyuzili jen k délitelnosti dvanacti. Zkuste si rozmyslet,
ze tfeba poméru 1:11 nedokazeme nikdy dosdhnout. Pokud hraji dva chlapci, je
jasné, ze vyhraje chlapec. Obdobné i pro divky. Musime tedy ukézat, Ze pocet
vyher chlapcii (resp. divek) je mensf nebo roven 2 (resp. 15) vSech odehranych
zapasu.

Pozadované nerovnosti staci roznasobit a platnost jednoduse vyplyne:

Chlapci:

n(n —1) < 5 3n(3n—1)
2 — 12 2
Pokud n = 0, nastane rovnost. Jinak je (33n — 3) i n kladné, a tedy nerovnost
plati.
Divky:

<(33n—3)n

2n(2n —1) < 7 3n(3n —1)
2 - 12 2
Nerovnost plati, protoze na pravé strané s¢itime dva nezdporné cCleny.

Tim jsme ukdazali, Ze turnaje se opravdu mohlo zucastnit 24k nebo 24k + 9
hraca (k € N).

<1512+ 3n

Martin
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Uloha 1.2 — Kyvajici se pFezka (3b)

Zadani:
Agent ¢. 7368 nasedl do vlaku a nasel si volné kupé. Na horni policku si odloZil
zavazadlo a pohodiné se usadil. KdyZ se vlak zacal rozjizdét, vsiml si, Ze popruh,
jenz md na konct prezku a ktery mu visi z batohu volné do prostoru, se zacal kyvat.
Jak se bude prezka pohybovat béhem rozjezdu s konstantnim zrychlenim a a béhem
jizdy, kdy se vlak pohybuje konstantni rychlosti v? Misto prezky a popruhu mizZete
wvaZovat matematické kyvadlo s hmotnosti m a délkou zdvésu l.

Reseni:

Jelikoz agent ¢.7368 sedi ve vlaku, rozebereme si chovani
prezky v neinercidlni soustavé, tj. soustavé spojené s vla-
kem, ne se zemi. Pfezku na popruhu si aproximujeme ma-
tematickym kyvadlem o délce zdvésu | a hmotnosti zavazi
(pfezky) m. Stoji-li vlak ve stanici, pfezka je viuéi pozorova-
teli v klidu (nepohybuje se) a visi svisle dolu, tj. ve sméru
piisobent tihové sily Fg. Pfi rozjfzdéni vlaku (a = konst.) n
prezku kromé tihové sﬂy FG a tahové sily zavésu F, pusob1
jesté setrvacna sila FS, pusobici proti sméru zrychleni vlaku
(obr.1). Vyslednice téchto tif sil musi byt nulova, jelikoz ky-
vadlo je vuéi pozorovateli v klidu. Piezka zistane vychylena
o uthel a od svislého sméru v roviné urcené F_'G a F_’; Uhel «
ur¢ime z podminky rovnovahy sil:

Obréazek 1

|Fs|  ma a
—ma_sg )

[Fo|  mg g

tana =

Pii pfechodu z a = konst. na v = konst. pfestane pusobit setrvacéng sila. Ky-
vadlo mé tendenci se dostat do rovnovazné polohy, kdy se vyrovna tihova sila a
tahova sila zaveésu, tj. a = 0, ¢imz dojde k rozkyvéani prezky. V aproximaci mate-
matického kyvadla, kdy se zanedbava odpor vzduchu pii pohybu kyvadla i tFeni
v zavésu, by se prezka do nekone¢na kyvala kolem vertikalni osy prochézejici bo-
dem uchyceni kyvadla se stejnou maximalni vychylkou « na obé strany a periodou
kmitani T = 27r\/§ . Uvéazime-li vliv odporu vzduchu, amplituda kmita se bude
postupné zmensovat, az kmity zcela zaniknou a ptezka bude opét nehybné viset
ve sméru tihové sily. P#i zpomalovani vlaku se prezka opét vychyli o tihel o dany
vztahem (1), avSak na opaénou stranu nez pfi zrychlovdni (ve sméru pusoben{
setrvacné sily, tj. proti sméru zrychleni vliaku).

Peta



Uloha 1.3 - Satky (3b)

Zadani:

Agent nosi kazdy den jeden z péti barevnijch Sdtki. Ustredi tajné sluzby poridi pri
preletu Spiondzni druZice jeden satelitni snimek, ze kterého poznd barvu Sdtku,
ktery md agent zrovna mna hlavé. Kvalita snimku ale neni moc velkd, a barvy
Satku jsou tak mezi sebou casteéné zaménitelné — kaZdé dvé barvy, které spolu
v obrdzku niZe sousedi, si spolu muzZou splést (zelend tedy mize byt na snimku
vidét jako Zlutozelend mebo modrozelend). Agent se za 10 dni snaZi prenést co
nejvice informace néjakym predem domluvengm kédem, coZ si miZeme predstavit
jako premeseni jednoho konkrétniho cisla z co nejvétsiho rozsahu. Naptiklad za
jeden den muze volbou ¢ervend nebo modrd prenést ¢islo z rozsahu 1-2. Ale jakiyj
postup je optimdlni pro vice dni, a jaky rozsah je tedy mozné za 10 dni prenést?

Reseni:

Nejprve si tlohu trochu preformulujme v fe¢i grafu, jako

treba graf zaménitelnych satku v zadani. Barvy budeme

oznacovat prvnimi pismenky jejich nézva (C, Z, Z, M, | zelend | |éervené|
Pro optimalni strategii na jeden den se agent miize | modra L,I fialova |

jen doptfedu domluvit, jakou podmnozinu barev satku
muze pouzit. Tato podmnoZina mé byt co nejvétsi, ale pritom nesmi byt satky
zameénitelné. Pravé mezi zaménitelnymi zpravami povede hrana.

I bez této tvahy je celkem jasné, ze za jediny den nemuze odeslat vice nez
jednu ze dvou ruznych zprav. Ale i tak miuzeme béhem 10 dnu odvysilat jednu
z 1024 zprév. Zvolme, ze F znamena 0 a Z znamend 1. Desetidenni zprava pak
odpovida deseticifernému ¢islu ve dvojkové soustavé, tedy jednomu ¢&islu z rozsahu
0...1023, téz 1 bit za den.

Jde to ale jesté 1épe, kdyz se zamyslime nad strategii pro dva dny. Uvazujme
vSechny dvojice (barva prvni den, barva druhy den) a jejich zaménitelnost. Napfi-
klad dvojice (C, Z) a (F, M) zaménit lze — pokud by prvni den pozorovali éerveno-
fialovou a druhy den modro-zelenou. Ale dvojice (C, Z) a (F, C) uz zaménit nelze
— zelenou a CGervenou druhy den si nikdy nespletou. Grafy zaménitelnosti barev
za jeden a dva dny jsou na obrazku, v obou pifipadech prerusované hrany jdouci
z obrazku pokracuji z druhé strany.

Takova tzv. nezdvisld mnoZina (tedy podmnozina vrcholt, mezi kterymi ne-
vede hrana) je tieba (F,F), (Z,M), (C,Z), (M,Z) a (Z,C), a ta je v tomto grafu
nejvetsi (vice dvojic uz nutné musi obsahovat zameénitelnou dvojici). To ndm déva
o dost lepsi vysledek — pokud si dvojice oc¢islujeme 0. ..4 a zapiSeme desetidenni
pozorovani jako péticiferné ¢islo v pétkové soustavé, preneseme libovolné ¢islo
v rozsahu 0...3124, coz téz muZzeme formulovat jako log,(3125)/10 = 1.16 bitu
za den.
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Mohli bychom podobné zkouset i grafy odpovidajici vice dntum najednou (tedy
takové tif- a vice-rozmérné zahusténé miizky), ale ukazuje se, Ze vice nez prumérné
1.16 biti za den neni mozné odvysilat a 3124 za 10 dnu je opravdu maximum.
Dokazat to je uz o néco slozitéjsi, ale velmi pékny a ¢itelny popis tzv. Shannonovy
kapacity grafu (kterou jsme tu vlastné pocitali) a ditkaz, ze ©(Cs) = v/5 a tedy
O(C2) = 5, najdete ve 12. kapitolce shornicku Sestndct miniatur od J. Matouska®.

Tomas

Uloha 1.4 — Betonova (3b)

Zadani:

Kdyz platime ucty za elektrinu, zajimd nds, kolik stoji jedna kilowatthodina ko-
run. Jak je to ale s betonovou ndroénosti vyroby elektiiny? Kolik metri krych-
lovijch pouzitého betonu pripadd na vyrobu jedné kilowatthodiny ruznymi zpusoby?
Vychdzi z tohoto pohledu nejlépe elektrdarna vétrnd, vodni, jadernd nebo jind? A co
kdyby nds zajimal celkovyj objem pouzitych materidli, nebo treba zastavénd plo-
cha? Své zavéry nezapomerite zduvodnit a uvést, odkud jste pro né cerpali data.
Iniciativé se meze nekladou, muzete si zaslouZit i bonusovy bod!

Reseni:

Jako ilustraéni pripad uvedeme vypocet betonové naroc¢nosti Jaderné elektrarny
Temelin. Na jejf vystavbu bylo pouzito cca 2060 000 m?® betonu [1]. Jeji celkovy in-
stalovany vykon ¢in{ 2000 MW [2]. Pocitame-li s tim, ze hustota pouzitého betonu
je zhruba 2500 kg.m~3 [3], vychéz{ ndm betonova néro¢nost Temelina na

2500kg.m =3 - 2060000 m?
2000000000 W

Ve skutecnosti ale neni tato hodnota presnd, protoze elektrdrna nepracuje
neustale na plny vykon. Nakolik je vyuzivan vykon energetického zdroje vyjadiuje
tzv. koeficient ro¢ntho vyuziti [4]. V pfipadé JE Temelin ¢ini tento koeficient
79,4 % [2]. Betonova naro¢nost Temelina je tedy

=258kg - W1

4http://kam.mff.cuni.cz/ matousek/la-appls.ps



2500kg - m~3 - 2060000 m3
2000000000 W - 0,794

Podivejme se nyni v porovnani na vétrné elektrarny. Po¢itame-li s vétrnou
elektrarnou, jejiz konstrukce je postavend predevsim na ocelovém sloupu (dnes uz
se za¢inaji rozméhat i sloupy betonové), spotfebujeme na zdklady jednoho sloupu
1104000kg betonu. Vétrna elektrdrna z naseho pifkladu ma vykon 2 MW [5] a
jeji koeficient roéniho vyuzit{ je 12,71 %. Jeji betonova narocnost pak vychdzi

=324kg- W1

1104000 kg
2000000W - 0,1271

Snadno nahlédneme, ze kdybychom nepocitali s koeficientem ro¢niho vyuziti,
vychézela by vétrna elektrarna na spotiebu betonu 1épe nez jaderna. Ve chvili,
kdy tento faktor zahrneme, je tomu pfesné naopak. Pokud bychom chtéli byt jesté
dukladnéjsi, mohli bychom zvazit napf. projektovanou zZivotnost jednotlivych typu
elektraren a také ji zahrnout do vypoctu.

=434kg- W1

[1] http://www.transportbeton.cz/jaderna-elektrarna-temelin.html

[2] http://cs.wikipedia.org/wiki/Jaderna elektrarna Temelin

[3] http://www.ebeton.cz/pojmy/hmotnost-betonu

[4] http://cs.wikipedia.org/wiki/Koeficient _rogniho_vyuziti

[5] http://www.csve.cz/clanky/betonovy-zaklad/305

[6) http://cs.wikipedia.org/wiki/V&trna elektrarna#.C3.9A.C4.8Dinnost

Slovo zavérem

Pokud provadime vyzkum na néjaké téma, je dulezité uvést zdroje, ze kterych
jsme Cerpali. Pokud uvedeme k jednomu tdaji vice nezavislych zdroju, je to je-
diné dobre. Pokud zadné relevantni zdroje nemame k dispozici, snazime se ale-
spoil svoje tvrzeni fadné podpofit argumenty a necucame si ¢isla z prstu. Je
dobré polozit si otdzku, co vSsechno muze ovliviiovat vysledek vypoctu a jak moc
(v nasem pifpadé napfi. koeficient roéniho vyuziti). Pokud jsme pfesvédéeni o tom,
ze muzeme néjaké vlivy zanedbat, mizeme to udélat, ale musime o tom ¢tenafe
zpravit a vysvétlit, pro¢ povazujeme dané vlivy za zanedbatelné.

Honza
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ReSeni témat

Téma 1 — Zobrazovani pocasi

V nesoustiedkovém terminu prvniho ¢isla dorazila feSeni Anety Lesné, Jany No-
skové a Bc.MM Vladimira Bartovice.

Aneta Lesna a Bc.MM Vladimir Bartovi¢ se zabyvali pouzitim §isky pro zob-
razeni pocasi. Bohuzel ani jeden z jejich prispévku neni psan jako souvisly text,
proto otiskujeme jejich shrnuti.

Oba zminuji, ze parametry §isky se mén{ s vlhkost{. Aneta Lesnd uvddi (krom
schliplosti, coz je velmi Spatné specifikovatelny parametr) i barvu a hmotnost,
a uvadi, ze tento postup byl v misté jejiho bydlisté aplikovan s presvédcivymi
vysledky, bohuzel ale tyto vysledky neuvadi, ani se na né nikam neodkazuje, takze
tomuto tvrzeni nemusime véfit. Vladimir Bartovi¢ navrhuje vyuziti zmén objemu
sisky, dédle navrhuje méreni objemu Archimédovou metodou, ale sim uznava, ze
ponofenim §isky do kapaliny zmén{ vlhkost v jejim okoli (a navic nds zajimd
spise objem obalovéhu utvaru §isky, nez objem samotného dieva — §iska roztahuje
Supinky, hmota samotnd se nijak vyrazné neroztahuje), nebo laserovy 3D ske-
ner, coz je pro zménu nedostupné v zdlesackych (domécich) podminkéch. Dokdze
nékdo pomoci nékteré z uvedenych veli¢in nakalibrovat sisku k méreni vlhkosti?

Oba se rovnéz zabyvaji popisem vétru. Uvadi, Ze narazy vétru se projevi tr-
havymi pohyby siSky. Aneta Lesné doporucuje dobie zvazit umisténi sisky, aby
rychlost a smér vétru nebyl ovlivnén okolnimi budovami ¢i krajinnymi ttvary.
Be.MM Viadimir Bartovié uvadi, ze ¢im vétsi bude rychlost vétru, tim vice se
vychyli provézek se §iskou ze svislé polohy. Tvrdi, ze jde o pifmou iméru (tedy
linedrn{ zdvislost rychlosti vétru na vychylce), ni¢im ale toto tvrzeni nepodporil.
Teoretické ¢i experimentalni ovéfeni ¢i vyvraceni tohoto tvrzeni je tedy ponechédno
nékomu dalsimu. Déle Be.™ Vladimir Bartovi¢ uvadi, ze maximéln{ zméfitelna
rychlost vétru je zavisld na hmotnosti Sisky a provazku. Dalsim tkolem je tedy
odvodit tuto zavislost. A je maximélni méfitelna rychlost ovlivnénd jesté nécim
jinym?

Vsichni zminéni se zabyvali jinymi zpusoby zobrazovani pocasi, nejpodrobnéjsi
popis podala Jana Noskova, proto vam pfinasime pfepis jejiho piispévku

Dalsi navrhy (3b)

Jana Noskovd

Domecek s pandckem a panenkou je zaloZzen na vldknu (napf. komiské zing),
které se krouti v zavislosti na vlhkosti vzduchu. Vldkno se tak natahuje nebo
smrituje a pohybuje figurkami. Panenka urcuje suché a jasné pocasi, pandcek
vlhko a destivo.

Vétrniky vyrobené z lehkého nylonu reaguji na velmi slaby vanek, proto jsou
mnohem citlivéjsi, nez vétrniky z plastu nebo plechu. Vétrnik neukazuje silu vétru.
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Korouhve na strechach, napf. ve tvaru kohouta s ukazatelem svétovych stran, jsou
dokonale vyvazené, takze se mohou snadno pohybovat kolem své osy. Pti vétru
se otaci a Sipka ukazuje smér vétru na smérovkach.

Kromé jiz uvedenych zpusobu lze predpovidat pocasi jesté pomoci mraku:
ranni ervanky predpovidaji dést, vecerni naopak jasné pocasi. Znamé je rovnéz
predpovidani pocasi podle chovani zvitat a rostlin. Pokud ma byt pékné, tak
vlastovky létaji vysoko, pavouci tkaji sité a hmyz se roji; pokud ma byt destivo,
tak zizaly vylézaji na povrch, vlastovky létaji nizko, nékteré rostliny zaviraji kvéty,
a starsi lidi boli klouby.

Tento piispévek pfinasi nékteré otazky, jimiz se muzete déile zabyvat: Jaka
vlakna reaguji na vlhkost, které byste si vybrali do svého vlastnitho domecku? Vy-
robi nékdo domecek s panackem a panenkou? Skutecné vétrnik nedokaze alespon
orienta¢né zobrazit silu vétru? Nedalo by se to prece jen néjak udélat? Navrhne
nékdo dokonale vyvazenou korouhev lisdka Rikiho? Pro¢ se zvifata a rostliny cho-
vaji tak, jak se chovaji? Klouby zatim pomineme... Na jaky méfitelny parametr
pocasi reaguji?

Jak vidite, doslé piispevky pFinasi vic otdzek nez odpovédi. Cekd néas jeste
spousta badéani, aby nezustaly nezodpovézeny.

Zuzka

Téma 2 — Kozy

V terminu po soustiedéni ptisly dalsi ptispévky, za které dékujeme. Vymysleli jste
dalsi zajimavé ttvary, které muzete nalézt na webu.

Doc.M™ Aneta Stastns poslala formalizaci problému a naucila nés, jak situ-
aci na louce popsat bez kresleni obrazku. Pokud budete posilat dalsi piispévky
zapsané pomoci této formalizace nebo jeji modifikace, ulehéite tim sobé i nam
pochopeni vagich myslenek.

Formalizace (2b)
Doc.MM Aneta Stastnd

Povolené prostiedky jsou ocka na zatluéenych kulech, kul se dvéma oky, lano
privazané k oku, dalsimu lanu nebo koze a koza samotnda. Pro kazdou véc si
muzeme zavést oznaceni (N je pfirozené ¢islo, A znak abecedy):

e zatlucéeny kul — kN, napft. k3,
e koza — Z,
e kil se dvéma oky — KN (prvn{ bod, druhy bod, délka), napf. K1(k3, Z, 5 m),

e lano — LN (prvni bod, druhy bod, délka), napt. L1(k1, k2), L2(k1, Z, 3 m),
L3(L1, Z, 2 m),
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e pomocny bod — pNV,

Déle bychom meéli zavést vzajemnou polohu prvku, definovanou vzdalenosti,
piipadné souradnicemi nebo geometrickym vztahem. Zde muzeme pfevzit mate-
matické znaceni:

e vzdédlenost — |prvnf prvek, druhy prvek]|

e kolmost — L1 1 L2, pro jednodussi textové zpracovani L1 T L2
e rovnobéznost — L1 || L2

e soufadnice — k1[2, 3]

e nilezi — pl € L2 (lano vede nad bodem pl)
xlfd

Téma 3 — FlatFox

K tématu FlatFox od vés pfislo celkem osm piispévku, a to jak feSeni online hlavo-
lam1, tak rizné teoretické uivahy, uzite¢né podprogramy a nivrhy na vylepseni.
Vzhledem k omezenému prostoru tisténého ¢isla bylo nutné nékteré piispévky
zkratit a vynechat vétsi programy. Kompletni piispévky s barevnymi programy
najdete na webu tématka®, stejné jako autorskd feseni hlavolamii.

7 teoretickych prispévku byly nejcastéjsi ty popisujici uzite¢né komponenty
pro operace jako nulovani registru, s¢itani, presun a kopirovani hodnot, nasobeni a
Nize zveiejiiujeme ¢lanky od Dr.MM Mateje Lieskovského a Mgr.MM Viclava Roz-
honé. Podobné pifspévky nam zaslali téz Doc.MM Aneta Stastna, Doc.MM Markéta
Calabkova, Jonas Havelka a Be.MM Otto Hollmann. Clének Mgr.M Dominika Kra-
suly je zatim v pripavé ke zvefejnéni.

Vzhledem k tomu, ze vétSina z vas ve svych programech opakované pouzivala
komponenty pro s¢itani, kopirovani, nasobeni a tak podobné, inspirovani va§imi
podprogramy jsme rozsitili FlatFox o dalsi operace a vznikl tak FlatFox-++,
o kterém se rovnéz doctete nize. Na strance tématka najdete téz nové bodované
hlavolamy pro FlatFox++.

S vétsi silou jazyka se nabizi i dalsi a zajimavéjsi aplikace, problémy, rozsiteni
a otdzky (nékolik jich najdete pod popisem FlatFoxu++). Budeme se na né tésit
ve vaSich prispévcich!

FlatFox-++

FlatFox++ je dvourozmérny jazyk zpétné kompatibilni s FlatFoxem. P¥ibyvaji
hlavné nové instrukce pro efektivnéjsi operace s ¢isly a jedna instrukce pro ladéni

Shttp://mam.mff.cuni.cz/flatfox
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programu. Ve vétsiné novych instrukci ma Cerveny registr R specialni roli tak-
zvaného akumauldtoru, véechny nové instrukce ho pouzivaji jako jeden z operandui.
Diky tomu sta¢i méné novych instrukci, ale nelze tak napiiklad pfimo secist re-
gistry G a B.

e o — Tato instrukce pozastavi provadéni programu, tieba za ucelem ladéni
a inspekce. Rychlou simulaci programu je pak mozné obnovit nebo tieba
pokracovat krokovanim. Pii vyhodnocovani hlavolamu se pole chova jako
prazdné. Tuto instrukei inspirovaly navrhy Dr.MM Mateje Lieskovského a
Mgr.MV Viclava Rozhoné.

e RO, GO, BO, CO, MO, YO — Tyto instrukce pifimo vynuluji dany registr.

e GA, BA, CA, MA, YA — Piicteni (Add) hodnoty k registru R, hodnota zdro-
jového registru se nezmeéni.

e GS, BS, CS, MS, YS — Odecten{ (Substract) hodnoty od registru R, hod-
nota zdrojového registru se nezméni, pokud by mélo vyjit zdporné c¢islo,
vysledkem bude R=0.

e GM, BM, CM, MM, YM - Vyndsobeni (Multiply) registru R jinym registrem.

e GD, BD, CD, MD, YD — Vydéleni (Divide) registru R jinym registrem se
zbytkem. V registru R bude zbytek po déleni (jako bychom od néj opakované
odecitali, dokud je to mozné), ve druhém registru pak podil.

e GL, BL, CL, ML, YL — Zkopirovan{ (Load) hodnoty registru R do jiného
registru. Hodnota registru R se nezméni.

Tyto operace urcité drasticky sniz{ pocet kroku (nebo téz casovou sloZitost)
ruznych operaci. Nabizi se ale otdzka, kterych a jak moc. Jak byste upravili pro-
gramy své ¢i ostatnich a jakého zrychleni by tak slo dosahnout? Co soudite o volbé
pravé tohoto typu rozsiteni, jaké to ma vyhody a nevyhody a proc¢? A jaka dalsi
zlepseni FlatFoxu++ byste navrhli?

Na webu uz vas ¢ekd vylepSeny interpret spolu s trochu tézsi davkou online
dloh pro FlatFox++. Jednim z témat tloh je vztah slozitosti pfi¢itani 1, séitani
a nasobeni.

Zatimco si mnozi v§imli, Ze nésobit a X b nebylo mozné rychleji nez radové
a x b kroky, nasobit a X b s pomoci novych instrukeci s¢itani apod. ale bez pouziti
instrukei pro ndsobeni a déleni lze o dost rychleji nez v fddové min{a, b} krocich.
Jak na to?

Diky za vsechny zajimavé prispévky a tésim se na vaSe dalsi ndpady, reakce,
konstrukce, Teseni a komentdre!

Tomds
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FlatFox (16b)
Dr.MV Matej Lieskovsky

Kdyz jsem dostal tento programovaci jazyk, chvilku jsem si s nim hral a pak
jsem si polozil jednoduchou otdzku: ,Co v8echno to umi?“ Takovy hezky zaklad
by bylo dokazat, ze je FlatFox Turingovsky tdplny. A to se nejlépe dokazuje od-
simulovanim Turingova stroje. Jelikoz to neni plné trivialni, nejdiive si vyrobim
nékolik zdkladnich soucdstek, které pak budu moct pouzit (nejen) v Turingove
stroji.

Pokud mozno, tak hlava bude vstupovat do komponenty levym hornim rohem
a opoustét ji levym dolnim rohem. Tim docilime snadnéjsiho retézeni operaci.

| |
R B By B[S B [y [=
‘ - l - -
T T
Vynulovani registru. Kopirovani hodnoty (téz

do vice registrt).

Pro nasobeni konstantou pfidame v presunu dalsi pluska.
Celociselné déleni konstantou, at uz jako modulo konstanta (vynechdme G+),
déleni beze zbytku (vynechdme B+) nebo divmod:

; G-
P R Ry [t
lq—B—|— <—B—|—<—

T

Jelikoz umime presouvat mezi registry, muzeme nadefinovat in-place operace,
které ale potiebuji pomocné registry. Tim se hezky dostdvame k pokrocilejsi
spravé registru. FlatFox mé jenom 6 registri. Pokud chceme z jednoduchych
funkei poskladat vétsi program, musime se ujistit, ze ndm bude 6 registri stacit.
Jednoduché instrukce si vystaci s 2-3 registry, ale co kdyz chceme mit naptiklad 10
proménnych? Elegantnim feSenim by bylo poskladat nékolik registrii do jednoho.

Zasobnik

Nejdiive si vyrobme z jednoho registru zasobnik. Do zdsobniku bude sice
mozné uklddat pouze ¢isla od 0 do n — 1, ale vyménou se nam do néj vejde
téchto ¢isel libovolné mnoho.

V ukézce je R prvek, G manipula¢ni prostor a B samotny zasobnik. Cislo n
je pevné nakédované do toho, jakou konstantou nasobim nebo délim B. Ukéazka
pouziva n = 2.
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|
- B‘ B_ G+ B‘ -— G=B ‘
- G, B
P - B=0 { = |- G=B div 2
~ G‘ BBy G‘ | Booxg - B; B_ B; 4 R=B mod 2
[P - G=0 N B=0
R R Gy |G G
sl bl a0 B=B+R =V = [+ Bc
[P - R=0 V|- - G=0
T T
Push(R) Pop(R)

Cely princip je hezky vidét, pokud si predstavime, jak bude &islo v B vypadat
v soustavé o zakladu n. Nové prvky jsou pak jen cifry pfipsané na konec tohoto
cisla.

Pozn. red.: Z ¢lanku jsme vynechali program, ktery slozi bindrni zdpisy dvou
¢isel do jednoho registru a pak jej rozloZi na puvodni hodnoty. Najdete ho na webu
témdtka, stejné jako barevny a prehlednéjsi obrdzek Turingova stroje prezento-
vaného niZe.

Timto kon¢i muj prvni soupis podprogramu ve FlatFoxu. Pro stavbu Turingova
stroje mame jiz vSechny potfebné soucastky, dejme se tedy do jeho stavby. Pozn.:
Uvedené programy nejsou optimalizovany, snazil jsem se spiSe o Citelnost.

Turingliv stroj

Turinguv stroj je teoreticky model pocitace popsany Alanem Turingem v roce
1936. Je vybaven nekone¢nou paskou rozdélenou na policka, kde v kazdém policku
je zapsan jeden znak z néjaké predem zvolené abecedy, ktera je koneéné a obsahuje
mezeru. Nad paskou se pohybuje hlava, ktera umi precist znak zapsany v policku
pod ni a pifpadné jej i piepsat na jiny. Cinnost stroje ovlads Fidici jednotka, ktera
se vzdy nachézi v jednom z kone¢ného poctu stavi. Program je kromé abecedy a
seznamu stavu definovan rozhodovaci tabulkou, ktera pro kazdou kombinaci stavu
a znaku pod hlavou urci, zda a na jaky znak ma byt policko pod hlavou pfepsano,
zda a kterym smeérem se mé hlava posunout o jedno policko a do kterého stavu
se ma fidici jednotka prepnout.

Navzdory své jednoduchosti je Turinguv stroj schopen modelovat jakykoliv
algoritmus. Pokud by se nékdo chtél dovédét o Turingové stroji vice, doporucuju
precist si prvni ¢ast letosniho seridlu Korespondenéniho Seminaie z Programovani,
kterd je dostupnd na http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/26/tasksl.html#tasks.

Predstavme si Turinglv stroj s abecedou o velikosti a a poCtem stavu s.
Nejdiive postavime tu nekoneénou pasku se ¢teci hlavou. Pole aktualné pod ¢teci
hlavou bude v registru G, paska pfed hlavou R, paska za hlavou B, kde R a B bu-
dou zéasobniky s n = s. Posun pasky budou zafizovat dva bloky, jeden pro posun
doptedu a druhy pro posun dozadu. Posun doptedu provedeme Pushp (G) a pak
G=Popr (), pro posun dozadu zaménit R a B.
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A ted rozhodovaci tabulka. Nejdifve potiebujeme védét, jak bude vypadat
jedna bunika. Bunka musi byt schopna nastavit libovolny stav a zapsat libovolny
znak — to urcité umime v prostoru o strané O(y/sa) i bez néjakych pokrocilejsich
triku. Zda se mé paska posunout doleva, nebo doprava bude urcovat, zda bunku
opustime podél jeji levé, nebo pravé hrany. V tabulce si tedy nejdiive nalezneme
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radek odpovidajici aktualnimu stavu a pak sloupec odpovidajici aktualni hodnoté
v G — tim soucasné oboji vynulujeme.

Pro ilustraci jsem sestavil Turinguv stroj, ktery kontroluje, zda je na pésce
stejny pocet 1 a 2. Jo, je to ten nejjednodussi Turinguv stroj, ktery mé napadl,
ale myslim, ze princip konstrukce libovolného jednopaskového Turingova stroje
je zFejmy. Dalsim krokem by bylo sestrojeni Univerzélniho Turingova stroje (Tu-
ringova stroje, ktery na vstupu dostane popis jiného Turingova stroje a vstup,
na ktery mé byt tento stroj spustén), ale vzhledem k nizké rychlosti FlatFoxu je
takovy stroj neprakticky pomaly i pro trividlni vstupy.

Abeceda je {0,1,2,3}, kde 0 je mezera, 1 a 2 jsou znaky na vstupu a 3 je
specidlni znak, kterym budeme pfepisovat uz pouzité znaky. Stavy jsou {0, 1, 2, 3},
kde 0 je pocatecni stav, ve kterém se ¢teci hlava vzdy presune na zacatek vstupu.
Pak stroj piejde do stavu 3, kdy budeme hledat 1 nebo 2, nésledné piejdeme do
odpovidajiciho stavu, nalezneme znak opacny a ve stavu 0 se vratime na zacatek.
Pokud algoritmus néjaky znak nenajde, skon¢i a C bude indikovat, kterého znaku
je vic. 0 znadi, ze znaku bylo stejné.

FlatFox (14b)
Mgr.™ Viclav Rozhori

Pozn. red.: Mgr.™" Viclav Rozhori zaslal piispévek se soucdstkami dost po-
dobnymi ¢ldnku Dr.MM Mateje Lieskovského, nékteré podobné soucdstky jsme vy-
nechali. Cely cldnek si muZete precist na webu, tam najdete i vétsinu programa,
které se nam svou velikosti uz do c¢isla nevesly.

Zakladni soulastky

Pokusil jsem se o implementaci nékterych zdkladnich flatfoxovych operaci,
v zasadé jsem se drzel zadani. Problém u vypoc¢tu funkei ve flatfoxu je samoziejmé
ten, ze pricitani jednic¢ek ¢ini vSechny postupy hrozné pomalymi — pokud chci
vypodcitat f(z), musim udélat aspon |f(x) — x| pficteni nebo odecteni jednicek,
coz je tfeba u mocnin dost zdlouhavé.

Vsude pocitdm jen s funkcemi zabirajicimi konecné veliky prostor a s konecné
velkymi registry (doufdm, zZe se nerozchézim se zaddnim).

Fibonnaciho ¢isla. Celkem pékny piiklad na s¢itani jsou imho Fibonacciho
¢isla. Potfebuju tii proménné, ve kterych budu mit F,, F,; a nulu a budu
mezi nimi prelévat stylem (F,, Fj,+1,0) = (Fn42,0, Ft1) — (0, Fio, Fts) —
(Frts, Frit4,0) atd. a mezitim budu snizovat counter. Slo by to sice jednoduseji
jako (Fp, Fry1,0) = (Fnt2,0, Fry1) = (Fut1, Fri2,0) atd., ale to by bylo o trosku
pomalejsi.

Zaporna ¢isla. Odéitani (R-G) muzeme délat podobné jako s¢itani s tim, ze
v piipadé, kdy se R vynuluje diiv nez G, do R po skonéeni cyklu presuneme
zbytek G a pomocnou proménnou Y nastavime na 1.
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Samoziejmé bychom tu jednicku mohli zkomprimovat jako posledni ¢islici R
a zbytek ¢isla posunout o 1 doleva, nicméné by to bylo vyrazné pomalejsi a
pracnéjsi — znaménko bychom testovali jako zbytek po déleni dvéma a pfi néjakém
pocitani bychom se pak podle znaménka rozhodli, jakou operaci vlastné chceme
udélat (s¢itdni/odéitan{) a po jejim provedeni zase piilepili znaménko. Nakonec
by asi bylo celkem dlouhé rozmyslet vsechny mozné piiklady s¢itdni/odéiténi
kladnych/zépornych ¢isel.

Nejveétsi spoleény délitel. Vzhledem k tomu, ze umime pouze odéitat jed-
nicky, budeme prosté odcitat mensi ¢islo od vétsitho, dokud obé nebudou stejna.
Na to kromé dvou vstupnich proménnych potfebujeme i jednu pomocnou, do
které si budeme uklddat odéitané ¢islo. Navic jesté musime vytesit pripady, kdy
jedno z ¢isel bude nula. Asymptoticky to bude trvat O(a+b) = O(maz(a,b)), coz
lépe nejde, protoze obé ¢isla musim vynulovat, abych aspon zjistil jak jsou velka
(muj program by Sel vylepsit, kdybych vedle sebe postavil nékolik stejnych cykla
jako ten, ktery pouzivam, jen v jiné barevné permutaci, a pak mezi nimi ruzné
prechézel, nez abych po kazdém cyklu preléval registr B do R nebo G). Vysledek
je v B, R a G jsou vynulovany.

Nasobeni. Na nasobeni a-b uz potiebujeme ¢tyfi proménné. Operace vypada
tak, ze pricitdm a do vysledné proménné a snizuju counter b pii kazdém cyklu
o 1. Abych si ale a zapomatoval, musim si jej soucasné ulozit do néjaké jiné
proménné, mam tedy dvé proménné mezi kterymi prelévam a a dva odpovidajici
cykly — kazdy pro jednu proménnou (na misto by bylo tispornéjsi mit jenom jeden
pricitaci cyklus, po kterém bych si do prvni pomocné proménné nalil a z té druhé
a pak cyklus zacal znovu, nicméné by to bylo trochu ¢asové ndrocnéjsi).

Testovani prvoliselnosti

Nejlepsi mné znamy 100% spolehlivy algoritmus na otestovani prvoéiselnosti
¢isla N je prosté vzit viechna prvoéisla od 2 do v/N a vymodulit jimi N. Téchto
prvocisel bude asymptoticky néco jako O(\m /log N), coz znamens, ze teoreticky
nemusfme testovat viechna ¢isla od 1 do v/ N, takze by slozitost byla O(N+/N), ale
tfeba bychom mohli udélat néjaké Eratosthenovo sito v case O(V'N -loglog N) a
pak testovat pouze prvocisla; nicméné nevim, jak by se tohle dalo implementovat,
takze ve svém programu pouze tupé testuji viechna ¢isla od 1 do v/N. Moduleni
trvd O(N) krokt, protoze z N musime odéitat az na nulu. Asymptotickd slozitost
je pak O(N -V/'N).

Jesté predtim ale musime vypocist odmocninu z N. Nastésti neni potieba
néjaky extra presny nebo extra rychly odhad, muzu napfiiklad vzit jednicku,
pricitat k ni 1 a divat se, jestli druhd mocnina neni vétsi nez N. Takhle do-
stanu nejlepsi mozny celoéiselny horni odhad v/N; v i-tém kroku mé mocnéni
stoji O(i?) a porovnavani s N to samé (i% je mens{ nebo cca stejné), celkové me
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tedy nalezeni odmocniny stoji
Ay 1 3 2
old | =0 <6 (2\/N +3VN + JN)) = O(NVN),
i=1

coz nam celkovou slozitost nezhorsi. Muzeme ale postupovat rychleji, kdyz zase
za¢neme na jednicce, ale pak ji budeme néasobit dvéma. Najdeme tak ¢islo z in-
tervalu [V N, 2v N), které je urcité v O(v/ N). Casovd slozitost je pak

%logN %logN
o Y @2 =0 X 4| =o0(4t=N) =om).
1=0 1=0

mohli bychom déle pouzit puleni intervalu, coz by trvalo fddové log N kroku,
z nich kazdy by zabral O(N), takze celkem asi tak O(N log N) casu.

V druhé ¢ésti pak jen modulime ¢im dal vyssim ¢islem (kdyZz za¢neme s mensimi
¢isly, tj. od 2, tak program obecné skonéi diiv) a snizujeme counter. Pokud je ¢éislo
slozené, najdeme jesté navic jeho nejmensi délitel (krom 1). Ackoliv m4 program
slozitost O(N+v/N), pokud piedpoklddiame nahodné &islo, je v priméru o néco
rychlejsi.

V moji implementaci odhadnu ¢&fslo z intervalu [v/N,2v/N) (vlevo nahofe) a
pak modulim (vpravo dole); na obé ¢asti potFebuju pét proménnych.

Navrhy

Ptidal bych barvicky — u programu muzeme méfit na kolik barvicek jej dame,
at uz mame k dispozici Sest nebo deset barviéek.

Hodilo by se udélat barvy trochu vic kontrastnimi — v samotném programu
vypadd ¢ervend jako ruzové, zelend jako tyrkysova a modré jako Seda (ale nevim,
do jaké miry je to jen mym monitorem).

Celkem by se hodilo umét volat funkci, umozni to délat vétsi a hezcéi programy.

Myslim, ze by mohla byt uzite¢na funkce, kterda robota zastavi do stisku
kldvesy/kliknuti mysi nékam. Ttfeba program na testovéni prvocisla by se pak
snadno predélala na program postupné vypisujici jeho délitele.
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Vysledkova listina 1. &isla
Ijlohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t1 t2 t3 Zo 21
1. | Mgr.™ D. Krasula 1. 2713 3 2 3 4 2 10| 27| 27
2. | Mgr.™ V. Rozhon 3. 21 | 3 4 14 21| 21
3. | Doc.™ M. Caldbkovd | 3. 103 |3 3 4 5 51 20| 20
4. | Mgr.™ P. Soucek 2. 29 |3 3 5 7| 18| 18
5. | Be.™ O. Hollmann 4. 1712 3 3 3 6| 17| 17
6.-7. | Dr.™ M. Lieskovsky | 4. 83 16| 16 | 16
BeMM 1. Studend 4. 613 2 2 3 6 16 | 16
8. | Doc.™ A. Stastns 4. 103 | 3 3 6 14 | 14
9. | Dr."M P, N4covsky 3. 50 |3 3 2 13 | 13
10. | Be.™ V. Bartovic 2. 112 1 3 1 4 11| 11
11. | Be.™ A. Teichmann 4. 18 | 3 3 3 9 9
12.-13. | Mgr.™ J. Kusnir 3. 4910 2 3 8 8
A. K. Lesna 1. 8 0 3 2 1 8 8
14. | T. Paliesek 2. 712 3 7 7
15.-18. | J. Havelka 1. 6|3 1 6 6
Mgr."™™ L. Langerovs | 3. 42 | 2 2 6 6
D. Tanglova 1. 610 1 5 6 6
J. Véclavek 2. 6|12 2 2 6 6
19.-21. | J. Liska 2. 511 3 1 5 5
J. Noskova 4. 510 0 1 3 5 5
A. Sedova, 2. 51| 2 2 5 5
22.-24. | R. Hlavinka 2. 411 1 1 4 4
Mgr.™ M. Poljak 2. 38 4 4 4
J. Stanovsky 2. 412 1 1 4 4
25.-30. | D. Dimitrov 3. 310 3 3
Dr.™ F. Homza 4. 90 | 3 3 3
Dr.™ A. Hrugkovd 4. 59 | 3 3 3
K. KolaF 2. 6 3 3 3
J. Skvéra 3. 6 3 3 3
Dr.™ P Vincena 3. 61 3 3
31.-34. | Be.™ J. Dittrich 2. 14 2 2
Doc.™ J. Kadlec 3. 100 2 2
Mgr.™ V. Skoupy 4. 44 2 2 2
Be.MM M. Safek 3. 14 2 2 2
35-37. | Be.™ K. Tlievovd 3. 12 |1 1 1
V. Vaclavik 4. 9|1 1 1
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Ijlohy
Poi. | Jméno R. |2 1 |rl r2 r3 r4 t1 t2 t3| 20 | 21
F. Zajic 1. 1|1 1 1
38.-40. | Mgr.™ J. Cerman 2. 3310 0 0
Be.™ D. Machicovs | 4 16 | 0 0 0
M. Miiller 4 00 0 0
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