Studentsky ¢asopis pro badani v oblastech matematiky a fyziky

M&M  ¢islo 5

Toto je posledni ¢islo v tomto Skolnim roce. Vsichni jste zvani na soustfe-
déni. Pokud chcete jet, poslete vyplnénou pifihlasku co nejdrive, abychom
védéli kolik nas bude. Rubriku o pfispévku do konference vypliiovat nemu-
site, ale pFesto Vas prosim, zkuste si pro ostatni néco pfipravit. Nemusi to
byt iplné vazné a nemusi to ani byt jen matematicko-fyzikilni. Od toho je
konference.

Omlouvame se viem, kterym jsme napsali Spatné bodové ochodnoceni do
tabulky (vzhledem k poctu chyb soudim, %e jsem u toho musel spat — M. C.).

TEMA IV: PROSTORY VICE DIMENZI

Pravidelna télesa v R*
dr. Tomads Barta

Prilom do problému pravidelnych téles konecéné udélal Tom#és Béarta.
BohuZel kviili nedostatku ¢asu a znacné rozsahlosti jeho ¢lanku uvedu jen
strucné shrnuti vysledki. Doufam, Ze jak Tomas, tak vSichni zdjemci o vice
dimenzi pfijedou na soustiedéni.

Definice: M&me pravidelné téleso T' v R", jehoZ povrch tvoifi (n — 1)-
rozmérna télesa V. Nyni vezmeme vSechna télesa V vychazejici z jednoho
vrcholu télesa T a do stifedu kazdého z nich umistime vrchol. Dva vrcholy
spojime hranou pokud jim odpovidajici (n — 1)-dimenzionalni télesa sousedi.
Dostaneme vrcholy a hrany nového (n — 1)-dimenzionalniho télesa, které
nazveme U. Pak o télese T fekneme, Ze je sloZeno z V systémem U, znaéime
T=(V,U).

Par prikladii:

Ve tfech dimenzich je napt. T'=krychle=(Ctverec,trojithelnik)=(4,3), protoZe
je sloZena ze ¢tvercii a v kazdém vrcholu se stykaji tfi ¢tverce. Jejich stiedy
tvori trojihelnik (téleso U z pfedchozi definice). Ve &tyfech dimenzich jsme
zatim nalezli simplex=(4,4), hyperkryhli=(6,4) a B4=(4,6). Uvédomme si,
ze ¢isla v zavorce musi odpovidat pravidelnym tfi rozmérnym mnohosténiim
a oba tyto mnohostény museji mit stejny pocet hran vychazejici z jednoho
vrcholu. Zbyvaji tedy kombinace (4,12), (12,4), a (8,8). O ostatnich kom-
binacich, tj. o (6,6), (6,12), (12,6), (12,12) a (20,20) lze snadno ukazat, Ze



nemohou existovat, nebof se vedle sebe kolem jednoho vrcholu nevejdou ani v
trojrozmérném prostoru, natoz aby §li skladat k sobé na zakfiveném povrchu
Ctyfrozmérného télesa (analogie s rovinou — pokud se napf. 3 sedmiithel-
niky nevejdou k jednomu vrcholu v roviné, téZko z nich miizeme postavit
pravidelny mnohostén).

Tomas Barta se pokousSel urdit, kolik maji tii zbyvajici mozna télesa bu-
nék, stén, hran a vrchold. Napiu zde jen pocty stén: 720 étyfsténi pro (4,12),
144 dvanactisténi pro (12,4) a 24 osmistént pro (8,8). Nad té€mito disly bych
doporudoval jesté se zamyslet, protoZe mé vyslo 120 dvanéctistént pro (12,4).
Postup (ten si myslim, Ze je spravny) jakym na to Toma$ pfidel jen velmi
hrubé popisu pro toto téleso. Vzal si jeden dvanictistén a na kazdou jeho
sténu pfilepil (myslenkové, nebo jesté lepsi je nakres) dalsi dvanactistén a tak
pokracoval, pficemz je tfeba dat pozor na to, aby u kazdého vrcholu byly 4
dvanictistény a u kazdé hrany tfi. Skonéi se v okamziku, kdy je povrchem
takovéto slepeniny opét dvanactistén. Komu to neni jasné, at si timto zpiiso-
bem zkusi v roviné zkonstruovat graf povrchu trojrozmérného dvanactisténu
z pétitthenikti tak, Ze ke kazdému vrcholu pfiléhaji tfi. Také miiZete zkusit
popfemyslet nad tim, jak se d4 uvedeny postup ve ¢tyfech dimenzich pre-
hledné znézornit na dvourozmérném papife (kresby trojrozmérnych téles se
uz pro nékolik desitek téles stavaji neprehlednymi a my bychom méli jit do
stovek). Za to, Ze to jde, rudim vlasti zkuSenosti.

Tomas dale zobecnil pojem dualnich mnohosténi a pokousel se udélat
jakysi tivodni vhled do dalsi (paté) dimenze. Doufam, Ze budeme moci vse
ditkladné prodiskutovat na nasi pracovni konferenci a pripadné najit dalsi
zajimavé vysledky.

Zobecnéni nékterych planimetrickych tloh
doc. Tomads Brauner

Opét z nedostatkn ¢asu uvedu jen vysledky.

Véta 1: TéZi8t€ n-simplexu déli téZnici (spojnici vrcholu s téZistém proti-
lehlé stény) v poméru 1:n. Dikaz se provede z integralniho vzorce pro téZisté.
Pfitom se pouZije znalosti objemu (n-1)-dimenzionéalniho Fezu n-simplexu (n-
1)-rovinou rovnobé&Znou s podstavou.

Véta 2: Oznaéme r, resp. R polomér koule vepsané, resp. opsané pravi-
delnému n-simplexu. Pak je R = n - r. Ditkaz plyne pfimo z véty 1, nebot r
je vzdalenost téZisté k podstavé a R k vrcholu.

Véta §: Oznaéme S povrch n-mnohosténu opsaného n-kouli o poloméru



r. Pak pro objem mnohosténu plati V = Sr/n. Diikaz se provede roziezanim
mnohosténu na simplexy s vrcholem ve stfedu koule, jejichZ vyska je r a
jejichz objem umime spodist.

Véta 4: Soucet ¢tvercti télesovych iihlopfi¢ek n-rovnobéznosténu se rovna
souctu ¢tvercli hran rovnobéZnosténu. n-rovnobéZnosténem se mysli prinik
n riznobé&Znych vrstev (omezenych dvojicemi rovnobéZnych n-rovin). Dikaz:
matematickou indukci podle n. RovnobéZznostén v dalsi dimenzi se stvoii z
predchoziho jeho zdvojenim tak, Ze se posune piivodni rovnobéZnostén do
dalsi dimenze.

TEMA VI: CO JE UVNITR?
Reseni tivodni tlohy
Jak mnozi z Vas spravné napsali, plné a prazdné téleso se 1isi velikosti
momentu setrvacnosti. Moment setrvacnosti soustavy hmotnych bodid vidi
ose o je definovan jako
I=> mr?, (1)

kde m; jsou hmotnosti jednotlivych bodtl a r; jsou jejich vzdilenosti od osy
0. Pro tuhé téleso piejde tato suma v integral, coz vSak pro feSeni ivodni
illohy neni podstatné. Podstatné je, Ze duté téleso ma hmotu rozloZzenou dale
od osy své symetrie, a proto ma viiéi ni vétsi moment setrvacnosti nez téleso
plné pii jejich stejné hmotnosti M. V definici [ se totiz vyskytuje kvadrat
vzdalenosti od osy o. Snadny zpiisob jak odliSit napf. duty vélec od jinak
stejného plného vilce je pustit je po naklonéné roviné dolii a sledovat, ktery
se vali rychleji, popt. ktery dojede dfiv doli. Duty vélec ma vétsi I, a proto
se na jeho roztoceni spotiebuje vice energie a zbude mu méné na translacéni
pohyb. Plny vilec se tedy vali rychleji.

Néktefi z vas se pokusili popsat valeni télesa po naklonéné roviné také
kvantitativné. Da se pfitom bud vyjit ze zdkona zachovani energie nebo z
momentové véty (pro moment sil viiéi bodu D, kde se valec dotyka roviny)

a
‘R
K momentu I kolem osy valce jsme zde museli pficist jesté moment tézisté
valce viidi bodu D. Pfitom R je polomér valce, g tithové zrychleni a o je sklon

RMgsina = (I + MRz)

naklonéné roviny. Snadno vyjadiime zrychleni valce
M gR*sina
- I+ MR’



Déle uvedu strucény piehled toho, na co jste prisli. Zajemci o podrobnéjsi
informace doufam pfijedou stejné jako autoii na soustfedéni, kde bychom
mohli pfipadné nejasnosti vyjasnit.

Doc. Tomds Birta nalezl podminku pro to, aby véalec po naklonéné roviné
neklouzal. Vychazi z toho, Ze tieci sila f - R (R je kolmy tlak, jimZ plisobi
vélec na podlozku, f koeficient smykového tieni) musi byt vétsi nez sila, jeZ
zpusobuje zrychleni a. Musi tedy platit

MIgsin o

Mgsina — Ma =
I+ MR?

< Mgf cosa,
a tedy
f > Itga/(I + MR?).

Pokud tato podminka neni splnéna, valec se bude pohybovat se zrychlenim
a = g(sina — fcos o) a otacet se s thlovym zrychlenim € = mgf cosa/I.
bel. Dandel Klir udélal experiment na urceni poloméru dutiny v dutém
valci na zakladé méreni doby valeni valce po naklonéné roviné. Ze znamych
vztahil umite jisté urcit zrychleni pomoci této doby a ujeté drahy s. Plati
a = 2s/t?. Z vy%e uvedeného vztahu pro zrychleni zase uréime I pomoci a.
Ve co jesté potiebujeme pro uréeni poloméru R; dutiny ve valci je vzorec
pro moment setrvacnosti dutého valce. Ten odvodil Dan pomoci integrace

R 1 1
I=p A 2nzhaide = EW(Rz — R)Ip(R*+ R?) = E]\/I(R2 + RY).

Dr. Tomads Bdrta se neprilis tspésné pokousel poditat co se déje s ma-
lou kulickou zavienou v dutém vélci valicim se po naklonéné roviné. O néco
i1spésnéjsi byl s popisem valeni gumové kostky po vodorovné roviné. Piedpo-
kladal, Ze kostka neklouZe po podloZce a Ze odrazy od podlozky jsou dokonale
pruzné. Moment setrvacnosti krychle viidi jeji hrané uréil tak, Ze si nasekal
krychli na n x n malych hranolkl a ty povaZoval za body.

M2 2. . d? Md?
I(n) = =33 (" +75") — = 35 +1)(2n +1)
=1 7=1
. 2
I=lim I(n) = -md
n—o00 3

Délka hrany krychle je zde oznacena jako d. Vypocet uvedenych sum byl
proveden na zéklad® znalosti vzorce 3 1% = fn(n + 1)(2n 4 1), ktery miZete



najit v tabulkich nebo dokizat matematickou indukci. Pohybovou rovnici
pro kostku, kterou Tomas naSel nebudu psat, protoze stejné nejde snadno
vyfesit.

Skutecné pékné si s tilohou pohral bel Ales Ndavrat. Jednak ditkladné na-
studoval teorii tenzoru setrvacnosti, ktery je zobecnénim momentu setrvacé-
nosti a spocetl momenty setrvacnosti pro mnoha télesa (kouli, valec k riz-
nym osam, kuZel, krychle, rotaéni paraboloid). Dile si uvédomil (stejné jako
Dan Klir), %e vySe uvedeny vzorec pro zrychleni véalce (¢ koule) na naklo-
néné roviné nezavisi na R ani na M, protoZe jak pro vilec tak pro kouli je
I/MR? = konst. nezivislé na M i na R. Zrychleni koberce, ktery se od-
motava doli po naklonéné roviné je tedy konstantni v case, ackoli se méni
polomér odmotavajici se role i jeji hmotnost. Zrychleni zavisi jen na sklonu
roviny a na tihovém zrychleni @ = 2gsina/3. Posledni tilohou, kterou Ales
fefil, byl obtiZzny kol Honzy, ktery mél poznat ve kterém ze dvou kamennych
valci je zakletd princezna a ve kterém kouzelnik. K tomu iiéelu aproximoval
télo ¢ernoknéZnika i princezny valci, koulemi, krychlemi, kuZelem a rotacnim
paraboloidem. Po obtiZzném vypocdtu, ktery Honza, jenZ nebyl tak hloupy
jak se tradovalo, hladce zvladl, se ukézalo, Ze princezna ma vétsi moment
setrvacnosti. Honza tedy pustil oba valce z kopce a z toho pomalejsiho vy-
svobodil princeznu, bez rizika setkani se starym nerudnym dernoknéZnikem.
Z Alesovych vysledkii uvedu alespon vzorce co mu integraci vysly pro mo-

ment setrvacnosti koule I = 2ms?, valce vzhledem k ose symetrie I = %mr2

5
a kuZele vzhledem k ose symetrie I = %mr2.

TEMA VII: AKUSTIKA

Uvodni tiloha
Od doc. Matouse Jirika

Toto téma nabizi Siroky prostor jak teoretikiim, tak experimentatortim.
Zajimavé by také bylo dozvédét se néco o hudbé — které tény ladi, jak jsou
vytvofeny stupnice, akordy.... Zde uvedu struény seznam toho, co jiz bylo
udélano a jinak navrhuji nechat prispévky do konference.

e Kytara. Zvuk vznika chvénim strun, které je prenaseno na télo kytary.
Vyska ténu zavisi na délce a tloustce struny, hustoté materialu a sile,

kterou je napinana. Zakladni frekvence struny je rovna 5;, kde [ je délka

struny a v je rychlost gifeni vlny strunou. Rychlost v = ,/ Sﬂp' bel. Pavel



Franc a bcl. Pavol Habuda se pokouseli tento vzorec odvodit, ale pro-
toZe jsem postupu nerozumél (M. V.), chtél bych nechat odvozeni aZ
na konferenci. Pokud byste chtéli nad kmitanim struny pfemyslet (pfi-
pravit si pfispévek) miZete zkusit rozmyslet, jak se bude ménit tvar
struny, kdyZ ji za prostiedek trochu vytdhnu a pak pustim. (Na po-
¢atku bude mit tvar vprostfed zlomené ¢ary a bude v klidu.) Kromé
zéakladni frekvence miize struna kmitat i na frekvencich, které jsou je-
jim celistvym nasobkem. Kmitani struny je vétsinou sloZenim kmitid
zéakladnich i vy$8ich harmonickych. To souvisi s barvou ténu.

V pistale a flétné je zvuk zpiisoben kmitanim zvukového sloupce. Prou-
dénim kolem hrany vznikaji turbulence a rezonanci je zesilen jeden
konkrétni ton. U oteviené pistaly bude vlnova délka ténu rovna dvoj-
nasobku délky pistaly u zaviené ¢tyinasobku. Nikomu se nepodafilo
vysvétlit, jak funguje flétna, t.j., jak souvisi vzdalenost odkrytych di-
rek s vyskou ténu. Mozn4 je tento problém prilis slozity, pak by ale
moZna bylo zajimavé zjistit, jak lidé pfisli na to, kde maji otvory byt.
Mohli to né&jak délat zkusmo, ale jak postupovat, aby se spravné roz-
loZeni direk naslo co nejdiive? Vzdyt posunuti jednoho otvoru ovlivni
rilzné vice tonii.

Pii foukani pies hrdlo lahve vznika zvuk podobné jako v pistale. Jinak
je tomu rozechvivani krouzenim prstem po okraji sklenicky. Podrobnéji
se timto zabyval dr. Viclav Racansky. Je tieba aby sklenka i prst byly
odmasténé. Prst neklouze po okraji iplné rovnomérné. Sklo se vidy
trochu napruZi a pak povoli. Pan doktor délal experimenty a zjistil, Ze
pokud je vody ve skleni¢ce méné, je tén vyssi. Také si véiml malych
vlnek, které se tvorily pii sténach sklenky. Hibety vin byly kolmé ke
sténam.

Nad Pythagorovym problémem se v pfispévku zamyslel pouze dr. Dan
Klir. Domniva se, %e vygka tonu nezavisi jen na hmotnosti, ale i na
tvaru, materialu a rychlosti dopadu. Tyto tidaje o péti kladivech se
ziejmé nedochovaly, a tak by moZna bylo zajimavé zamyslet se nad tim,
jaka asi byla ta ¢tyfi kladiva, co ladila (stejny material, geometricky
podobna. . . atp., nevim jaka) a vysvétlit pro¢ ladila. Zajimavé by moZna
bylo zjistit, jak se délaji zvony. Je to snad podobny problém. Zni-li



vice zvonil najednou, musi ladit (miZe z nich byt i sestavena néjaka
zvonkohra). Jak se maji zvony odlit, aby ladily? Jak se ladi zvony?

Na odliseni duté kuli¢cky navrhl dr. Dan Klir porovnat hlasitost dopadu.
Domniva se, Zze duta kulicka hozend ze stejné vysky by meéla byt tissi,
protoze je lehéi a mensi energie se miZe pfemeénit na zvuk.

Barva tonu. Zatimco vyska zavisi na periodé vinéni, barva zavisi na
tvaru vliny. Ton s urditou barvou je mozné ziskat sloZenim tént se sinu-
sovym priib&hem s frekvencemi, které jsou celodiselnymi nasobky ténu
zakladniho. Souvisi to s Fourierovymi fadami.

O méfeni vysky ténu toho mnoho vypracovano nebylo, pouze dr. Morf
popisoval princip ladicky uvefejnéné v Amatérském radiu.

O zvuku vydavaném pii otaceni destickou na lanku vétSina badateli
soudila, Ze je to svisténi vzduchu proudiciho kolem desticky. bel. Jan
Myslivedek se domniva Ze se tu uplatni i Doppleriiv efekt — kdyZ se
desticka od nas vzdaluje, je ton niZgi neZ kdyZ se pfiblizuje. Zajimavy
piispévek zaslal bcl. Tomas Klir (Odvolava se na habilitadni spis V.
Strouhala: Ueber eine besondere Art der Tonerregung, Vimperk 1878).
Pige, Ze proudénim vzduchu kolem desticky a dratu vznika tfeci ton.
Tim je rozechviviana struna s jednim koncem pevnym (ten drZime)
a druhym téméf pevnym (hmotnost desticky je totiz mnohem vetsi,
neZ hmotnost struny). Tén by tedy zavisel nejen na rychlosti s kterou
vzduch proudi kolem desticky, ale i na délce struny. Nemohu posoudit
do jaké miry ma autor pravdu, ani nevim jak mé zvuk znit. Bylo by
dobré, kdyby se podafilo néjakému experimentatoru nastroj vyrobit,
nebo alespont nahrat zvuk z filmu Krokodyl Dundee.

REKREACNI ULOHY (RESENI):

1. Uloha — Plastev Medu

Mohou nastat tyto pripady:
e Nékteré kruZnice jsou celé uvnitt. Kazda ma obvod 2.

e Kruznice lezi u vrcholu. Soudet vnitinich ihli mnohotihelnika je na-
sobkem 7, a tedy soucet obloukii pfi vrcholech je nasobkem 7.



e KruZnice je pretfata stranou mnohouhelnika. Plastev je stfedové sou-
mérna podle stfedu kterékoliv strany. Pokud bude néjaka kruZnice sa-
modruZné (stfed kruZnice na stfedu strany) bude uvnit¥ mnohotihel-
nika lezet piilka s obvodem 7. Ke kaZdé jiné kruZnici najdu stfedové
soumérnou takovou, Ze uvnitf lezi takova cast jaka u té prvé lezi vné.
Soucet obloukii pfislusnych této dvojici je tedy 2.

Diky symetrii miZeme i obsah mnohotihelnika poskladat z Sestitthelniki.
Cislo n ze vaztahu C = nx udava, kolikrat je obsah mnohotihelniku v&tsi
neZ obsah pilky Sestitthelnicku.

2. Uloha — Spojené pisty

oznadeni:

p tlak vzduchu ve valci na pocatku
p1, p2 tlaky v prvnim a druhém vilci po prepusSténi

pa atmosféricky tlak

n  latkové mnozstvi vzduchu ve vélci
ny, ny latkova mnoZstvi v prvnim a druhém valci po prepusténi

(n=ny +ng)
S obsah prifezu valcii
h  pivodni vyska pistu M; nad dnem valce

Mezi pisty a sténami valci samoziejmeé nemohou byt mezery, to by se tam
neudrzel Zadny tlak, na obrazku v zadani jsou malé mezery pouze z diivodu
prehlednosti. Kohout K nemusime nechat otevieny, miZeme prepustit pouze
¢ast plynu.

Zkusme nejprve zjistit, jaké by meélo byt rozdéleni plynu do valci, aby
byly v rovnovazné poloze ve stejné vysce. Pak se zkusime zabyvat tim, jestli
se po otevieni kohoutu do tohoto stavu dostaneme. UvaZujeme, Ze stény
valcil nejsou izolované a plyn ma stale stejnou teplotu 7'.

Na kazdy pist ptisobi dolii tihova sila Mg, resp. M,g a sila zptisobena
atmosférickym tlakem p,S. Nahoru pak tlakova sila plynu pod pistem p;S,
resp. p2S a tahova sila lanka. ProtoZe je lanko v klidu, musi tdhnout obé
zavazi nahoru stejné velkou silou; oznacme jeji velikost F. Sila F' musi byt
nezaporna, lanko nemiize pist tlacit. Sily piisobici na pist jsou v rovnovaze,
plati:

Mig+p.S=pS+F, Myg+p,S=pS+F. (2)



Je-li lanko nataZené, pak je soudet vySek pistd roven stale h (lanko se ne-
protahuje). Zda se, Ze pokud by bylo zavaZi M, dost lehké a my piepustili
trochu plynu, mohlo by se M3 o hodné zvednout a M; klesnout jen o trochu.
Pak by lanko nebylo nataZené a soucet vysek by tedy nemusel byt A. Zkusme
nejprv predpoklidat, Ze nataZené bude. Pak je soulet vysek h a oba pisty
jsou ve vysce % Pod kazdym je objem S'g a ze stavové rovnice tedy:

h h
pls'E = anT, pgSE = (n - nl)RT (3)

Dosazenim za p; S z 3 do 2 dostavame

2n1RT 2(n — RT
nlh i F Mzg+pas=%

- . . , v
coZ je soustava dvou linearnich rovnic pro neznamé n;, F. Sectenim, resp.
odedtenim rovnic a ipravami dostaneme fefeni:

Mg+ p.S = + F, (4)

h
ny = g*uTgT(Ml‘Mz)’ (5)
M, + M. nRT M, + M.
F = %ﬁpas— = 12 294+ (pa —p)S  (6)

(na dpravu F jsme vyuZili stavové rovnice).

Nyni se musime vratit k naSemu pfedpokladu. Budeli (M; + M,)g >
(p—pa)-25 ang € (0,n), pak lanko bude napnuté (F > 0), a n, udava, kolik
plynu musime nechat v prvnim vélci, aby byly pisty stejné vysoko. Bude-li
prvoi podminka splnéna, ale n; < 0, bude to znamenat zhruba to, Ze pist
M, je o tolik t&Zsi nez M, Ze plyn neni moZné rozdélit tak, aby pisty byly
stejné vysoko. Situace n; > n nemiiZe, vzhledem k tomu, Ze na pocatku je
prvni pist nahofe, nastat.

Bude-li (M; + M3)g < (p — pa) - 25, pak lanko napnuté nebude a my
musime sestavit jiné rovnice. Ve vzorci 2 bude F = 0:

Mg+ p.,S =pS, Myg+p,S=pS. (7)
Oznalme vysku, ve které jsou pisty stejné vysoko A’ (nemusi to byt h/2). Do
7 miZeme dosadit ze stavové rovnice

nyRT n—n{)RT
1h, b) p2S: ( 1)

mS =



N
éimZ dostaneme

nyRT n —ny)RT
Mg+ p.S = 1h' ;o Mg+ paS = ( hll) (8)
Soustava ma fedeni:
Mlg + PaS
n; n, (9)
(M1 4+ Ms)g + 2p,. S
B nRT (10)

(M) + My)g + 2p, S’

Zd4élo se mi, ze by mohlo jit z toho, jak vypadé rovnovazny stav na zacatku
(levy pist nahofe, pravy dole, lano napnuté) urcit urdit jestli bude na konci
lanko napnuté nebo provéSené, ale (jak si miZete zkusit) nejde to.

Zatim jsme zjistili, jak rozdélit plyn do valci tak, aby zavaZi byla ve
stejné vysce. (V prfipadé, kdy nam vyslo n; < 0 to nejde.) My vSak chceme
aby soustava do tohoto stavu presla po otevieni kohoutku sama, t.j., abychom
nemuseli plyn prederpavat. Po otevieni kohoutu za¢ne plyn proudit z mista
vysSiho tlaku do mista s tlakem niZSim a neni tedy moZné, aby v konecné
poloze byl tlak v pravém (piivodné prazdném) valci vétsi nez ve vilci levém.
To znamena, Ze pri stejné vysce pistil nemize byt mnoZstvi plynu v pravém
valci ng vétsi nez mnozstvi v levém ny. T.j., z rovnic 5 a 9, musi byt M; > M,.

Jesté mé napadi jeden problém. Plyn je po otevieni kohoutu pfiveden
pod pist M, tenkou hadici. Pokud by tento pist dosedal tésné na dno vilce,
vzduch by pak nemohl tlaéil na cely pist, ale jen na ¢ast nad otvorem hadicky.
Pak by bylo potieba, aby i meni sila, kterou by plyn takto pisobil, alespon
trogku s pistem hnula. Pokud valec nedoseda tésné, plyn se miize mezerami
dostat na celou plochu a podminka M; > M, snad stadi.

3. Uloha — Problémy na kosmické lodi

ProtoZe v zadani tlohy nebylo zcela jednoznacné, co se ma vlastné spo-
Cist, bodovali jsme shovivavé a spiSe spravnost nez tiplnost vaSich fivah. V
autorském feSeni uvadime trochu podrobnéjsi rozbor situace.

Nejprve se budeme zabyvat drahou kosmické lodi obecné. Podle Keplero-
vych zakoni (ty plati nejen pro obéh planet, ale pro obecny pohyb malého
télesa v gravitaéni poli o hodné hmotnéjsiho centra) bude kosmicka lod (dale



jen lod) obihat po eliptické draze. Parametry této elipsy se daji uréit na
zakladé znalosti dvou velidin. Prvni z nich je celkovd mechanicka energie
vztazena na jednotku hmoty

E kM 1,

e=—=—"1y 11

m r + 2 (11)
a druhym moment hybnosti na jednotku hmoty viiéi gravitaénimu centru
(stied Zemé)

Il =L/m =ru. (12)

Zde M resp. m je hmotnost Zemd&resp. lodi a v je primeét vektoru rychlosti do
sméru kolmého k priivodidi ze stfedu Zemé. Ackoliv vzdalenost r od stfedu
Zemé a rychlost v lodi se pfi obihani po elipse neustale méni (v pfipadé
kruhové driahy ne), veli¢iny € a [ zistdvaji konstantni. Z parametrd drahy
nas nejvice budou zajimat vzdalenosti ry, r nejblizéiho a nejvzdalendjsiho
bodu drahy (tzv. perigeum a apogeum).! V perigeu i v apogeu plati v = v,
a tedy [ = rv. Z této rovnice miiZzeme vyjadfit r pomoci v a dosazenim do
(11) a drobnou tpravou dostaneme kvadratickou rovnici pro r

1
er? + kMr — Elz = 0.

Resenim této rovnice jsou vzdalenosti perigea a apogea od stiedu Zemé

&M n ( .&M)2 n {2 (13)
2= 2e 2e 2¢
Pro kruhovou drihu je samoziejmé vyraz pod odmocninou nulovy, tj.:

M
" =Trg =Tg = ——& . (14)
260
Pfitom jsme rg, € a g oznadili parametry pivodni kruhové drihy.
Predpokladejme, ze vypusténim odpadu se plivodni hodnoty ¢ a Iy zmé-
nily o Ae a Al. Dosazenim hodnot € = g + Ae a I = [y + Al do rovnice (13)

snadno zjistime parametry nové drahy.

! MiiZete si zkusit jak z téchto velidin vypoé&ist napf. velkou poloosu dréhy, excentricitu
resp. dobu ob&hu. Jde jen o jednoduché geometrické tvahy resp. pouZiti Keplerovych
zékont



Nejprve zjistime jakou rychlosti v opousti kapalina kosmickou lod. Uvnit¥
lodi je tlak p, a venku je vakuum p = 0. Plati tedy Bernouliho rovnice ve

tvaru
1 2p,
o = =PV — Vv = 15
Pa =3P P (15)
kde p znaci hustotu vypousténé kapaliny.
Jak se tedy zméni energie € a moment hybnosti { lodi? Podle zikona
zachovani hybnosti plati

mug = (m — p)uv + py, (16)

kde vg, v resp. v je pivodni, koneény vektor rychlosti lodi resp. odpadu a p
je hmotnost odpadu. Podle definice je

_ -1
l:T()’Ut:TOM:lO (1—ﬁﬁ) (1—ﬁ) 3 (17)

m— p m g m

kde jsme vyuZili zakon zachovani hybnosti (16). Podobné

2 2 —2
e:—ﬂ—l—%v2=eo<2—[1+H—V—2—2ﬁicosa][ —K] ) (18)

To m? v m v m

Pfi posledni fipravé jsme vyuZili vzorce ¢, = —v3/2 platného pro kruhovou
drahu a zavedli jsme thel o mezi vektory vy a v. Témito vztahy bychom
mohli skondit, protoZe uZz nyni zname hodnoty [ a € nové drahy na zakladé
vztahu (13) i parametry drahy. Jesté se zminime o specialnich pfipadech.

Pokud vypustime odpad do sméru kolmo na okamzitou rychlost vy, bude
vy = 0 a cosa = 0 a predchozi vzorce se zjednodusi na

1=l (1— ﬁ)_l, (19)

m

e=50<2—[1+;—2:—;“ —%]_2). (20)

Viimnéte si, ze tvar vysledné eliptické drahy viibec nezalezi na tom, jestli
vypustime odpad smérem k Zemi, od Zemé nebo kolmo na tento smér. Bude
na tom ovSem zaviset prostorova orientace této elipsy.

Dalsi specialni ptipad je Ze odpad vypustime po a nebo proti sméru letu.
V tom piipadé je vy = +v a cosa = £1. Tyto hodnoty miizete opét vyuzit



k vypoctu drahy lodi. V pfipadé vypusténi opadu proti sméru drahy se pe-
rigeum snizi a apogeum bude ry a v pfipadé vypusténi po sméru se naopak
zvysi apogeum a perigeum bude rg.
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