Cihlic¢ky

dr Tomds Brauner

Mam zde par poznamek k ¢lanku doc. Matouse Jirdka a bcl Roberta Spalka
L. 1 = +oo. Nézorny je nasledujici
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z minulého &isla. Nejprve dokdzu, Ze lim
n 7
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postup (viz obrazek): Vidime, Ze Y % =31 %, coZ se rovna obsahu vyznadenych
=1 =1
n+1 n
obdélnickti. Ten je vétsi nes [ df, takZe % > In(n+1). Funkce f(n) = In(n+1)
1 i=1
vak pro n — oo roste nade viechny meze — ke kazdému éislu & totiz mohu najit
takové ng, ¥e In(ng + 1) > k, staél vzit napf. ng = e¥*! — 1. Tim je tedy ¥idany
dikaz podan.

Déle — tézko bude nékdo dokazovat, Ze dany postup stavéni cihlicek je nej-
lepdi, tj., Ze se tak s n cihlitkami dostanu nejdile. UkdZu ted, jak lze néjakou tu
cihli¢ku uspofit, ale netvrdim, Ze miij zptsob je nejlepsi.

Délku cihli¢ky oznaéme a, §itku b. P¥esah miiZzeme oproti pfedchozimu feSeni
zvétsit tim, Ze vrchni cihlicku otoc¢ime, tak, jak je to zndzornéno na obrazku
vpravo. Pfesah pak bude %\/az + b2, pootocenim ziskdm A; = %(\/az + 0% —a).
Spodni cihlicku mohu podobné natocit, tak, aby té7i§té hornich (n — 1) cihlicek
bylo nad rohem spodni cihly. Timto ziskdme A, = +/a% + b2 — a. Celkem pak
A=A +A = %(\/a2 + b2 — a). Otocenim pouhych dvou ve stavbé z deseti
cihlicek se dostaneme dal, neZ kdyZ pouZijeme o 23 cihli¢ek vice a stavime podle
plivodniho Fedeni. (%a(\/i -1) < %(11—0 + % + % + e+ %) Je to zpiisobeno
tim, %e pro vétsi n je kazda ndsledujici cihliéka posunuta jen nepatrné. Pokud
neméfime pouze posunuti ve sméru osy z, zvétsiime celkové posunuti posouvanim

kazdé cihlicky téZ ve sméru osy z: %\/a"’ +62(1+ % + % + i +--).

literatura: E. Humbal, E. Pelantova: O posloupnosti harmonickych ¢isel, MF Roz-
hledy 4/1995

(Tam najdeme zajimavy odhad: In(n + 1) < f: t<Inn+1.)
i=1

Cihlicky
doc. Matous Jirak



1. Souéet Fady
Dopliuji dikaz, Ze soucdet fady 1 + % + % 4+ 4 % je pro ¢ — oo nekonedny.
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2. Maximalni plocha primétu, priumét do kterého lze vepsat nejvétsi
kruZnici.

Pozn. red.: Doc. Matous Jirdk se snazil na cihlicku, kterd leZela na podlozce
postavit dalsich n—1 cihlicek tak, aby plocha primétu do roviny podlozky, resp.
polomér kruzgnice vepsané do primétu byl mazimdini. Ulohu Fesil postupné pro
n=1 aZ 10 pro obecné rozméry cihliéek a potom wuvddi Feseni pro specidlni cih-
licky s rozméry krabicky od sirek (t.7. a=5,2 cm b=3,5 em). Uspofidini cihlicek
totiZ vjznamné zdvisi na rozmérech. My z technickych divodi publikujeme pouze
vysledky pro uvedenyf specidlni pfipad.

V tabulce jsou mazimdlni dosazen€ obsahy S, a mazimdlni poloméryr,,. Uspo-
fadant kterd nejsou 2fefmd jsou vyobrazena niZe; je-li pro mazimdalni obsah uspo-
fadant yin€ nez pro mazimdlni polomér, je nakresleno nejdvive to s mazimdlnim
obsahem.

n | Splcm?] | r,[cm]

1 [18,2 1,75

2 (33,34 |26

3 | 48,475 | 2,8045 !
4 57,58 |3,25(7) ‘
5| 72,8 3,677

6 | 72,8 3,677

7| 72,8 3,677 .

8 [ 81,9 4,375

9 [109,2 | 35,2

10 | >109,2 | >5,2

/




Hod jehlou
Matous Jirak

K ¢lanku Tomase Braunera, ktery pocital pravdépodobnost protnuti ¢ar vzda-
lenych 2r sirkou délky r, dopliiuji, Ze lze spoditat pravdépodobnost pro obecnou
vzdalenost ¢ar vétsi nez r takto:

Necht d... vzddlenost ¢ar

[... délka jehly

— 173
y=d—lsina

y=ilsina

T «

Jehla dopadne nahodné na ubrus, jehoZ vzor je tvofen fecenymi ¢arami. V po-
loviné své délky ma jehla stied 9, vdalenost tohoto stfedu od ¢iry p oznaéme 4.
Vzdalenost stfedu od g je potom (d — &). UvaZujeme-li, Ze jehla a ¢ara (pfimka)



p spolu sviraji ithel o orientovany zprava doleva, snadno jiz vyjadfim podminku,
kdy jehla jednu z linek kfizuje. K tomu dojde pravé tehdy, kdyz:

1, . 1.
(El-s1na>5) V [El-sma) >d—d]

Kdy?# si nakreslime graf y = 1/-sina a y = d — /- sin« na intervalu a €
(0,7) (nebot jinych hodnot a nabyvat nemiiZe a viech hodnot z tohoto intervalu
nabyvat smi), vidime, 7e pfedchozi nerovnosti jsou splnény pro body leZici ve
vysrafované ¢asti grafu. Z geometrické pravdépodobnosti vime, Ze pomér obsaht
vysrafovanych ¢asti ku ploe (7 d), do které je graf vepsan, udava pravdépodobnost
p, 7e jehla ,protne* aru.

Plochu nad kiivkou dostaneme integraci:

71 1 1 1
/0 §lsina = [—§lcos alf = §l — (—§l) =1
Druhi kiivka ma stejny tvar, obsah fitvaru nad ni je stejny. Pravdépodobnost
p je tedy

b= d
Tuto pravdépodobnost vyjadfeme poétem pFiznivych jevii m, kdy sirka protne
¢aru, ku poctu n viech jevi (poétu hodu jehlou):

p=—
n

Porovnanim p¥edchozich dvou vztahi dostdvame:

20 m
rd n

Pomoci tohoto vztahu miZeme experimentalné zjistit hodnotu éisla 7, aviak
s pfesnosti omezenou tim, jak zmé&fime délku jehly, vzdalenost Car (jak pfesné
rysujeme) a jak dlouho u pokusu vydrZime.

Ja jsem si fekl, Ze ¢islo 7 znd kaZdy na spoustu mist, ale Ze by bylo zaji-
mavé, timto pokusem pomérné pfesné zméfit délku jehly, narysujeme-li ,prkna“
dostatecné presné.

Popisu ted dva pokusy, které jsem provedl.

Hod paratkem.

Jsa znechucen skli¢ujicim faktem, Ze véechny jehly jsou zmagnetované a ne-
maje tenéiho pfedmétu tiseéce se svym tvarem prepodobiujiciho, uZil jsem svym
tesakem upravené paratko délky 5.96 cm k hodu na podlahu — papir, na ném?
nalrtnuty dle pravitka peclivé ve vzddlenostech 10 cm dle nejlepstho védomi a
svédomi Cary byly. Zavér: paratko nejde zmagnetovat, aviak po 1200. hodu jsem



zjestil, Ze dochazi k obrufovani. Pérdtko se béhem 2000 pokust zkratilo na 5,90
cm. Neblahy to materidl!

Mohu-li povaZovat 1 & 5,9 cm, pak hodnota 7 ziskand pokusem (celkem pro-
vedeno 2000 pokusi, tabulku vysledki nepFetiskujeme — pozn. red.)

_2l-n

7T_m-d

~ 3,087,

co? se od skuteéné hodnoty = lisi asi o 2%. Pokus zcela neuspokojivy. Pouze jsem
se presvéddil, Ze touto metodou (s nédim jinym neZ s pardtkem) lze Cislo 7 ziskat.
Hod jehloun
Protoze pfi pokusech s paratkem jsem proved! celkem 2000 dfept s nevalnym
vysledkem, rozhodl jsem se, Ze pfipravé dalsiho pokusu vénuji vétsi pédi:

1. Papir 1 x 2 m, aby nedochazelo k okrajovym jeviim.

2. Pouzil jsem jehlu, aviak odmagnetoval jsem ji pfidrZzenim nad ohném v kles-
tickdch na cukr.

3. Pod papir jsem nadel rovnou podlahu.

4. Jehlu jsem uchopoval disledné za $picku a poustél tak, aby padala orieno-
vand vertikdlné a od papiru se odrazila naprosto ndhodnym smérem.

Provedl jsem 1200 pokust hodu jehlou. Zkusme ze zjisténych hodnot urcit
délku jehly [ = %’;—d (Tabulky pokusi autor pFiklidd, ale my je nepFetiskujeme
— pozn. red.)

m = 510 ... pocet pokust s pfiznivym vysledkem
n = 1200 ...pocet viech pokust
= 3.1415926536 d =10 cm

Pro tyto hodnoty je { = 6,6759 cm = 6,68 cm.

Ve skuteénosti méla jehla délku I = 6,625 cm (méfeno posuvnym méFitkem
s noniem). Pfesnost je pomérné velkd, uvaZme, Ze absolutni chyba Al = 0,005
cm, relativni chyba & = 0,008 (tedy 0,8%), coZ je velmi pfesné na to, Ze jsme
provedli pouze 1200 pokusi.

Sinusoida
Rozhodl jsem se provést experiment, jehoZ teoreticky vysledek nezndm. Necht se
on pokusi FeSitelé.

Méjme obdélnik 24 cm x 67 cm, do tohoto obdélniku vepisme tfi sinusoidy
y = 2sin a dle obrazku.
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se na vysledek pokusu. Vysledek je kladny, protnula-li jehla nékterou sinusoidu
alespoil v jednom bodé. Uréete pravdépodobnost, s jakou jehla délky [ protne
nékterou sinusoidu.

Ulohu jsem Fesil experimentalné. Vysledky pro riizné dlouhé ,jehly“ jsou uve-
deny v tabulce. (I je délka jehly, 3 je pocet pokuslt,Y.® podet pokusi s kladnym
vysledkem a p = Y°/3°®.) Jako jehly bylo pro délku 1,38 cm pouZito cvocku ze
sefivacky, pro 3,24 cm jehly, pro 4,40 cm sirek a hézela se nékolikrat celd krabicka
sirek najednou.

lem] | ¥ [ X6 | pl%] lem] | ¥ | E& | pl%]
1,38 | 96 | 13 | 13,5 778 |96 | 70 | 72,9
3,24 | 96 | 35 | 36,5 7,08 |96 | 73 | 76,0
440 | 101 | 51 | 50,5 8,52 |96 | 84 | 87,5
5,37 | 96 | 57 | 59,4 10,65 | 96 | 86 | 89,6
6,625 | 96 | 69 | 71,9

Stanoveni ¢isla e
Matous Jirak

Téma rozsypanych zapalek (izce souvisi s pravdépodobnosti. Ta vSak nemusi
byt jenom geometrické. Teorii pravdépodobnosti miZeme najit viude. Rekl jsem
si, Ze pokusil s jehlou a ubrusem uZ bylo dost, a zkusil jsem najit experimentélné
hodnotu zdkladu pfirozeného logaritmu e.



Plati, Ze pomér poctu viech permutaci n prvkové mnoZiny bez samodruZnych
prvki k poctu viech permutaci této mnoZiny se pro n — oo limitné blizi %

Vzal jsem 20 karticek ocislovanych 1, ...20. Vidy jsem je promichal a jejich
ndhodné poradi porovnal s permutaci {1,2,3,4, ...,20}. Pokud alespoir jedno
¢islo v permutaci mélo sobé rovny index (t.j. jeho pofadi bylo stejné jako to
¢islo), napsal jsem zavér pokusu ©. Jinak jsem napsal @. Pokust bylo provedeno
celkem 150. Pomér vech pokusd, u nich? jsem napsal @, ku poc¢tu vsech pokust
se blizi L.
Spoctené hodnoty e po kazdych 30 pokusech:

& 130 | 60 | 90 | 120 | 150
e [ 2,14 [ 2,50 [ 2,81 | 2,50 | 2,68

Zévér: experiment je v souladu s teorii.



