Studentsky ¢asopis pro badani v oblastech matematiky a fyziky

M&M  Cislo 2

Mili kolegové!

NeZ se vrhneme studia zajimavych poznatkil, dovolte nékolik poznamek.
Pfedné: Vénujte pozornost priloze o soustfedéni !! DileZité je také,
aby jste nam posilali dlohy vcas tj. tyden pfed vydanim dalsiho ¢isla. To
znamend, ze termin odeslani této série bude 6. 1. 1996 a dalsi 3. ¢islo vyjde
t¥inactého téhoZ mésice. Dale bychom vas chtéli upozornit, aby jste psali
kazdou tilohu na zvlastni (a podepsany) list papiru (nemusi to byt zrovna A4d),
protoze kazdou tlohu opravuje nékdo jiny. Vase pfispévky do prvniho éisla
jsme opravili a zvlasté zajimavé otiskujeme s pfipadnymi drobnymi ipravami,
poznidmkami a komentafi. Pokud pfiglo vice p¥ispévki velice podobnych,
sloudili jsme je do jednoho. Vysledky prvniho kola jsou pfehledné uvedeny
v tabulce na zadni strané. VétSina z vas jiz dosdhla titulu bakaldf (bcl) k
¢emu? jim plahopfejeme a néktefi jedinci se blizi hranice doktoratu (50b).

Do dalsiho ¢isla miiZete posilat dalsi ivahy navazujici na badani v jiz roz-
jetych tématech, ivahy o dvou novych tématech, kterd jsme pro vés pfipravili
a samozfejmeé také feSeni rekreacénich iloh.

TEMA I: BALISTIKA

Reseni tivodni tilohy

Nalezeni pocatecni rychlosti vg a vySky dostfelu A praku pfi vystielu kolmo
vzhiru na zikladé znalosti doby T, za niz stfela dopadne zpét.

V idedlnim p¥ipadé bez t¥eni trva let nahoru do nejvyssiho bodu drahy
ve vySce h i zpét doli stejné dlouhou dobu % Druha éast pohybu je vonym
padem a vysku h miZeme pocitat ze vzorce
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pro volny pad. VyuZijeme-li toho, Ze pocatecni rychlost vy je stejnd jako
rychlost dopadu vy, miiZeme podle voného padu spoditat i rychlost vg:
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Odhady vlivu tfeni

Jan Myslivecek: ?Tim, %e Libor zanedbal odpor vzduchu, vysku A pfecenil,
protoze odpor vzduchu zplsobuje zbrzdéni. Rychlost vg zistane v podstaté
stejnd.“

Daniel Klir: ? JelikoZ na kulicku plsobil odpor vzduchu, tak kulicka méla
nizsi max. vysku. TakZe max. vysku pfecenil. Proto se zmensila doba vystupu
a padu, takZe pocateéni rychlost podcenil.“

Matous Jirdk:(zestrucnéno) P¥i modelovani na pocitadi vzdy vychdzi, ze
pri stejné poéateéni rychlosti spadne kulicka na zem dfive pokud zapocéteme
t¥eni. To znamena, Ze skutecnd pocateéni rychlost musi byt vétsi ne rychlost
vp vypoctena z namétfené doby 7', aby se stfela udrZela potfebnou dobu ve
vzduchu. Rychlost vg tedy pan inZenyr podcenil. O vysce A si Matous mysli, Ze
bude ve skuteénosti mensi ne? vypoétend podle (1), ale tvrzeni nezdivodiuje.
Déle se pokousi Fesit pohyb pro odporovou silu ' = —kv i kdyZ to nedotahl
do konce.

Jiti Roubinek: Odpor vzduchu zptlisobi, Ze kuli¢ka vylétne do mensi vysky.
Naopak veli¢ina vy je podcenéna, nebot kdyby stfelil kulicku vypoétenou
rychlosti, vratila by se zpét dfive. Skuteénd rychlost, kterou kulicka vylétla
z praku tedy musela byt vétsi.

Ndmitka Dr. Stourala':

Tvrzeni Jana Myslivecka, Ze rychlost vy zlistane stejnd je neopodstatnéné,
nezdivodnil jej a v podstaté o néj se opird tvrzeni, Ze vyska bude mensi.
Také argumentace Daniela Klira a Jifitho Roubinka je nespravna. Nejprve,
opiraje se o pfedstavu, Ze pocateéni rychlost je stejna pro oba pfipady vyslovi
zavér, ze vlivem t¥eni doleti kulicka niZe. Hned nato vSak tvrdi, Ze poéatecni
rychlost musi byt ve skutecnosti vétii nez podle (2). Co kdy?z je ale rychlost
vp Vet o tolik, Ze to zcela vykompenzuje ztraty tfenim a kulicka do vétsi
vysky? Zdivodnéni Matouse Jirdka (alespoii co se tyce vlivu na rychlost)
je uspokojivéjsi, i kdyZ argumenty se opiraji o ne zcela dokdzani tvrzeni
a o numerické modelovini na poéitadi, pfi némZ nespecifikuje jaké pouzil
parametry.

Odpor vzduchu p#i malych rychlostech 2
Tomds Brauner o Pavel Bubdk (zestruénéno)

1Dr. Stoural je jeden velice nep¥{jemny p¥buzny Martina C.
%feSenf je nevhodné pro mlade# neovladajict diferencidlnf a integralnf podet. Sta¥f kdy#
se podivate na vysledné vztahy (*) a (**) a poznamky za €lankem.



Pfi nizkych rychlostech kulicky (fadové jednotky m/s) lze odpor vzduchu
povaZovat za prfiblizné pfimo mérny rychlosti kuli¢ky (podle pana Stokese
je odporova sila pfi lamindrnim proudéni rovna F = —6rnRv, kde n je
dynamicka viskozita vzduchu a R je polomér kulicky). Pro pohyb kulicky
plati 2. Newtoniv zdkon

ma = mg — 6rnRv

JestliZe zvolime soustavu soufadnic tak, aby g bylo souhlasné rovnobéiné se
zapornou poloosou y, pak
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Pfepsdnim této rovnice do tvaru

d
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a jeji integraci v mezich od 0 do ¢ s vyuZitim pocateéni podminky v,(t =
0) = v a drobnou Gpravou dostaneme:
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Dalsi integraci a uZitim y(¢ = 0) = 0 mame
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PoloZime-li v posledni rovnici éas ¢ = T vime, %e ulicka pravé spadla zpét tj.

y = 0. Z této rovnice mizeme vyjadrit vo:
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Z rovnice pro rychlost v, zase muZeme najit as v némsz je kulicka nejvyse a
to tak, Ze poloZime v, = 0 a vyjadfime z této rovnice ¢. Po dosazeni tohoto
t do rovnice pro y dostaneme maximalni vysku doletu
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a po dosazeni za vy tedy mame
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Dosazenim konkrétnich hodnot do vztahl (*) a (**) zjistime, Ze skuteénd
rychlost vp pfi konstantni dobé T je vétsi neZ rychlost uréend pfi zanedbéni
odporu vzduchu a skuteénd vyska vrhu A je zase menéi.

Pozn. red. Kromé vyse uvedeného Tomds Brauner nasel také tvar ba-
listické kiivky pro vrh §ikmy vzhiiru malou rychlosti (pro vétsi rychlosti se
zméni tvar odporové sily!):
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Cislo « znadi tihel vrhu. Navic ukazal (pomoci 1‘Hospitalova pravidla), ze pro
A — 0 vzorce (*) a (**) pfejdou ve vzorce bez tfeni (1) a (2). Pavel Bubik
proved]l numerickou simulaci na poéitaci a konstatoval také zavér, Ze pro malé
tfeni je brzdény pohyb nerozeznatelny od idedlniho. O Feseni problému pro
stejny tvar odporové sily se pokusili také Matous Jirdk a Robert Spalek, ale
ne tak Qispésné.

Pozndmka Dr. Stourala: Kolegové nedokézali skuteéné ptimo ze vzorcii
(*) a (**), Ze by pro viechny hodnoty porametri 7' a A byla rychlost vy vétsi
a vy$ka h mensi. Postup se také opird o specidlni tvar odporové sily a urcité
by neplatil kdyby se z praku stfilelo v desti nebo pfi snéZeni nebo pod vodou.

Metoda primérného zpomaleni
Josef Seda (upraveno)

Oznacfme t; dobu letu nahoru do vysky A a t; dobu letu doli. Zfejmé plati
t; +t2 = T. Pfi letu nahoru je kulicka brzdéna a jeji zpomaleni je trochu
vétsi neZ g a p¥i padu je zase jeji zrychleni diky brzdéni odporem mensi neZ
g. MiZeme tedy zavést kladna Cisla py a ps, kterym budeme fikat primeérna
zpomaleni, vztahem
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Z tohoto vztahu je moZno vyjadfit ¢; pomoci ¢; a diky vztahu ¢, + ¢, =T

také ¢1 pomoci T
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Dosazenim do pfedchoziho vztahu miZzeme vyjadfit pfimo h pomoci T'. Ve
vyjadfeni budou vystupovat uZ jenom ¢&isla py a ps, o nich? vime, Ze jsou
kladna. Navic nam situaci miZe zjednodusit nasledujici:

Model: Pro malou tfeci silu miizeme p¥edpokladat, %e py = p, = p diky
tomu, Ze kulicka je mdilo brzdéna a zavislost rychlosti na case je témér stejna
po cesté nahoru i doli.

Pozn. red.: Josef Seda teseni nedotahl do konce (navic tam mél chyby,
které jsem se snaZil odstranit), proto v tomto okamziku s nedokondenym
feSenim, které miZe slouZit jako inspirace, konéim.

Naméty pro dalsi badani:

Resen{ Tomése Braunera a Pavla Bubaka pro linearni zavislost odporové
sily na rychlosti je téméf (iplné, aZ na detail: bylo by tfeba ukazat pofadné jak
je to s veliéinami vp a h podle vztahi (*) a (**) pro viechny moZné hodnoty T
a A. Neexistuje nahodou dvojice parametrii pro niZ tvrzeni uvedené v zdvéru
¢lanku neplati?

Déle by bylo zajimavé najit skuteéné podrobnou a pfesnou analyzu vliva
tfeni na let kulicky, kterd by se neopirala o tvar t¥eci sily. Snad by k tomu
mohlo vést néco jako postup Josefa Sedy (metoda préimérnych zpomaleni -
MPZ), kdyby se dotahl do konce. Napfiklad Matous Jirak ve svych ivahich
skuteéné rigorézné ukdzal, Ze t; > #; (neuvefejnéno). I tento fakt by se mohl
pfi postupu hodit.

TEMA II: CIHLICKY

Nekoneény piesah vrchni cihliéky
Matous Jirik, Robert Spalek

Pokusme se docilit nekoneéné vzdalenosti mezi cihlickou nejvyse umisté-
nou a nejspodnéjsi. Stavme cihlicky tak, Ze spoleéné tézi8té prvnich k cihlidek
odshora leZi v téZe vzdalenosti na ose z od pocatku jako leva hrana (k+1)-
ni cihli¢ky. (Obr. 1) Tuto podminku klademe proto, aby téZisté jsa jinde nez
nad okrajem (k + 1)-ni cihlicky nezplsobilo pFekoceni a pad hornich & cihel.
Na druhou stranu je zbytecné posouvat té7isté pfilis nad (k + 1)-ni cihlicku,
nebot tim zmensujeme tu vzddlenost, kterou chceme docilit maximalni.

Oznafme [ délku cihlicky ve sméru osy z. Tézisté cihlicky éislo 1 je Ty
a jeho z-ova soufadnice je % Levy okraj druhé cihlicky umistime tedy do
vzdalenosti % na ose z. TéZi8té soustavy 1. a 2. cihly mé z-ovou soufadnici
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mnoho dalSich
cihlitek

Obrazek 1:
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Snadno nahlédneme, Ze pro i-tou cihlu plati:
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coZ je soucasné vzdilenost mezi té7isti 1. (vrchni) a (¢4+1)-ni cihlicky. Snadno
si mizete dokdzat, Ze soudet této fady mize byt libovolné veliky (autofi
¢lanku dikaz neuvadé&ji — pozn. redaktora), t.j.:
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Obrazek 2:

Docilili jsme tedy nekoneéné vzdilenosti mezi nejnizsi a nejvyssi cihlickou.
Tato stavba oviem nebude stabilni, protoZe téZisté je vidy pfesné nad hranou.
Abychom docilili stabilni stavby, musime klast téZisté soustavy k cihlidek
kousek nad & + 1-ni, ne pFfesné na hranu. Toto posunuti pfitom mize byt
velmi malé a miZe se i zmensovat. Zvolime-li toto posunuti d = %c%, kde &
je pofadi cihly, ¢ je konstanta, 0 < ¢ < 1, dostavame:

[ =
>
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Z cihli¢ek by tedy bylo moZno vytvofit stabilni stavbu, dosahujici libovolné
daleko.
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Dalsi ivahy o cihlickach
Matous Jirdk
Existuje i jiny zpisob, jak docilit nekonecné vzdalenosti. Cihlicek viak
musi byt v nékterych vyskach nékolik vedle sebe. Nekoneénou vzdélenosti
rozumim vzddalenost libovolnou, tj. libovolné velkou — zada-1i mi nékdo né-
jakou mez libovolné velkou, dovedu ji pfekrodit. Takové feseni je tfeba na
obr. 2 vlevo

Cihly 2,3 by nebyly stabilni, kdyby na nich neleZely cihly 4,5,6, atd., atd..
KdyZ bude sifka tohoto monstra dostateéné velkd, pfestaneme stavét do sitky,
a za¢neme zuZovat stavbu tak, Ze bude symetricka vzhledem k vodorovné ose
prochézejici stfedy cihel nejdelsi fady. Posledni 1 cihla nahote by méla stacit,
v realné situaci ji miizeme vzdy néjakou tou cihlickou jesté zatiZit.

Cela stavba bude stabilni, bude-li na levé strané totéZ co na pravé (pfesné);
labilita dand malou plochou, na niZ systém stoji, je problém, ktery budeme
mit u kazdého FeSeni (i u Fefeni z pfedchoziho €lanku), a zbavime se ho prosté
tak, Ze stavime idealné pfesné.



Obdobné Feseni je na vedlejéim obrazku — nékteré cihly jsou napfié. Jsou
zde vétsi momenty sil na krajnich cihliékach, jinak je to obdobné pfedchozimu
pfipadu.

Cihlicky maZeme i zvétovat. Trividlni Fefeni je stavét na sebe stile vétsi
cihly, nebo prosté na prvni cihlu ddme jednu obrovskou. V obou p#ipadech
dostaneme vzdalenost odraje dolni a horni cihly libovolnou. Mozné je i cihly
otacet.

UvaZzme, co se stane, bude-li tithové zrychleni g se vzdalenosti od podlozky
klesat. Horni cihli¢cky pak budou mit mensi tihu neZ spodni. Domnivam se,
%e stavba by pak mohla byt trochu odvaznéjsi nez v pfedchozim ¢lanku —
odklon by byl vétsi.

Co kdyZ bude dolni cihli¢ka nevodorovné, alébrz naklonéné? Idealni hladke
cihliéky po sobé sklouznou. Ale co kdyZ budou tak idedlni, Ze budou vykazo-
vat koeficient smykového t¥eni p. Pro zatiZeni cihlicky svirajicl s podlozkou
thel a pak bude muset platit g > tan o, aby se stavba nezfitila. Vytvofit
zde néjaky pfesah je mnohem té78i neZ ve vodorovnych polohach.

Mohli bychom si jesté vymyslet nehomogenni cihli¢ky nebo cihli¢ky jinych
tvarli, ale nejnovéjsi vyzkumy stejné ukazuji, %e je velmi vyhodné pouZivat
maltu.

Nameéty na dalsi ¢innost: Nikdo nedokézal, Ze feseni z prvniho élanku
je pro homogenni cihly tvaru kviadrd skutecné nejlepsi, tj., Ze se tak s pou-
7itim néjakého konecného poétu cihel dostanu nejdal. Pokud neddm vrchni
cihlu tak moc stranou, mohu zvétsit posunuti spodnéjsich; kromé tohu mizu
cihly stavét tak, Ze hrany nebudou rovnobéZné atd.. Déle by bylo moZné
prozkoumat, jak na sebe postavit koneény pocet cihel (zkuste tfeba 10), tak,
aby plocha priimétu do roviny podloZky byla co nejvétsi, pfipadné aby se do
ni vesla co nejvétsi kruznice (takZe to nebude nudle).

TEMA III: ROZSYPANE ZAPALKY

Geometricka pravdépodobnost, aneb chudak ubrus
Jan Bfezina - Morf
Odpovéd na otdzku, kolik sirek spadne do kruhu, jasné souvisi s problé-
mem, jaka je pravdépodobnost, Ze sirka padne do kruhu. Vyfesime nejprve
tuto filohu, a pak provedeme jistd zobecnéni.
Je zfejmé, Ze ubrus je cely sloZen ze vzoru podle obr. 3 — vlevo. Polohu
sirky plné urcuji soufadnice X, Y, jednoho konce sirky (oznac¢me ho P - pevny
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konec) a smér sirky, co# je odchylka ({ihel) sirky od osy X. Spoéitejme nejprve
pravdépodobnost toho, Ze sirka padne celd do kruhu K, pro smér 0°. Aby
sirka padla do kruhu, musi bod P padnout do vydrafované ¢asti (prinik
kruhu K a kruhu vzniklého posunutim K doleva o r - viz obr. 3 — vlevo).
Pomér obsaht plochy $ a plochy étverce nam da kyZenou pravdépodobnost:

_ § _ 2(%7”’2 — irzx/g’) _dm — 3v/3
Po="g = 4r? Y

Jak je z vysledného vzorce a postupu, ktery k nému vedl, zfejmeé, nezdvisi
pravdépodobnost na sméru, a proto je p = py. Mnozi z vis jisté namitnou,
%e jsem zapomnél zapoditat sirky, které prochiazeji body dotyku kruZnic, ale
pfi konstantnim sméru tvofi mnoZina bodu p takovychto sirek tisecku, kdezto
ostatni body p tvofi plochu. ProtoZe fisecka mé nulovou plochu, bude i prav-
dépodobnost téchto pfipadi nulovd. Podobny postup, jako pf¥i feseni pro-
blému se sirkami, miiZeme pouZit i pro viechny ostatni pfedméty pousténé
na ubrus s kruhovym vzorem. Je zfejmé, Ze libovolny pFfedmét (v roviné) je
dédn bodem a smérem. ProtoZe kruh je ve viech smérech stejny, budou i prav-
dépodobnosi ve viech smérech stejné, a tak plati: p = %”
S, - Obsah plochy, ve které musi byt pfi konstantnim sméru bod P pfedmétu,
aby cely tento pfedmét byl v kruhu.

S - Obsah étverce vzoru.
Pokud je vzor ubrusu sloZen z vice disjunktnich kruhd, pak je p = M%gﬂ
kde S, je Sp, pro -ty kruh ve vzoru.

?



Pro jiné vzory (&tvercové, trojihelnikové ...) uZ nelze vyuZit invariant-
nosti viéi sméru, a proto je lépe sestrojit funkci f(z,y) : R* — R, kterd
pro bod o soufadnicich X,Y ve vzoru uréi pravdépodobnost, e smér pred-
métu bude takovy, Ze pfedmét bude cely v obrazci. Pak pravdépodobnost p
spocitame jako dvojny integral pfes X a Y:

mazX pmazY
p= / / f(z,y) dy dz, kde
0 0

mazX,mazY, jsou rozméry vzorového obdélnika.

POZNAMKY: 1) vzor, vzorovy obdélnik = obdélnik, v ném# jsou obrazce,
do kterych mé spadnout zkoumany pfedmét, a ktery opakovanim vytvori
cely ubrus 2) Uvedené {ivahy jsou vesmés proviadény pro rozumné vzory,
tedy ne pro fraktdlni vzory, kde je cela problematika daleko sloZitéjsi. Bylo
by napfiklad zajimavé zjistit, jakd je pravdépodobnost, Ze néaky bod sirky
padne do bod# nale#icich Serpinského koberetku. 3) Uvahy jsou providény
pro idealni fiseckovou sirku a rovinné pfedmeéty.

Pozn: Podobnij postup pousil i Josef Seda ve svém éldnku ZneuZiti prav-
dépodobnosti. Rozdil je jen v tom, Ze zaddval polohu sirky pomoci jejiho
stiedu, takie podital obsah obrazce (spojentjch kruhovych iseci), posunutého
doprava o poloviéni délku sirky (obr.8 — vpravo.)

Ubrus

Tomd$ Birta, Matous Jirdk, Tereza Tusarovd

Rozlisujeme celkem 4 moZnosti:
1. Stf¥ed dopadne mimo kruh, pak jisté nebude celd asecka lezet v kruhu.

2. St¥ed dopadne do vzdélenosti r € (éR; R) od stfedu kruhu. Pak celd
usecka nemuze leZet uvnitt kruhu, protoZe stfed tétivy délky R leZi ve
vzdalenosti ?R.

R
2

3. Stfed dopadne do vzdilenosti pak urdité bude celd fisecka leZet

v kruhu o poloméru R.

4. Stfed dopadne do vzdalenosti r € (R; ?R) od stfedu kruhu. Pak jestli
je cela tisecka uvnitf kruhu, zaleZi jesté na ithlu, pod jakym tsecka lezi.
Usecka miize s polopfimkou svirat iihel {0; %), pficem? celd leZi uvnit¥,
pokud thel lezi v intervalu (T — ; 7) (viz obr. 4). K urceni zavislosti
mezniho Ghlu ¢ pouZijeme kosinovou vétu v trojihelnku SXY":



Obrazek 4:

R\? | 2 2 2 3p2
T _(2) +r _RR_T_ZR
cos(z—l—tp)— or 5~ R » kde
cos (g + ‘P) = sin(—(p) = —sin ©, tedy
§R2_7,2
. _ 4
sin p = R

Obvod kruZnice o poloméru r je 27r a pravdépodobnost, Ze kdyZ stied
leZi na této kruZnici, tak celd tisecka lezi uvnit¥ kruhu je

3 p2 2
. SRA—r
2 arcsin (4 )
rR

s

MBI N

Kdy?Z tedy seéteme obvody vsech kruZnic vynasobenych pfisluénymi prav-
dépodobnostmi, dostaneme plochu mezikuZi vyndsobenou pravdépodobnosti,
7e fisecka bude celd uvnit¥ kruhu, kdyZ dopadne do tohoto mezikruzi:

2 3R — y?
£2 arcsin <¥ dr
T rR

wlet— ol
=



Pravdépodobnost, Ze celd sirka padne do kruhu, tedy bude

ER s
. 3R2 2 R
= R
1{ 4rarcs1n( = ) dr+m i
3

p= AR? ’

kde RTz je obsah kruhu, ve kterém kdy#Z lezi stfed, bude cela sirka jisté
leet na puntiku a 4R? je obsah &tverce.

Pozn: Tomas Brauner ¢ Robert Spalek pouzili ve svyjch ¢lancich stej-
nou metodu, jen polohu sirky zaddvaeli pomoci polohy krajniho bodu.

Praktické uréeni pravdépodobnosti
Matous Jirdk / s velkou litosti znaéné zkrdceno

Tato metoda FeSeni problému je ¢isté experimentdlni a spociva v hazeni
jedné sirky na desku, na které jsou popsanym zptisobem nakresleny kruhy
jako na ubruse. PouZito bylo dfevéné rysovaci prkno, na ném? bylo v obdél-
niku 10R x 8R, R je délka sirky, narysovano 20 kruht o poloméru R=44mm,
coZ je béZna délka sirky. Nahodny hod sirkou musi byt takovy, abychom ne-
mohli vili ovlivnit, zda pokus dopadne pfiznivé ¢ nepfiznivé, abychom to
dokonce nemohli ovlivnit ani podvédomé. To znamend: hizet z dostatecné
vysky, nebo jesté 1épe provadét vrh Sikmy neb svisly vzhiru, aniZ bychom
hledéli na plochu prkna. Aby sirka dopadala té% pod ndhodnym tihlem vzhle-
dem k pfimce p € g, o ...rovina prkna, jest nutno vyhazovati sirku nejlépe
hlaviékou pfesné nahoru ve vertikalnim sméru. Po dopadu se sirka casto na
prkné odrdZi. Tento jev vSak neubliZi nasi statistice, nebot sirka se odraZi
opét zcela nahodné.

Kdy7 sirka dopadne a (po pfipadném odrazu apod.) pfejde do klidu vzhle-
dem k desce, zhodnotime pokus jednim ze ¢ty¥ zpiisobi:

1. T&isté (v 1 délky) sirky leZi mimo obdélnik 8R x 10R = tento pokus
nepoditame.

2. Sirka dopadla zcela do nékterého kruhu — tento jev je pfiznivy, vysle-
dek pokusu hodnotime 1 bodem, 1ze-li jej rozlisit.

vy

kruhu — takovy pokus hodnotime 0 body, pakliZe jej 1ze jasné rozlisit.



4. Nelze-li v nékterych pfipadech jednoznaéné fici, zda pokus dopadl pfi-
znivé ¢i nepfiznivé, zapoditame jej jako pokus s nejasnym vysledkem za
% bodu. Tyto nejasnosti vzniknou tehdy, kdy?Z sirka leZi celd v kruhu,
pouze mald jeji ¢dst, témér bodova, pfekryva ¢ast kruZnice ohranicu-
jici kruh, pfidem? tato kruZnice je vlastné mezikruZi, nebot Zadna tuha
nebo jiné psaci neb kreslici n4¢ini neni nekoneéné tenké.

Vysledky pokust zaneseme do tabulky a relativni cetnost pfiznivych jeva
spoéteme tak, Ze vydélime souéet bodii provedenych pokusi jejich celkovym
poctem. (Ndsleduje tabulka 5000 pokusi, kterou z technickyech divodi ne-
pretiskujeme a bude k nahlédnuti v autora. Domnivam se Ze otistény graf
vystihuje situaci dostatecné prehledné. — pozn. redaktora)

Po provedeni 5000 nahodnych pokusi vidime, Ze relativni Cetnost pfiz-
nivych jevi je pfiblizné 30.06%. Pokud bychom providéli dalsi pokusy, jsou
jiz velmi nepravdépodobné vyraznéjsi odchylky od této hodnoty, coZ lze do-
kumentovat grafem, do kterého je zanesena aktuilni relativni cetnost v zd-
vislosti na poctu provedenych pokusti. Vidime, Ze pro prvanich 100 hodnot
jsou odchylky velmi vyrazné, pro dalsich 200 hodnot stile jesté pomérné
velké a rychlé (rychlé zmény, tj. kolisini). Zhruba do 500. pokusu miZeme
odchylky oznadit za signifikantni. Potom ma jiz vysledek jednoho nebo t¥eba
i péti, deseti pokusit maly vliv na privér vytvofeny z velkého souboru hod-
not. Kolem 5000. pokusu jsou jiz vykyvy zanedbatelné a relativni Cetnost
velmi stabilni.

(Vysledky jsou zaneseny do grafu pouze do pokusu & 400. Uvedme zde
hodnoty aktudlni relativni Cetnosti po provedeni 500. az 5000. pokusu ale-
spofi pro nasobky 500. Jsou to: 0.3390, 0.308, 0.3063, 0.2968, 0.2978, 0.2950,
0.2931, 0.2991, 0.3000, 0.3006.— pozn. redaktora)

MiiZeme tedy vyslovit zdvér experimentu:

Bylo experimentdalné zjisténo, Ze ze sta zapalek nejpravdépodobnéji bude le-
7et zcela v kruhu 30 zdpalek, z jedné krabic¢ky o 43 zdpalkich zlstane leZet
uvnitf kruhti s nejvétsi pravdépodobnosti 13 zipalek. MoZné je samoziejmé
vie, tfeba. i to, %e %Zadnd zapalka nepadne do kruhu, ale neni to tak pravdé-
podobné.

Jesté bych se zminil o jednom predpokladu, ktery jsme v této experimen-
talni metodé udinili. My jsme totiZ hazeli jednow sirkou, nikoli soustavou né-
kolika ; 1 sirek. Uéinili jsme tedy jakysi pfedpoklad superpozice, nezavislosti
jevi, tj. pfedpoklad, Ze ovliviiuji-li se sirky vzajemné pfi padu z krabicky,



pak se ovliviuji zcela a naprosto ndhodné, takZe relativni éetnost pokusil
s pfiznivym vysledkem je pro n sirek stejni, atf je na ubrus rozsypeme na-
jednou , nebo at je tam hazime po jedné postupné. Tento pfedpoklad je dost
zavazny. Nepochybuji o jeho spravnosti, aviak nemam nic k jeho podloZeni.
Domnivam se tedy, %e je namisté provést alesponi nékolik pokusii s celou
krabickou.

Pokusy s krabickami

K pokusim pouzijeme krabicky obsahujici 43 neposkozenych zapalek.
(Autor nejprve provddi prizkum poufitych krabicek se sirkami — zdjemce
odkazugi na pivodni prici, pozn. redaktora)

Ukézalo se, Ze nejvyhodnéjsl je poustét zapalky z vysky 1m volnym pé-
dem. Celkem bylo provedeno 50 méfeni (vrhi krabicky sirek; tabulku vy-
sledkd z prace nepfetiskujeme — pozn. redaktora). Celkovy pocet sirek, které
padly pfi téchto pokusech dovnitf kruhti je 408. Sirek, které padly na ubrus
mimo kruhy bylo 940. Ostatni pfipady, kdy sirky padly mimo ubrus nebo
neslo rozhodnout se do vysledku nezapocitavaji. Odtud relativni éetnost:

- 408
408 + 940

= 30,27%

co? je soucasné pravdépodobnost, %e hod jednou sirkou dopadne pfiznivé.
Opét se dostavame k vysledku, Ze z krabicky o 43 zapalkich dopadne zcela
dovnitf kruhd s nejvétsi pravdépodobnosti 13 zipalek.

Resen{ problému vhodnym programem

Kromé praktického experimentalniho feSeni a teoretického vypoétu exis-
tuje jestd jiny zpfisob feseni podobnych tiloh. Reseni spoéiva v napsani tako-
vého programu, ktery by pro ¢isla generovand generatorem nahodnych Eisel
provadél analogické pokusy, jako my provadime v praxi. Pfednost tohoto fe-
Seni je v moZnosti provést velké mnoZstvi pokusii s vynaloZenim minimdlni
ndmahy, nevyhoda v tom, ze musime mit dostate¢né dobry generator nahod-
nych Cisel. (Autor diskutuge viastnosti dobrého generdtoru).

Algoritmus, ktery jsem pouZil pro vypocet spodiva v imaginarnim hdzeni
usecek do plochy vyFezu ubrusu obsahujici 2 x 2 kruhy. Generujeme nahodné
bod v tomto étverci — to je jeden konec sirky, potom pomoci ndhodného
thlu generujeme polohu druhého konce sirky. Lezi-1i téZigté této sirky mimo
nas vyfez, pokus nepoéitime. Padne-li dovnit¥, zjistime, zda sirka padla do
jednoho kruhu. (To je ekvivalentni tomu, Ze oba konce padly do stejného




Obrazek 5:

kruhu). Tento ,pokus® provedeme 100X, a podet {ispéinych pokusi tedy
udava pfimo relativni cetnost v %.

(Autor ddle uvddi popis o vipis programu e 200 hodnot pravdépodob-
nosti, ziskanych programem — pozn. redaktora) Primér hodnot, které jsem
ziskal 200 ndsobnym spusténim programu, vyuzivajiciho tento algoritmus, je
31,10%, coZ je hodnota blizkd experimentdlné i teoreticky zjisténé. (Presné
feceno, jak autor uvddi, v pouZitém programu je jesté drobna chyba, spoéi-
vajicl v tom, Ze kdyZ padne prvni bod mimo kruhy, je pokus u? pfed genero-
vanim druhého povaZovin za nefispésny. Pfitom se v3ak jesté milZe stat, Ze
by sirka leZela vétii ¢asti mimo nas vyfez a pokus by se zapocitavat nemél.)

Rozsypané pfedméty
Tomas Brauner, Matous Jirdk

1. Vezmu si nyni ubrus ponékud odli§ny — vzor je tvofen rovnobéZnymi
¢arami vzdalenymi 2r, a mam zjistit, s jakou pravdépodobnosti sirka
protne nékerou ¢aru (viz obr. 5 — vlevo).

Reseni: Pro 0 < z < r mize sirka protinat pouze ¢aru A, pror < z <
2r pouze ¢aru B (situace je symetricki, takZe stali spoéitat pravdépo-
dobnost pro prvni pfipad). Plati:

dz , «a 2arccos?

, T
dp ; p=-—=———-"=—arccos —,
r 2 2 T r



kde p’ je pravdépodobnost, Ze sirka, jejiZ konec dopadne do vzdédlenosti
z od &ary, bude bude tuto ¢aru protinat protinat

dp =9 -dp’, po dosazeni

z . ;
dp = — arccos —dz, integraci dostaneme
Tr r
T

T
p= | —arccos—dx
o r r

zavedeme substituci ¢ = 7, potom dt = de

1 g1
p= —/ arccostdt, coZ si miZeme predstavit jako
7 Jo

1 n .
p= —/ 1-arccostdt a zintegrovat metodou per partes:
T Jo

-1
1—¢2

_l [t t]l—I—/ILdt _E/ILdt
p_w arccostlo 0 /1 —1¢2 T nto T2

zavedeme substituci z = 1 — #2, potom —df = tdt

fy=1= fit)=t g(t) = arccost = ¢'(t) =

1 ;0dz 1 p1dz 1 1
= —— _— = — - = —.9. 1 = —
P 2rr W2 2mlo r 27 V2o T

1
p=—- 3 p=32%
Vs

. Ted budu po rlznych ubrusech rozsypavat susenky (tenké disky o po-
loméru a) — obecné se di Fici, %e kdyZ je ubrus tvofen opakovanim
motivu o obsahu Sp, v ném? je obrazec o osahu S’ a ja chci, aby celd
sufenka lezela v obrazci $’, pak musi byt stfed obrazce Sy vzdileny od
viech bodt okraje obrazce S’ vice neZ a (viz obr. 5 — vpravo). MnoZina
viech bodi této vlastnosti je v obr. vyznadena srafovanim (je to plocha
o obsahu ). Poloha celé susenky je vlastné jednoznaéné urcena jejim
stfedem (tato iloha je tedy mnohem jednodussi ne? predchdzejici dvé,
kde byla poloha sirky uréena dvéma body) a pravdépodobnost, Ze celd



susenka bude leZet v obrazci §’, je p = %L ,napf. pro pvodni sit ¢tverca
(]

¢ervenych kruhti je So = 4r2, 8" = 772 S; = 7(r—a)*(a < 1)

Matous Jirdk experimentilné ovéril tuto teorii hdzenim kolecek o poloméru
2,5mm na ubrus pani Mulaéové o poloméru puntiki 44{mm. Po pro vedeni
517 pokusi dosdhl relativni etnosi 65,4%. Teoreticky vychizi 69,9%.

TEMA IV: PROSTORY VICE DIMENZI

UVODNI CLANEK — o pravidelnych mnohosténech
Martin Cizek

Euklidovsky n-dimenzionalni prostor budeme znacit R™ a miZeme ho
popisovat n-tici redlnych é&isel - soufadnic. Mnohostén v R® nazyvame eu-
lerovskym, pokud jeho povrch lze bez nastfihovani a slepovani zdeformovart
na kouli. Pravidelnym mnohosténem v R® nazyvdme eulerovsky mnohostén,
jeho? stény tvofi pravidelné [-ihelniky (viechny stejné a jehoZ vrcholy maji
viechny stejny stupeil (stupném vrcholu rozumime pocet hran z néj vycha-
zejicich). Pro eulerovské mnohostény plati tzv. Eulerova véta, kterd nim
umozni najit viechny pravidelné mnohostény.
Véta (Eulerova pro mnohostény):
Oznafme s polet stén, v pocet vrchold a h plet hran eulerovského mno-
hosténu. Potom plati vztah

h+2=s54+v

Diikaz této véty se da najit v literatufe, popfipadé se jej miZete snaZit
vymyslet sami. Pokud mate chut miZete se pokusit zobecnit pojem eulerov-
ského mnohosténu do vice dimenzi a pokusit se najit a dokdzat zobecnéni
Eulerovy véty (vétu nazveme podle prvniho obévitele). Doporucuji zacit di-
menzi n = 4.

Pravidelné mnohostény se daji nalézt pomoci Elerovy véty nasledovné.
Oznafme stupeih vrchold mnohosténu £ a podet stran mnohothelniku jenz
tvor{ jeho stény I. Urcité musi byt & > 2 (jinak by to nebyl Zddny vrchol) a
také [ > 2. Maximalni hodnota [ je 5, nebot Sest a vice thelniky maji troj-
nasobek vrcholového ihlu alespont 27 a nemohou vytvofit zakfiveny povrch
(Sestitthelniky se jesté nanejvys podafi nasklddat do roviny). To znamenai Ze



muze byt { = 3,4 nebo 5. Pro [ = 5 smi byt pouze k = 3, protoZe vice nez tii
5-tithelniky se k jednomu vrcholu nevejdou. Podobné zjistime, Ze dovolené
hodnoty dvojic (I, k) jsou pouze (4,3), (3,3), (3,4), (3,5) a jiz uvedena (5,3).
Ted se podivejme na to jak zjistit ostatni parametry mnohosténii. Pocdet stén
oznacme s. Pocet hran je potom roven h = s.1/2 (1 hran na kazdé sténé, ale
kazd4 hrana je sdilena dvéma sténami) a pocet vrchold je v = s.0/k (kaZdd
sténa ma 1 vrchold, které jsou ovSem sdileny & sténami). Dosazenim téchto
vstahti do Eulerovy véty dostaneme

sl Lo sl N
2 TR T
odkud snadno vyjadfime s
_ 4k
ST Ty

Budeme-li za (k, ) postupné brat vyse uvedené dvojice budeme postupné do-
stavat pravidelny Sestistén (krychle), étyfstén, osmistén, dvacetistén a dva-
néctistén.

Pokuste se zobecnit pojem pravidelného mnohosténu do vice dimenzi
(opét je asi nejlepsi zafit v n = 4) a nalézt néjakd pravidelnd télesa. Bylo
by zajimavé popsat zobecnéni krychle do vice dimenzi a pokradovani fady
Gsecka (n = 1), trojihelnik (n = 2), étyfstén (n = 4), ... a zejména nalézt
a popsat ve vice dimenzich néjaké sloZitéjsi pravidelné téleso (pojmenujeme
jej po nélezci). Bude zjimavé kdy? se pokusite i o jiné {ivahy na toto téma
- viechny pfispévky naleZité obodujeme a zajimavé otiskneme, aby se mohli
inspirovat a popfipadé na praci navazat dalsi.

TEMA V: BLOUDENT

Pfedstavte si, Ze jste zabloudili v neznamém terénu a jediné co vite je,
7e kilometr od vas vede pfima cesta na kterou se chcete dostat. Je to mala
pésina a viditelnost je velmi Spatnd, takZe cestu uvidite teprve kdyZ na ni
stojite. Navrhnéte postup, jak ji najit a pfitom ujit co nejkratsi dradhu. Zkuste
prijit nejen na teoreticky nejlepsi postup, ale navrhnéte i postup, ktery by byl
prakticky proveditelny, uvedte jaké pomfticky byste k bloudéni potfebovali.
MiiZete se zamyslet i nad problémem, kdy cesta na kterou se chcete dostat
neni pfima.



REKREACNI ULOHY (RESENI):
1. Uloha — Mnich

Asi nejjednodussi je pfenést jeho cestu tam a zpét do jednoho dne. Ve
stejny okamzik vyrazi mnich z kldStera ke svatyni a jiny exemplaf stejného
mnicha od svatyné ke klasteru. ProtoZe tato mista spojuje jen jedna cesta,
musi se mnisi nékde potkat. Pfi tom jsme oviem pfedpokladali, Ze slunce
vychézi v obou dnech na obou mistech ve stejnou hodinu. Kdyby rozdil éasii
byl pfili§ veliky, mohlo by se stit, Ze by jeden z mnichii dorazil k cili dfive,
nez by se druhy vydal na cestu. To by se pak na stezce nepotkali.

2. Uloha — Z turistické praxe

Existuje pomérné jednododuchy zptisob, jak pfevézt na protéjsi bieh syny
i otce lodkou o nosnosti 100 kg.

Jizda &. Smér V lodce ZatiZeni Na druhém b¥ehu

1. Tam 2 synové 100 kg
Zpét 1 syn 50 kg 1 syn
2. Tam 1 otec 100 kg
Zpét 1 syn 50 kg 1 otec
3. Tam 2 synové 100 kg
Zpét 1 syn 50 kg 1 syn a 1 otec
4. Tam 1 otec 100 kg
Zpét 1 syn 50 kg 2 otcové
5. Tam 2 synové 100 kg  v&ichni

Protoze nejtézii clovék, ktery se ma pfepravit na druhou stranu vazi 100
kg, neexistuje Feseni tlohy s niZsi nosnosti lodky.

3. Uloha — Od Soni z Paiize

Nejkratsi stin vrha Eiffelka v dobé letniho slunovratu, kdy je Slunce nad
oratnikem Raka (zemépisna $itka ¢ = 23°26') - viz obr 6a.
Z obrizku je vidét, Ze délka stinu je s = htan o = 152m, kde jsme dosadili
vysku Eiffelky h = 320, 75m (vCetné antény).

Nejdelsi stin bude vrhat véZ samoziejmé veder v okamzZiku vychodu, ¢i
rano v okamziku zdpadu slunce - viz obr6b. Vzledem k relativné malé vysce
véze (vidi poloméru Zemé) se nedopustime velké chyby, kdyz délku stinu

(=oblouk BP) nhradime délkou tsecky BV, tj.

s =|BV|=+/(R+h)2 — R? = V2Rh + h? = V2Rh = 64km, ()




Obrazek 6:

kde jsme zanedbali maly ¢len A% a za R dosadili polomér Zemé R = 6,37.10°m.
Poznimka: Provedli jsme nékterd zjednoduseni:

-Pfi uréovini nejkratitho stinu jsme zanedbali zakf¥iveni povrchu Zemé
(na 150-ti metrovém stinu se urcité neprojevi) a konecnou vzdalenost Zemé-
Slunce jsme nahradili nekonecnou.

-V souladu se zadinim tlohy jsme zanedbali zplosténi Zemé (rozdil rov-
nikového a polarniho primeéru je asi 40km) tj. jeji elipticky tvar a také jsme
idealizovali konkrétni geometrii ovrchu v okoli véZe (budovy, hory, doly, sed-
mero Fek,...) geometrii koule.

-nespecifikovali jsem podrobné jak méfime stin véZe (v nafem Fedeni od
stfedu zdkladny, ale l1ze definovat i jinak) a neuvaZili jsme, Ze okraje stinu
jsou rozmazané, diky tomu, Ze Slunce neni bodovy zdroj svétla. Dale jsme
neuvaZovali ohyb svétla na véZni konstrukei a zakfiveni svételného paprsku
vlivem nehomogenity teploty vzduchu ("teteleni vzduchu®).

-Pfi vypocdtu nejdeliiho stinu jsme provedli jistd zanedbani (viz rovnost
(*)) a provedli jsme jiz zminénou idealizaci povrchu a tvaru Zemé.

-Zanedbali jsme tepelnou roztaznost véze, kterd miZe ¢init vice nez 10cm
a jisté také spostu dalSich vlivi.

Mnozi z vas se nékterd zjednoduseni pokouseli odstranit, ale myslim si,
7e celkem zbyteéné, protoZe nejpodstatnéjsi zjednoduseni - idealizace okoli
véZze - se da tézko zpFesnit a proto stadl poéitat délku stinu s jistou malou
chybou, jejiz velikost je stejného Fadu (ne-li spid daleko mensi) jako velikost
chyby zptlisobené pravé touto idealizaci. Pékné feSeni s pohlednici a mapou
PafiZe ndm zaslal Ale§ Navrat.



REKREACNI ULOHY (ZADANI):

1. Uloha — O spravedlivém loupeZnikovi

Spravedlivy loupeznik bohatym bere a chudym dévi. Jedno "okradeni®
sestava z toho, Ze loupeZnik okradenému vée vezme, pfida ke svym penéziim
a poté vie rozdéli mezi sebe a "okradeného® naptl. N4s loupeZnik st¥idavé
okriada jednoho chuddka a jednoho bohace. Na zac¢atku mé bohaé 1000 zlatek,
chudédk ani loupeZnik nemaji nic. Zkuste uréit, kolik bude mit loupeZnik
penéz po 100 lupech. Nejvic bodd dostanete, kdyZ budete provadét nejmin
numerickych vypoéti.

2.Uloha — Magicka kostka

Vepiste ¢isla 1, 2, 3,..., 27 do krychle 3 x 3 x 3 tak, aby se tam kazdé
lislo vyskytovalo pravé jenou a aby soulet kaZdé trojice ¢isel, leZicich bud
nad sebou, za sebou a nebo vedle sebe, byl stejny.

Napovéda: Lze napsat éisla 1, 2, 3, 4 do tabulky 2 x 2 tak, aby byl soudet
v kazdém Fadku i sloupci stejny?

3.Uloha — Problémy na kosmické stanici

Kosmicka stanice Bradley obihd kolem Slunce po pfené kruhové draze
ve vzdalenosti 100 miliént km s obéZnou dobou asi 242,4 dne. Potadni osa
Bradleye je pfesné kolma na rovinu obé&hu kolem Slunce a neklepe se. Na sta-
nici pracoval jeden velice peélivy, ale ne p¥ili§ chytry astronom. Mé&Fil polohu
hvézdy, ktera se zdala byt pfimo v ose rotace stanice. Zjistil, Ze hvézdicka
ubéhla na obloze za 1 bradleyovsky rok kole¢ko o polomeéru 20,6 hovych
vtefin. Dalsi rok méfil polohu hvézdy na 60° bradleyovské Sifky a naméril
elipsu s velkou ploosou 20,6” (a malou 10,3"”). Tfeti rok se soustiedil na
hvézdu leZici na "rovniku® a zjistil, Ze takle hvézdicka béha po tiseéce s dél-
kou 41,2"(= 2 x 20,6”) tam a zpatky za 1 bradleyovsky rok. Tohle mu uz
bylo podezfelé tolik stejnych hodnot (navic védél, Ze viechny mérené hvézdy
jsou hodné vzdilené, dél nez 10 svételnych let), ale viibec si s tim nevédél
rady. Dokézali byste astronomovi poradit a vysvétlit mu pohyb hvézd?

Pozn.1 Méfeni probihalo v néjaké vztaZné soustavé nezdvislé na hvézdich
a jinych astronomickych objektech.

Pozn.2 Pokud si ani vy nevite rady, zkuste si zjistit jaké objevy uéinil
astronom Bradley.

Termin odeslani: 6.1.1996
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