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Casopis MEM a stejnojmenny korespondencni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem skolniho
roku dostdavaji Tesitelé zdarma ¢isla se zaddnim uloh a témat k premysleni. Svd
reseni odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispevky opravime, obodujeme

Vv v

a posleme zpét. Nejzajimavéjsi resent otiskujeme.
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Mili FeSitelé,

leden a unor jsou (na rozdil od prosince, té levné ndhrazky) opravdu zimni
mésice. I v Praze v jejich prubéhu nastava bilo a misto roz¢vachtané brecky
citime pod nohama opravdovy snih. Organizatofi zpoza skript a monitori (je
totiz zkouskové) sleduji krajinu za oknem, trochu ¢ist$i nez obvykle. Nékdy se i
uci. Ale ani zkousky a stavéni snéhulaka nas neodlakalo od vés, naSich reSiteld,
a prinasime vam dalsi ¢islo naseho ¢asopisu.

Najdete v ném nova zadani tloh s hravou pohadkou, feSeni tloh z druhého
¢isla a shrnuti vasich prispévkl k tématktm. DAl vas ¢ekd seznameni s novym
zajimavym programem Sage, které doufame vyuzijete nejen pro feSeni tlohy
k ¢lanku, ale i pro feSeni jinych seminafovych tloh i problémi ,ze zivota“, které
podnitily vasi zvédavost.

Pfipomindme, Ze na konci kvétna (18.-26.) jako obvykle pfipravujeme pro
zhruba 20 nejlepsich fesitelti soustfedéni. Pokud chcete jet, musite pfedstihnout
dostatecné mnozstvi vasich spolufesiteli.

Piijemné a bilé zimni zazitky pfeji

organizdtori FRAA

Zadani uloh

Termin odeslani étvrté série: 25. 2. 2013

V Praze jsem se octla poprvé jako novopecend matfyzacka, kterou vlak vyplivl
na nddrazi a ponechal, jok se to tak matfyzdkum stdvd, hladovou a takrka bez
penéz, ale zato s hromadou zavazadel stojici uprostied davu. Stdla prede mnou
nultd zkouska na matfyzu — dostanu se na kolej? Pred ndadrazni budovu je to
jen pdr kroku, pak tii sta metri parkem. A pak ...

Uloha 4.1 — Kudy? (5b)

Stojim na kfizovatce a nevim, kterou ze dvou cest mam pokracovat. Vim,
Ze na té spravné je v neznamé vzdalenosti od kfizovatky stanice metra. Jak
mam postupovat, abych se tam dostala? Jakou vzdalenost pfi tom v nejhorsim
pfipadé urazim? Zkuste vymyslet (ne nutné optiméln{) postup, p¥i kterém bude
nachozena vzdalenost rist co nejpomaleji s rostouci vzdalenosti stanice. Idealni
by bylo, kdyby mi stacilo ujit nanejvys desetkrat vic, nez kdybych sla nejkratsi
moznou cestou.

Odbocila jsem vlevo, a jak uZ to tak byvd, bylo to Spatné. I kdyz, zdleZi,
jak se to vezme. Sice jsem si zasla asi sto metri a pak jsem jesteé v plné polni
obkrouzila blok domu, jehoZ obejiti dalo snad na tisic kroku, ale vérte ¢i ne, ten
blok domi byl jistojisté 1415-uhelnikovy!
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Uloha 4.2 — 1415-iahelnik (5b)

Méjme konvexni mnohotihelnik o 1415 stranach, jehoz obvod je 2001 cm. Do-
kazte, ze mezi jeho vrcholy existuji 3 takové, které tvoii vrcholy trojihelniku
s plochou mensi nez 1 cm?.

Kdyz jsem se konecné vrdtila a tentokrdt pokracovala sprdvné rovné, za dal-
Sich pdr set metri jsem konecné dorazila k metru. Sjela jsem doli po jezdicich
schodech a nastoupila. Metro jelo docela nudné, pordd stejnym smérem, jen
obcas se cesta, zddlo se mi, trochu zaklikatila. A vghled taky mic moc, tma.
I kdyz, ono to vlastné funguje jako zrcadlo. Pokousela jsem se precist v zrca-
dlové verzi, co hldsd titulek v novindch té pani naproti. KdyZ v tom mi vlezla
do hlavy neodbytnd otdzka:

Uloha 4.3 — Zrcadlo (2b)

Proc¢ jsou pismena v zrcadle prevracend pravo-levé a ne vzhuru-dola?

Must to byt jednoduché! Jestli na to do vecera neptijdu, tak nebudu moct
spdt a navic zacnu pochybovat, jestli byl matfyz dobry ndpad. .. A, tady mdm
vystupovat! Posbirat vSechna zavazadla a po schodech nahoru. Kousek rovné a
pak vyjit nahoru na most, s témi zavazadly to pusobi docela strmé. A pokracovat
rovné po mosté, ta budova za nim uz je urcité kolej! A vida, tamhle zrovna pluje
kolesovy parnik! Parkrdt jsem si za chiize poskocila, abych ho pres zdabradli lépe
vidéla, ale pak jsem si uvédomila tiZi svych cetnych zavazadel a zase jsem toho
nechala. Néjaky dlouhy je ten most, ale prece tady Vltava nemize mit na sirku
vic neZ tri sta metri. . .

Uloha 4.4 - Kf¥izeni cest (4b)

Prechazim po mosté pres feku, kdyz v tom si v§imnu, Ze se pravé pode mnou
nachézi pfid lodé plujici pfimo pod most. Jak dlouho potrvé, nez spatiim piid
lodé na druhé strané mostu? Jak se bude FeSeni lisit, pokud ptijdu rovnomérné
dél, od piipadu, kdybych zlstal stat na misté? ReSeni miizes hledat pro kon-
krétni most, lod a osobu, nebo zcela obecné.

Z tocitych schodu, které vedly dolu z mostu, se mi sice trochu motala hlava,
ale nakonec jsem na kolej dorazila. Dokonce mi jesté se zavazadly pomohl jeden
pohledny pratelsky matfyzdk. Zatim ta Praha vypadd docela slibné.

Uloha 4.5 — Sifra (1b)

Jak vypada Praha? Odpovéd hledej v textu pribéhu. Budes potiebovat tuzku.



Reseni témat

Téma 1 — Stavba stoleti

K tomuto tématu se sesly prispévky dva. V jednom z nich Bc™ Patrik Nécovsky
zjistil, Zze v n-dimenzionalnim prostoru neptjde postavit véz vétsi nez 2n + 1,
ale jestli lze véz této velikosti opravdu postavit zde neuvadi. Je toto opravdu
nejlepsi mozny odhad, nebo vymyslite lepsi?

Nasi inZeny¥i vynalezli novy (tispornéjsi) zptisob stavby. Na postaveni véze
o vysce n je potieba souvisla oblast vézi o vyskach n —1, n —2 a n — 3. Protoze
nejsou véze o vysce 0 ani —1, tak plati jesté nasledujici pravidla: véz vysky
2 postavim jako oblast t¥i vézi o vysce 1 a véz vysky 3 postavim jako oblast
jedné véze o vysce 2 a dvou o vysce 1. Ostatni pravidla i otazky jsou stejné
jako minule. Vymysleni jiného pfedpisu se samoziejmé meze nekladou.

xlfd

Téma 2 — Méreni rychlosti

Abyste se o zimnich vecerech nenudili a mohli je travit s nohama u topeni
a notebookem na kliné a pfitom se vénovat nasemu seminafi, nameérili jsme
pro véas néjakd data k analyzovani. VSechna data byla nameéfena v Praze a
vasim tukolem bude vzdy zjistit, jak se zménila rychlost dopravniho prostiedku
v zévislosti na case.

Prvni soubor, http://mam.mff.cuni.cz/vstupy/19_4_t2_1.mp3, je pros-
tou zvukovou nahravkou jizdy urc¢itého dopravniho prostfedku. Druhy soubor,
http://mam.mff.cuni.cz/vstupy/19_4_t2_2.csv, obsahuje pro zménu za-
znam udaju akcelerometrid a gyroskopti béhem jizdy jiného dopravniho pro-
stfedku.

Moznosti, jak se dostat k odpovédim na uvedené otazky je nékolik, zatim
zatim nebudeme napovidat.

Poslete nam popis, co jste s daty délali, podle ¢eho jste urcovali rychlost a
jaké vysledky vam vysly. Bonusové body neminou ty, ktefi spravné urci zazna-
menanou trasu.

Jethro

Téma 4 — Véty o ctvercich

K tématu prisly dva ¢lanky pokousejici se odpovédét na mnohé polozené otazky.

Mgr™ Aranka Hruskova zkoumala, kterd prvocisla lze zapsat jako soucet
dvou ¢tverctl. Spravné usoudila, Ze jediné sudé prvodislo tak zapsat lze, nebot
2 = 12 + 12. Obecné vsechna lich4 &isla museji byt souétem lichého a sudého
¢isla, tedy pro licha prvocisla musi platit

p=02k+1)2+ 20?2 =4k*> + 4k + 1+ 41 =4(F* + k+1*) + 1
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pro vhodné k, [ € Z. Tedy jako soucet dvou ¢isel lze zapsat pouze licha prvocisla
ve tvaru 45 + 1,7 € N. Nezdavodnila ale, Zze vSechna prvocisla v tomto tvaru
opravdu jako soucet dvou prvocisel zapsat lze. To je tedy tikolem pro vas.

Mgr™ Markéta Calabkova se zabjvala hned nékolika problémy. Uspésné si
poradila s otazkou, ktera cisla lze zapsat jako rozdil dvou ¢tverct. Pro a,b € Z
plati a®? — b2 = (a — b) - (a + b). Vsechna licha ¢isla L lze zapsat pomoci a,b
splnujici soustavu rovnic a —b =1 a a + b = L, kterd ma ziejmé vzdy feSeni.
Podobné vsechny nésobky ¢tyt, C', lze zapsat pomoci dvojice a, b splitujici opét
Fesitelnou soustavu rovnic a —b = 2, a +b = C/2. Zbyvaji ¢isla davajici zbytek
dva po déleni étyimi. Ty zapsat nelze, nebot vyrazy a—b a a+b maji pro vSechna
a, b stejnou paritu, jejich soucin je proto bud lichy nebo délitelny ¢tyfmi.

Dalsim feSenym problémem byla otazka, jestli soucet dvou cisel, které lze
zapsat jako soucet dvou ¢tvercti, musi byt téZz zapsatelny jako soucet dvou
¢tvercil. To zfejmé nemusi. Jako protipriklad mohou slouzit naptiklad ¢isla
2=12+12 a 5 =1 4+ 22, jejichz soucet 7 dle véty uvedené v élanku dokonce
nelze zapsat ani jako soucet tii ¢tvercu celych cisel.

Naopak pro soucin dvou ¢isel zapsatelnych jako soucin dvou ¢tvercd plati,
ze 1 vysledek je zapsatelny jako soucet dvou ¢tverct. Mgr'™ Markéta Calabkova
uvadi spravné reSeni. Vyuziva ale obecnou charakteristiku ¢isel zapsatelnych
jako soucet dvou ctvercu. Muzete se zkusit zamyslet nad feSenim, které vychazi
pouze z jednodussich vlastnosti ¢isel.

Dale se ¢lanek pokousi odpovédét i na otazku, ktera cela ¢isla m lze zapsat
ve tvaru

m=a%+b*+ 2+ 2",

kde a, b, ¢, k € N, bohuzel netispésné. Tato vyzva tedy zlstava stale nepokofena.
Stejné jako jeji obdoba, kde se misto k vyskytuje 2k.
Kuba

Téma 5 — Analogie s elektrickymi obvody

K tomuto témétku nam pfisly t¥i pfispévky a to od Mgr™ Jakuba Kusnira,
Bc!™ Vaclava Skaly a Be™ Karla Ullwera. Vzhledem k tomu, Ze se jednalo spise
o soupisy dil¢ich poznatkt a nikoliv o souvislé ¢lanky, zpracovali jsme je jako
reSersi.

Obvody s plyny

Véclav se ve svém prispévku vénoval analogii s plyny. Zaslal ndm pouze tabul-
ku, ve které srovnaval jednotlivé veli¢iny, my se ale pokusime jeho poznatky
okomentovat. Elektrické napéti U = ¢4 — ¢p, které, jak vime, je dano roz-
dilem potenciald, je zde srovnano s rozdilem tlaki v = p; — ps, to je velmi
dobry predpoklad. Elektricky proud je zde vSak srovnévan s jakousi plosnou
hustotou Q = Sp. To je trochu problematické, nebot elektricky proud je de-
finovén jako I = d@/dt, neboli jako mnozstvi elektrického ndboje dQ, jenz
prosel za jednotku ¢asu dt, a tak bychom od definice proudu u obvodu s plyny
spise ocekavali, ze se bude jednat o mnozsvi ¢astic plynu, jez prosly potrubim
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za jednotku ¢asu. Pavodni, Vaclavova, definice plynového proudu @ = Sp ma
mozna smysl, ovsem bez komentaie, pro¢ byla zrovna takto zvolena, je tézké
odhadnout, pro¢ autor takto postupoval.

Zajimavou myslenkou ve Vaclavové prispévku je srovnani elektrické kapacity
C s objemem V u plynu. Déle je zde srovnavano potrubi s vodi¢em, coz bylo
naznaceno jiz v zadani. Dobrym postiehem je, ze usmérnovaci dioda je to samé
jako jednocestny ventil.

V ¢lanku se nicméné objevuji i nékterd problematicka srovnani, naptiklad
avaha, ze naddoba, ve které vznika plyn chemickou reakci, je totozné s baterii.
Toto je pomérné smélé tvrzeni a bylo by vhodné jej patfiéné okomentovat.

Obvody s vodou

Této problematice se vénoval Jakub a Karel. Autofi se shoduji, Ze proud pred-
stavuje mnozstvi vody za Cas. Napéti vSak chapou odlisné, Karel jej chape jako
spad vody, ale Jakub jej definuje jako rozdil tlakt. Analogii elektrického od-
poru oba autofi zavadéji velice vagné a nejasné, proto tento popis stale ceka
na svého autora. Jako kondenzator uvadi Karel nadrz, coz dobfe koresponduje
s jeho definici napéti — pokud se bude kondenzator nabijet, bude uvnitf stoupat
hladina, tedy se zvedat napéti. A pokud bychom jako elektricky naboj @ ché-
pali objem vody V, tak ndm dobfe sedi Q = CU spolu s vodnim ekvivalentem
V = SU, kde plocha kondenzatoru S je ekvivalentni kapacité C.

Jakub ve svém ¢lanku zminuje také moznou konstrukci ampérmetru: ,,Am-
pérmeter meria indukénost, ale pohyb ¢astic vody nesposobuje vznik magne-
tického polal, ale vo vode to moze byt takto:

1
Ap + 5@112 = const

v jednotkovom objeme a to sposobuje pri vi¢som prude poklesne Ap v désledku
zvidSenia rychlosti prietoku. Ked na trubicu napojime manometrické trubice,
tak v nich do urcitej vysky stupne voda v dosledku tlaku. Pri trubici pri ktorej
pozname jej plochu v priereze mdzeme presne uréit velkost pridu v takomto
obvode.“

A jak dal?

Vyse popsané prispévky jsou dobrym tvodem k tomuto téméatku, ale mnoho
toho jesté zlstava nezodpovézeno. Jak je to s odporem trubek? Umite ukézat,
ze plati Ohmiiv ¢i Kirchhoffovy zdkony? Jak konkrétné je mozné sestrojit vodni
¢i plynové tranzistory? Nebojte se pouzivat vzorecky ¢i obrazky. Tésime se na
vase dalsi ¢lanky, ¢i reakce na vysSe zminéné myslenky.

(R)adim

1 Pozn. red.: U vétsiny ampérmetrii se neméii proud pomoci indukce, ale
pomoci ubytku napéti na snimacim odporu.
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Reseni uloh

Uloha 2.1 — Nad Tatrou se blyska (5b)

Zadani:

Neékolik kamarddi se rozhodlo, Ze zméri rychlost zvuku ve vzduchu. Pockali na boutku,
vybéhli na kopce (kazdy na jeden) a cekali na blesky. Ke kaZdému blesku si vsichni
zaznamenali casovy odstup mezi zdbleskem a zaznénim hromu. DokdZou z téchto udaju
spocitat rychlost zvuku (a jak), pokud

(i) jsou dva a znaji svou vzddlenost,

(i) jsou tFi a znaji vechny svoje vzddlenosti,
(i) jsou tFi a znaji jen jednu vzddlenost,
() jsou t¥i a neznaji ani jednu vzddlenost?

Reseni:

Na zaciatku rieSenia si popiSme situéciu, ktortt budeme riesit: Niekolko kamara-
tov sa nachadza na kopcoch. Predpokladajme, Ze s, spolu s bleskom, v jednej
rovine. Pre dvoch kamaratov je to splnené automaticky, mame iba tri body
(kamaratov a blesk), ktorymi vzdy pojde prelozit rovina. V pripade troch ka-
mratov zanedbame vyskové rozdiely. Polohu kamaratov a blesku si popiSeme
v beznej kartézskej stradnicovej stustave Ozy. Rychlost zvuku oznadime c.

Dvaja a poznaju svoju vzdialenost

Oznaéme vzdialenost kamaratov a. Kamarat A zmeria odstup medzi zableskom
a hromom ¢t 4, kamarat B zas tg. Vzdialenost blesku od A je tym padom d4 =
= c-ty, od B zas dg = c-tg. Tri vzdialenosti a, do a dg musia spiﬁat’
modifikovani trojuholnikovii nerovnost, teda sucet Tubovolnych dvoch z nich
bude musiet byt vicsi, alebo rovng? tretej, teda musia platit nerovnosti d4 -+
+dp >a,a+ds >dg aa+dg > dy. Dosadenim za dy a dp a vyjadrenim
rychlosti zvuku ¢ tak dostaneme pre rychlost zvuku obmedzenie:

a a
<c< .
ta+1tp |tA—tB‘

(u2.1.1)

To je najlepsie, ¢o dokdzeme zistit. Pre prvy blesk mame totiz tri nezndme:
rychlost zvuku ¢, a jeho polohu (1, y1). Na urcenie tychto neznamych mame iba
dve rovnice pre t4, atp,, teda nemame dost rovnic na to, aby sme uréili presntt
polohu blesku a tym aj rychlost zvuku. Keby sa nam ale podarilo uréit smer
od jedného z kamaratov k blesku, pribudla by ndm prave ta jedna chybajtca
rovnica, ktord by nam na urcenie rychlosti zvuku z jediného blesku chybala.
Tento tdaj nam ale zadanie nedava k dispozicii, takze mame smolu. Co sa stane,
ked pribudne druhy blesk? Dostaneme dalsie dve nezndme (z3,y2) a zaroveil
novi dvojicu rovnic pre ¢asy t4,, tp,. Mame tak pit nezndmych a Styri rovnice.

2 to je t4 modifikécia, blesk a dvaja kamarati mozu lezaf na jednej priamke
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A s kazdym dalsim bleskom sa situédcia zopakuje: pribudnti dve rovnice a dve
nezname.

Na ziaden koneény pocet bleskov tak nedokdzeme urcit rychlost zvuku
presne, ale dobra sprava je, Ze uz po pomerne malom pocte (okolo 5 az 10)
sa horny odhad rychlosti zvuku priblizi spravnej hodnote. Preco je to tak a
preco sa dolny odhad blizi pomalsie? Kde lezia dva blesky, ktoré maji rovnaky
rozdiel ¢asov? No predsa na krivke, na ktorej lezia body, ktoré maju od dvoch
pevnych bodov (kamaratov) rovnaky rozdiel vzdialenosti. Touto krivkou je hy-
perbola a dvaja kamarati sedia v jej ohniskach. Idedlnym pripadom by pre nés
bola degenerovana hyperbola, teda polpriamky leziace na spojnici kamaratov
s pociatkami v nich a mieriace od nich. Blesk ktory padne na tito degenero-
vand hyperbolu mé maximélnu hodnotu rozdielu |[t4 — tg| = a/c a teda presne
urcuje rychlost zvuku, lenze to, Ze sadol prave sem, my nevieme.

Nevadi, uréme oblast, do ktorej musi padnuf blesk, aby chyba neprekrodila
5 %. Uréenie je jednoduché, je to oblast, kde sa hodnota m nelisi od maxi-
malnej o viac, ako o 5 %. Ako vyzerd tato oblast vidime ako srafovanou plochu
na obrazku u2.1.1, ktory je zostaveny pre kamaratov vo vzdialenosti 4 km, a na
ktorom st okrem tychto sivych ploch aj ¢iary spajajice miesta vyskytu blesku,
pre ktoré je hodnota |t4 — tp| rovnaka.

0%

25
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1205
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Obr. u2.1.1 — Hyperboly na ktorych sa nachadzaj blesky

s rovnakym rozdielom vzdialenosti od dvoch kamaratov A

a B a sivé oblasti, do ktorych ked udrie blesk, bude horny
odhad rychlosti zvuku do 5% od spravnej hodnoty.

Traja a poznaju vsetky svoje vzdialenosti

Na obrazku u2.1.2 mame situdciu pre troch kamaratov. Uhol v volime ako
doplnkovy ku « + 3, pretoze takto nam to bude pekne fungovaf pre blesk
vo vnitri trojuholnika, aj pre blesk mimo neho. Vztahy medzi éasmi, ktoré



B XIX/4 9

kamarati zachytia, ich vzdialenostami (d, e, f) a uhlami st (z kosinovej vety):

P (tg +t4 — 2tctacos(a)) = e*.
& (tp +te — 2tptecos(B)) = d°, (u2.1.2)
e (t,24 + 1% — 2 tp cos('y)) = f?,

K tejto suistave troch rovnic so Styrmi neznamymi pripojime $tvrtt rovnicu
a+ 5 +v=360°, (u2.1.3)

éim dostdvame ststavu Styroch rovnic so $tyrmi nezndmymi, ktord by mala mat
rieSenie. Vzfah (u2.1.3) je velmi uZito¢ny, z neho totiz dostdvame v = 360° —
— a — B, fo sa v8ak ako argument kosinu v trefom vztahu z (u2.1.2) zmeni
na jednoduché o + 8. Oznacme si este A = cos(a)), B = cos(f) a pripomei-
me, 7e plati su¢tovy vzorec cos (o + ) = cos(a) cos(5) — sin(«) sin(5) a vztah
medzi sinom a kosinom uhlu sin®(a) + cos?(a) = 1, takze v trefom vzfahu
mozeme miesto cos(y) pisat AB— /(1 — A2)(1 — B2). A a B mdzeme vyjadrit
zo zvySnych dvoch rovnic z (u2.1.2) a dosadit do tretej z nich, ¢im dostaneme
obludni rovnicu s jedinou nezndmou, ktorou je nami hladana rychlost zvuku.
Toto odvodenie tu neuviddzame, vo svo-
jom rieseni ho spracoval Mgr'™ Filip Homza,
ktory na jeho konci dostal bikvadratickt rov-
nicu pre ¢ (kvadratickt rovnicu pre ¢2). Riese-
nie takejto rovnice je jednoduché: najprv za-
vedieme substitiiciu @ = ¢, potom riesime
kvadratickt rovnicu pre = a nakoniec odmoc-
nenim dostaneme c. VSeobecne by nam mohli
vyjst dva korene pre x, a po odmocneni $tyri
mozné hodnoty ¢, ale pokial sa budeme po- \///'
hybovat len vo fyzikdlne moznych vysledkoch blesk
(kladné redlne ¢isla), s velkou pravdepodob- Obr. u2.1.2 - SitUéCi? pre troch
) . . e kamaratov so znamymi vzdialenos-
nostou nam zostane iba jeden mozny vysle-

A L . tami.
dok, ktorym je hladana rychlost zvuku.

Traja a poznaji jednu vzdialenost

Riesenie je mozné i v tomto pripade. Po prvom blesku mame tri rovnice pre
tri ¢asy, neznamu rychlost zvuku, nezndmu polohu blesku (dve stiradnice) a
nezndmu polohu tretieho z kamaratov (dve suradnice, resp. jeho dve vzdiale-
nosti od prvych dvoch kamardtov), mame teda 5 nezndmych na tri rovnice.
S kazdym dal$im bleskom nédm pribudnt tri rovnice a dve nezname stradnice,
teda po troch bleskoch mame dost rovnic na to, aby sme ur¢ili rychlost zvu-
ku, aj stradnice treticho z kamaratov. Ani toto riesenie nebudeme podrobne
odvodzovat, ale bude predstavovat ststavu deviatich rovnic s deviatimi nezné-
mymi.
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Traja a nepoznaju ziadnu svoju vzdialenost

V tomto pripade mozeme zistit vSetky uhly, ale bude nam chybat multiplika-
rychlost zvuku dostaneme a eSte inak povedané rychlost zvuku proste neméame
z ¢oho zistit, pretoZe rychlost z ¢asu pocitame ako v = s/t, ale ziadnu dréhu s
tu k dispozicii nemame, nepozname.

Jeffer

Uloha 2.2 — Kostka (4b)

Zadani:

Riki premyjslel, jak by vypadala hra Clovéce, nezlob se s kostkami-nekostkami o véelija-
kém poctu sten, reknéme 2 aZ 20. Pro tyto kostky klasicky plati, Ze po hozeni nejvyssiho
¢isla hdze hrac znovu a hody se scitaji. Pravdépodobnost padnuti vsech cisel je stej-
nd. Otdzkou je, kolikasténnd kostka je nejughodnéjsi, tedy dosdhne v této hie nejuyssi
stredni hodnoty souctu hodi.

Reseni:

Na prvni pohled je jasné, Ze zvySovanim poctu stén se zvysSuje stfedni hodnota
kazdého jednoho hodu?, ale zaroveii se pravdépodobnost opakovaného hazeni
snizuje. K posouzeni spole¢ného vlivu budeme muset trochu pocitat.

Stfedni hodnotu ziskdme tak, ze vezmeme vSechny mozné varianty, které
mohou nastat. Hodnotu (tj. celkovy soucet hozenych ok) kazdé varianty vyna-
sobime pravdépodobnosti*, Ze dand varianta nastane a viechny tyto soudiny
secteme.

Stredni hodnotu mizeme také pocitat ze znamych stfednich hodnot pod-
mnozin vSech mozZnych jevi. Predstavme si akci A, kterd dava ndhodné vy-
sledky se stfedni hodnotou pa a Gplné jinou akci B, kterd samotnéd dava vy-
sledky se stfedni hodnotou ug. Ted se rozhodneme, Ze nejprv ndhodné zvo-
lime jednu z téchto dvou akci a bude nas zajimat stfedni hodnota tohoto
»slozeného* pokusu. Pokud budeme naptiklad vybirat akci A s pravdépodob-
nosti 2/3 a akci B s pravdépodobnosti 1/3, bude vysledna stfedni hodnota
pas = (2/3) ua + (1/3) pup. Dikazem je jednoduché rozndsobeni vztaht pro
diléi stfedni hodnoty.

Vratme se zpét k hazeni kostkami. Diilezitym pozorovanim je, Ze jednotlivé
hody jsou z hlediska pravdépodobnosti nezavislé, kostka ,nemd pamét“. To m4,
pro nékoho mozna pirekvapivy, disledek, Ze stFfedni hodnota sou¢tu ok padlych
v navazujicich hodech po ,prvni Sestce“ (v této tloze obecné po prvnim n)
bude, pokud toto prvni n do souCtu nezahrneme, uplné stejna jako stfedni

3 Predpokladame, Ze n-sténné kostka ma stény ¢islované od 1 do n. To sice
nebylo v zadani vyslovné zminéno, ale je to asi nejpiirozenéjsi varianta a nikdo
z TeSitelt jiné ¢islovani neuvazoval.

4 Pravdépodobnost budeme oznacovat ¢islem z rozsahu (0, 1), kde 0 znamena
nemozny jev a jednicka znaci jistotu. Pokud toto ¢islo vynasobime stem, zis-

kédme druhou obvyklou variantu, pravdépodobnost udanou v procentech.
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hodnota celé fady hodi ,,od zac¢atku“. Hozeni n v prvnim hodu nijak neovlivni
pravdépodobnost toho, Ze padne n i v druhém hodu.

Dale vime, ze v kazdém jednom hodu je pravdépodobnost padnuti konkrétni
strany pravé 1/n. Stfedni hodnota bude tedy souétem 1/n krat pocet ok pro
v8echny stény mensi nez n a nakonec 1/n krat n plus p. Kde u je jak hledana
vysledna stiedni hodnota, tak i stfedni hodnota sekvence hodt nasledujicich
po prvnim n.

Zapséano do vzorce

1 1 1 1 1
p=1l-—4+2-—+3-—+-+(n-1) -+ n+p - —.
n n n n n
Vytkneme 1/n a ziskdme soucet od 1 do n plus u:
1
p=_ 142434+ (-1 +n+pu.

Po sedteni fady® na pravé strané dostavame:

1 [n(n+1) 1 n+1
== |—F tul, n——p= )
n 2 n 2

n+1 nn+1

F=sa—1/m) " 2n-1
Stfedni hodnotu tedy uz zname, zbyva rozhodnout, ktera kostka je nejlep-
$i. K tomu si miizeme spocist, jak moc si polepsime nebo pohorsime, pokud
n-sténnou kostku vymeénime za (n + 1)-sténnou. Tedy rozdil pfislusnych stied-
nich hodnot:

% (n—l—l)n(n—i-Q) n(nn_—f—ll)}:n—&-l{(n—i—Q) n]

Hndd = Hn = B 2 n n-1]
n+1 7 n+1l
:m [(n+2)(n—1)—n]—m(n—2).

5 Pro hodnoty do 20 byste urcité zvladli séitat i postupné v hlavé, ale pojdme
si odvodit obecny postup pro ziskani souctu s. K hledané fadé od 1 do n si
pfidame jesté jednu od n do 1. Je zfejmé, ze obraceni pofadi prvkd soucet
nezméni, takze plati

2s=[14+24+3+--+(n—-1D+n]+n+n-1)+ - +3+2+1].
Prostym prohazenim (,prolnutim®) séitancti na pravé strané ziskame
2s=[1+n]+24+n-1]+B+n—=-2)]+ - +[(n—1)+2]+ [n+1].
Soucet kazdé dvojice je (n + 1), dvojic je celkem n, takze

2s=n-(n+1), s=n-(n+1)/2.
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Vysledny vyraz je ziejmé nulovy pro n = 2 a kladny pro n > 2.

Tedy dvoj- a tfisténna kostka budou stejné spatné (stiedni hodnota 3), pro
vysSi pocty stén pak plati ,,¢im vice, tim 1épe“. Z nabidky v zadéni bychom
tedy dopadli nejlépe s 20-sténnou kostkou (stfedni hodnota néco maélo pies
11, jak mtzeme zjistit jednoduchym dosazenim do vztahu vySe). U skutecné
velkych kostek bude stfedni hodnota zhruba rovna poloviné poctu stran, tedy
opakovani hodu se stane zanedbatelnym vlivem, ale poroste stfedni hodnota
jediného hodu.

Bonusovd otdzka: V uloze bezstarostné operujeme se tristénnou ,kostkou“.
Zkuste se nad ni chvili zamyslet. Konkrétné chceme libovolné konecné wvelkée
téleso, které se po ndhodném roztoceni a hozeni na stul (dokonale rovnou desku)
ustali v prdvé jednom ze t71 moznych stavi, pricemz pravdépodobnost kazdého
stavu bude presné 1/3. MuiZe takovy objekt redlné existovat? Pokud ano, jak
bude vypadat? Pokud ne, proc¢?

Dvojstennd kostka splnujici podminky by mohla mit podobu cocky. Tim je
zajisténo, Ze se nemuze zastavit ,na hrané“ jako mince a vZdy skonci v jedné
ze dvou moznych poloh.

Marble

Uloha 2.3 — Kvitky (3b)

Zadani:

Riki si natrhal 9999 kvitku — néktere jsou bilé a néktere Zluté. KdyZ je rovnal doma
k ususent, vsiml si, Ze jsou zajimavé serazené: Zluté jsou pravé ty kvitky, jejichz poradi
lze zapsat jako |2x| + |4z ] + |8z + |162].% Kolik kvitki je bilijch?

Reseni:
Oznaéme funkci ze zadani f(z), tedy f(z) = [2z]| + |4z]| + |8z] + [16zx], a
vypiSme, jak se chové na intervalu (0, 1/,):

16 [/(0,1)](1,2)](2,3)|(3,4)](4,5)] (5,6) | (6,7)](7,8)
1| 3

x.
f(z) 0 4 | 7| 8 |10 11

Z tabulky vidime, Ze pomoci argumentu x < 1/2 dokéZeme vytvorit hodnoty
0,1,3,4,7, 8,10 a 11. Pro argumenty ve tvaru n/2, kde n € N, bude uvnitf
kazdé dolni celé ¢asti celé ¢islo, a bude platit f(n/2) = 15n.

Vsimnéme si, ze pokud je ¢éislo a (a € Z) dolni celou ¢&asti éisla b, pak také
pro libovolné celé ¢islo k plati [b+ k| = a + k. Soucet na pravé strané bude
zjevné opét celé cislo, které spliiuje podminku pro dolni celou ¢ast

(a+k)<(b+k)<(a+k)+1.

Odectenim k dostaneme nerovnost pro |b] = a.

5 Pro néjaké redlné z, || je dolni celd ¢4st éisla x, tzn. nejvétsi celé &islo,
které je mensi rovno x
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Shriime vyse uvedené do tvrzeni: pro z € R miZe f(z) nabyvat vSech hodnot
ve tvaru 15k, 15k + 1, 15k + 3, 15k + 4, 15k + 7, 15k + 8, 15k + 10 a 15k + 11,
kde k je celé dislo.

Na kazdych 15 pozic v fadé je tedy pravé 8 kvitka zlutych. OvSem prvnich
15 pozic obsahuje i neobsazené ,nulté“ misto. Pocitejme tedy celkem 10000
pozic, coz je 666 celych sekvenci po patnacti a 10 zbylych mist (666 - 15+ 10 =
= 10000).

Na prvnich 9990 pozicich lezi 666 - 8 — 1 zlutych kvitkd (odeéitame jeden
neexistujici kvitek na nulté pozici). Ve zbytku fady je Sest pozic, které lze
vyjadiit jako f(x), jak jsme ukdzali vySe. Jsou to 9990, 9991, 9993, 9994, 9997
a 9998.

Konec¢né, pocet bilych kvitkh ziskdme odec¢tenim poctu zlutych od vSech:

9999 — (666 - 8 — 1) — 6 = 4666..

Piipadné nabizim elegantni alternativni postup, vychazejici z feSeni Jaro-
slava Cermana:

Vime, Ze hodnota funkce se zméni pokazdé, kdyz pficteme 1/16 k x. Zaroveri
vime, Ze pro x < 1/16 je f(z) < 0, coZ nds nezajima. Pak stac¢i ,uhodnout®, Ze
9999 neni hodnotou této funkce a
5 5333
f(z) =9998 pro x—333+16— TR

Otédzka zni, kolikrdt jsme piicetli 1/16, nez jsme dostali 5333/16. Pravé
tolikrat se zménila hodnota f(z) a tolik pozic v Ffadé obsahuje zluty kvitek.
Pocet zlutych je

5333/16
1/16

pocet bilych 9999 — 5333 = 4666.

= 5333,

Lukas

Uloha 2.4 — Kruhova chodba (2b)

Zadani:

Kosmonaut je v dlouhé kruhové chodbé, kterd vede po obvodu nezndmé kosmické lods.
V celé chodbé jsou na sténdch v pravidelngch intervalech rozmistény Zarovky. Ty jsou
bez zjevného Tddu rozsvicen€, nebo zhasnuté a u kazdé je prislusny vypinac. Kosmonaut
by chtél obejit celou chodbu a poznat, Ze ji uz obesel. MiZe si pro svou potrebu prepinat
Zarovky, jinak je ale chodba vsude stejnd. Jak to md provést, aby se co nejmin nachodil
a nemusel si toho moc pamatovat?

Reseni:

Velka cast z vas navrhovala rozbit jednu zarovku a nasledné jit chodbou tak
dlouho, dokud na ni opét nenarazi. To je sice neotfelé feSeni, ale co kdyz si
jim rozhnévame tajemné mimozemské majitele lodi? Co kdyz zarovky rozbit
nejdou? A chceme viibec, aby rozbit Sly? Pak se nam piece mize stat, Ze misto
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na svou zarovku narazime na takovou, kterou rozbil néjaky vandal pfed nami
a skoncime s prochazenim predcéasné. Dokonce by mohly byt rozbité vSsechny —
a co by si pak chudak kosmonaut pocal? Radéji snad budeme uvazovat neroz-
bitné zarovky.

Dalsi skupina navrhovala vytvorit si z rozsvicenych a zhasnutych zarovek
néjakou startovni sekvenci a prochazet chodbou, dokud na ni opét nenarazime.
Podobné jako u rozbitych zarovek si ale nikdy nemtizeme byt jisti, Ze se takova
sekvence v chodbé nevyskytuje. Spravné reseni tedy musi ovérovat, Ze nalezend
sekvence je skutecné ta startovni. Napfiklad je mozné jednu zarovku zhasnout,
dvé rozsvitit a nasledné vzdy jit dopredu dokud nenarazime na rozsvicenou,
zhasnout ji a vratit se zpét k posledni svitici. Je-li zarovka za ni zhasnuta,
obesli jsme celou chodbu. V opa¢ném piipad€ znovu vyrazime smérem dopiedu
a postup opakujeme. V nejhorsim piipadé (pokud jsou vSechny Zirovky na
zaCatku rozsvicené) ujdeme 2 - (1 +2+ 3+ --- +n — 1) Gsekd mezi zarovkami
—to je O(n?), kde n je pocet zarovek. Pamét ndm staci konstantni.

Nejrychlejsi feseni prislo od Mgr™ Matéje Lieskovského. Ten doporucil ne-
prodluzovat zhasnuty tsek po jednotlivych zarovkach, nybrz jeho délku vzdy
zdvojnasobit, vratit se na zacatek a podivat se, jestli uz jsme zhasli pocatecni
znacku (kterou muiize tvorit jedind rozsvicend zarovka). Pak si sice musime pa-
matovat délku zhasnutého tseku (abychom védéli, jak daleko pristé jit a o kolik
se vracet), takZe pamétova slozitost ndm vzroste na O(logn) (k bitd umoziuje
si zapamatovat nejvys 2F ¢isel), ale ¢asova slozitost se nAm vyrazné snizi. V po-
slednim kroku, kdy si zhasneme startovni zarovku, ujdeme pfi cesté doptredu
nejvyse 2n tsekl mezi zarovkami (ujdeme v ném dvojnéasobek toho, co v pred-
chozim, a v tom jsme jesté celou chodbu neobesli). Ve vSech pfedchozich krocich
dohromady jsme piitom smérem dopfedu usli méné (2% = Ef:_ol (2%) +1). Cel-
kem tedy i s cestami zpét nejvyse 2-2-2-n, coz je O(n).

Matéj

Uloha 2.5 — Neuronova sit (4b)

Zadani:

Vytvorte program s neuronovou siti, kterd bude mit dva vstupni neurony vi a vs,
skrytou vrstvu se tremi neurony a jeden vystupni neuron Y. Program v sobé bude mit
ucict smycku, béhem které se sit nauci chovat podle funkce XOR, tedy pro vi = vo =0
nebovy =vyo=1jeY =0, provy =1, v =0 nebovy =0, v3 =1jeY =1. Pro
pocatecni ladént programu miZete pouZit konstanty A = 10, u = 0,05.

Reseni:

Jako TeSeni této tlohy se ocekaval program. Pretiskavat zdrojovy kéd programu
do ¢isla nemd valny smysl, ale funkéni kéd je ke stazeni na naSich strankach
http://mam.mff.cuni.cz/zr. Program nejdiive nadhodné nastavi vahy jednot-
livym neuronim a nasledné provadi uceni pomoci postupu popsaného v ¢lanku
v II. ¢isle M&M XIX. ro¢niku. Pro nékteré pocateéni konfigurace program
skon¢i v lokalnim minimu a jeho chybova funkce neni nulové, proto se vypo-
éet provadi pro pét ruznych pocateénich konfiguraci. Vysledny graf zavislosti



B XIX/4 15

chybové funkce programu na daném poctu ucicich cyklt pro rtzné pocateéni
konfigurace je uveden na obrazku.
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Vyvoj velikosti chybové funkce béhem ucicich krokt pro pét rtiznych pocatecnich kon-
figuraci neuronové sité. Pro tfi konfigurace sité zkonvergovaly ke spravnému vysledku,
dvé pocatecni konfigurace skoncily v lokalnich minimech.

(R)adim
Matematika v Sage

Sage je nastroj pro zjednoduseni matematikovy prace — hodi se pro feseni rov-
nic, zjednodusovani vyrazi, integrovani, kresleni grafa funkci, statistiku, teorii
grafii, algebru i spoustu dalsich tkoli. Da se pouzit jako chyttejsi kalkulacka
s funkci feSeni rovnic, ale jeho sila je i v tom, jak umi zachdzet s velkymi a
slozitymi matematickymi objekty, velkymi daty, pocitat paralelné, pouzivat li-
bovolné dalsi Pythoni knihovny, a Ze ho i mizZete pouzivat jako knihovnu ve

Sage je vlastné nékolik nastroji a knihoven z rtznych oblasti matema-
tiky spojenych dohromady skrze Pythoni rozhrani. Syntaxe je skoro stejna
jako v jazyce Python, ktery jsme popsali v seridlu minulého ro¢niku, ale pro
zékladni pouziti postaci, co si o ném fekneme déale. Hodit se mize syntaxe
pro seznam/pole [1,2,3], n-tice ("a","b") a volani operaci na objektu x:
x.operace(parametry).

Zajimavou vlastnosti Sage a jeho komponent je to, ze jde o open-source
software, takze je zdarma, jsou k dispozici jeho zdrojaky a muzZete si s nim
délat skoro co chcete.
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Toto je jen kratky prehled, vice o Sage zjistite na http://sagemath.org,
v tamnich tutorialech k jednotlivym ¢astem Sage a podrobné dokumentaci, vse
bohuzel jen anglicky.

Kde sehnat Sage

Nejjednodussi zptsob, jak pouzivat Sage, je pres webové rozhrani, naptiklad
na http://sagenb.org, kde ale budete potiebovat mit Google, Openld nebo
jiny login.

Nainstalovat si Sage v Linuxu nebo Mac OS X je snadné, staci si jej stah-
nout z http://www.sagemath. org, v Linuxu rozbalit kamkoliv a spustit soubor
sage, v MacOSX spustit jako jinou aplikaci.

Ve Windows bohuzel neni mozné Sage spustit pfimo, ale na strankach Sage
je k dispozici obraz virtualniho Linuxového stroje se Sage, ktery muzZete spustit
napftiklad pod VirtualBoxem ¢i VM Ware.

Po spusténi Sage se otevie jeho textové rozhrani. Davate-li pfednost webové-
mu, pak napiste notebook () a v browseru oteviete http://localhost:8080.

Zakladni pouziti
Sage lze pouzivat jako symbolickou kalkulacku. Vyrazy jako (1+3/4)%*2,
sin(e~0-1) a sqrt(1/2) Sage trochu zjednodussi, ale zachova presnou hodno-
tu. V tomto se Sage lisi od Pythonu, ktery by pfi zadani vyrazu jako a=sqrt (2)
operaci okamzité provedl numericky a dostal nepfesny vysledek, zatimco Sage
spravné spocte, ze a*a je presné 2.

Pro numerickou hodnotu vyrazu pouzijte funkci n(... ), napf. n(pi) nebo
n(e”2, digits=1000) pro vétsi presnost.

Sage nabizi bézné matematické symboly a operace, jako naptiklad sin,
cos, tan, asin, acos, atan, sinh, pi, e, sqrt, sign a log, ktery ma
zéklad jako volitelny druhy parametr. Mocniny se v Sage délaji pomoci e*x*2
(jako v Pythonu) nebo e~2 (jako v TgXu). Symbol = je vzdy pfifazeni a == po-
rovnavani (napi. pro podminky a rovnice). Komplexni ¢isla se zapisuji pomoci
I, napt. e” (I*pi/2). Numericky zapis z Pythonu je téz 1+2j pro 1 + 2.

Mezivysledky miuzete pfifazovat do proménnych, jako napriklad a=2+3;
b=sin(pi*a). Nejedna se o rovnice, jen o ptitazeni! Stfednik oddéluje vice pii-
kaz na jednom fadku. Vlastni funkce definujete jednoduse pomoci f (x)=x"2
nebo téz Pythoniho def f(x): return x~2. Prvni zpisob da Sage o funkci
trochu vice informaci.

Pro napovédu k jakékoliv funkci v Sage napisSte funkce?, napt. sin?. K ulo-
zeni libovolného objektu do souboru pouzijte save (£, "soubor.sobj"), nacist
ho pak miizete i pozdéji pomoci £=1load("soubor.sobj"). Kus vlastniho kédu
(napt. definice vlastnich funkei) naétete pomoci load("mojefce.sage").

Pozor na to, ze pokud ¢islo zapiSete jako redlné (napf. 0.4), nebo jako
komplexni pomoci j (napf. 1+2j), Sage s nim bude zachdzet numericky misto
presné.
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Teorie grafii

Prace s velkymi grafy a jejich vlastnostmi je podporovana velmi dobre, jde
o objekty typu Graph a DiGraph (pro orientované grafy). Prazdny graf vytvorite
g=Graph (), vrcholy mu piidate g.add_vertices([1, 2, "v3"]), hrany pak
g.add_edge(1,"v3",0.5). Vrcholy mohou byt skoro jakékoliv objekty (¢isla,
Fetézce, dvojice ¢isel, ... ), volitelny tfeti parametr add_edge je vaha nebo délka
hrany.

V modulech graphs a digraphs najdete generatory mnoha béznych gra-
fi, napf. graphs.CycleGraph(n) vytvoii cyklus, graphs.CompleteGraph(n)
Uplny graf a digraphs.Circuit(n) orientovany cyklus. VSechny neisomorfni
grafy na n vrcholech pak ziskdte pomoci graphs(n) (pozor — pro n > 8 je jich
velmi hodné).

Grafy samy o sobé maji hodné vlastnosti — mizete graf zobrazit (g.show()),
zjistit jeho komponenty souvislosti (g.connected_components()), zjistit jeho
barevnost (g.chromatic_number (), miZe byt velmi pomalé), ziskat jeho ma-
tici sousednosti (g.adjacency_matrix()), sjednotit dva grafy (g1.union(g2))
a mnoho dalsiho.

Grafy, rovnice, integrdly a dalsi

Sage méa celou skalu funkci pro feseni rtznych tvard soustav rovnic a nerov-
nic, symbolicky i numericky, véetné diferencialnich a celoéiselnych kongruenci.
Zvlada i pomérné velké soustavy, ale neni az tak vhodné v situaci, kdy do-
stanete obecnou soustavu a chtéli byste rychle a snadno vidét, co vSe ma za
vlastnosti. Na to se vice hodi napiiklad Wolfram Alpha’. Pokud ale pot¥ebujete
vice velkych a tfeba programové zadanych napf. linedrnich soustav, je Sage pro
Vas.

Graf funkce vykreslite pomoci piikazu f(x)=x"2; plot(f) nebo rovnou
plot(x~2). Rozsah osy x se zadava jako trojice plot (real(x"x, (x,-5,2))),
mnoho dalsich nastaveni viz plot?. Funkci dvou parametrt vykreslite napiiklad
pomoci plot3d(real(x”y), (x,-3,3), (y,1,3)).

U proménngch, které chcete pouzivat v (ne)rovnicich, je potfeba to nejprve
deklarovat pomoci var(’x y z’). Potom je soustava rovnic prosté pole rov-
nosti: soustava=[x==2*y-z, x+y+z==3, z==x**x2-y+1]. VyTesit je 1ze pomoci
solve(soustava, (x,y,2z), nebo pfimo napi. solve ([x**2+x*y==y], (x,y)).
Sage najde vSechna FeSeni, ale ve slozitych pfipadech nebudou mozné v pouzi-
telném tvaru. Bohuzel to neni nejsilnéjsi stranka Sage. Zajimava je téz tfeba
funkce taylor (f, promenna_x, x0, stupen).

Derivovani zajistuje funkce derivative(x*y, x), druhy parametr urcuje
podle ¢eho derivujete. Integruje se podobné funkci integral (sin(x)*x, x),
pro urcity integral dosadime meze, napf. integral(e~(-x"2), x, -infinity,
+infinity), vicerozmérny integral pak integral (xxy, (x,y)).Pokud neumi
Sage integral spocitat, stale vyjde funkce, se kterou muzete déale operovat —
vycislovat numericky, derivovat a tak déle.

" http://wolframalpha.com/
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Algebra a dalsi

Nakousnéme par dalsich oblasti, kterymi je Sage zajimavé:

Sage ma velmi koSatou rodinu objektu z algebry a i teorie kategorii, jako
jsou grupy, podgrupy, okruhy a télesa — kazdé celé ¢islo je tfeba prvkem okruhu
sage.rings.integer.Integer, téz zkuste type(1/2) nebo type(1+1j). Sage
samoziejmé umi napi. podgrupy a produkty grup.

Souvisejici oblasti je teorie ¢isel a polynomu. Naptiklad téleso celych ¢isel
modulo 97 vytvofite A=IntegerModRing(97), pak dostanete, ze A(2) /A(3) je
33, ze je 97 prvocislo ovéiite is_prime (97), prvocisla do n ziskate primes(n)®
a nejvetsi spolecny délitel ziskate ged(a,b).

Mizete pomérné snadno pocitat i v okruhu polynoma, napiiklad deklaro-
vat t jako proménnou (var("t")), vytvofit nad racionalnimi ¢isly okruh poly-
nomi R=PolynomialRing(QQ, t), a pak spocist i takové véci, jako je napfiklad
GCD(R(t"2-1) ,R(1+2%t+t~2)).

Sage toho umi jesté mnohem vice, ale funkci je opravdu mnoho na ptehled

v tak omezeném prostoru. Rad vam ale, mili fesitelé, poradim s pouzitim Sage
na vas problém. S dotazy ale i pfipominkami se ozvéte na gavento@ucw.cz.

Tomas

Uloha 4.6 — Sage (3b)

Pro feseni uloh zkuste pouzit jen Sage a Python. Krom vysledku poslete i vas
kéd s komentarem.

(i) Kolik existuje neisomorfnich Eulerovskych grafti (nakreslitelné jednim
uzavienym tahem; totéZ jako Ze maji vSechny stupné sudé) na sedmi
vrcholech?

(ii) Kolik je prvoéiselnych dvojéat (dvou prvocisel lisicich se o 2) mezi 1
a 10000007

8 toto je ve skute¢nosti tzv. generator, pokud ho chcete pfevést na seznam,
pouzijte 1ist(...)
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Po¥. | Jméno R.[>_1|rl r2 r3 rd r5 t1 t4 t5|> ¢ > 1
1.| Mgr™F. Homza 3. 2915 3 3 0 11 29
2. | Mgr™ A. Kufova 1. 2512 3 1 2 8 25
3. | Mgr™ M. Buran 4. 241 2 4 3 2 11 24
4-7. | Dr™ L. Grund 4. 58| 3 4 3 10 20
Mgr™ A. Hruskova 3. 20 0 3 2 8 20
Mgr™ J. Kusnir 2. 2002 1 0 0 2 9 20
Mgr™ M. Poljak 1. 200 3 2 3 1 9 20
8-9. | Mgr** M. Caldbkova | 2. 38| 1 3 3 1219
Dr*™J. Kadlec 2. 67( 3 0 1 O 6 19
10. | Be™ V. Skala 2. 180 0 3 1 7 18
11. | Mgr™ M. Lieskovsky | 3. 44 2 3 3 8 17
12-13. | Be™ P. Néacovsky 2. 16 2 2 0 6 16
Bc™V. Skoupy 3. 16 3 3 4 10 16
14-16. | B¢ J. Cerman 1. 120 2 3 1 6 12
Bce™ S. Franova 4. 12 1 1 1 3 12
Mgr™ O. Micka 4. 40 3 2 5 12
17-19. | B! E. Busakova 4. 14 2 3 2 7 11
Bc™ P. Soucek 1. 11 0 11
Bc™ K. Ullwer 4. 111 0 0 0 O 2 11
20-23. | Mgr™ L. Langerova | 2. 22 3 1 4 10
Bce™ D. Machécova 3. 1002 3 2 0 7 10
Bce™ J. Svobodova 3. 10 0 10
Be™ J. Stabl 2. 10| 2 2 4 10
24-25. | Be™ M. Bidlak 3. 12 0 9
K. Ilievova 2. 9| 3 3 9
26-27. | Z. Garcic 2. 8 0 8
Mgr™ A. Stastna 3. 49 0 8
28. | J. Dittrich 1. 711 0 1 1 3 7
29-32. | V. Strakova 3. 6 0 6
S. Titlova 1. 6 0 6
Mgr™ P. Vincena 2. 33 1 1 6
R. Zlatnik 1. 6| 1 1 0 2 6
33-36. | M. Biros 2. 5 0 5
J. Kolar 2. 500 1 0 1 5
Mgr*™ J. Svoboda 4. 29 0 5
M. Safek 2. 5 31 4 5
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Ulohy

Po¥. | Jméno R.[>_1|rl r2 r3 r4d r5 t1 t4 t5|> ¢ > 1
37—41. | M. Daniel 3. 4 0 4
V. Krchnak 1. 4 0 4

P. Kroft 2. 4 0 4

Mgr*™ J. Mikel 4. 25 0 4

M. Vanko 4. 4 0 4

42-51. | Mgr™ J. Dolejsi 2. 21 0 3
L. Draslarova 1. 3 0 3

J. Erhart 2. 7 0 3

J. Kucera 1. 3 0 3

J. Kulicka 1. 3 0 3

J. Novéak 1. 3 0 3

D. Sekac¢ 2. 3| 1 0 1 3

D. Stéhule 2. 3 0 3

K. Skorvankova 1. 3 0 3

J. Skvéra 3. 3 0 3

52-56. | D. Barbora 2. 2 0 2
J. Fiirbacherova 4. 2 0 2

J. Knizek 2. 2 0o 2

O. Leskovjanova 2. 2 0 2

M. Reska 1. 2 0 2

57-60. | K. Kolar 1. 1 1 1 1
7. Kucharova 1. 1 0 1

T. Mares 1. 1 0 1

D. Princik 4. 1 0 1
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