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Casopis MEM a stejnojmenny korespondencni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢ informatiku. Béhem skolniho
roku dostdvaji Tesitelé zdarma cisla se zaddnim tuloh a témat k premysleni. Svd
resent odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispévky opravime, obodujeme
a posleme zpét. Nejzajimavéjsi esent otiskujeme.
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Mili FeSitelé,

prinasime vam druhé ¢islo naseho casopisu a s nim zadani novych uloh
a témat. Dalsi témata uz letos zadavat nejspis nebudeme. Doufame, Ze v nasi
soucasné nabidce naleznete néco, co vas zaujme. Nové se muizete ponorit do
taji oboru matematiky honosné nazyvaného teorie ¢isel nebo zapfemyslet nad
podobnosti Gvah v raznych odvétvich fyziky.

Na konci ¢isla naleznete leto$ni prvni organizatorsky ¢lanek, ve kterém vam
(R)adim pfedstavi neuronové sité. Dopfedu miizeme prozradit, Zze v dalsim ¢isle
se miizete tésit i na ¢lanek od jednoho z Tesitelt.

Vsechny piipadné zdjemce o studium na MFF UK bychom chtéli pozvat
na Den otevienych dvefi nasi fakulty, ktery se kona ve ¢tvrtek 29. listopadu
v Praze. Muzete se dozvédét, jak studium na MFF vlastné probiha, a pro-
hlédnout si rizné pracovisté. Vice informaci a pfedevsim podrobny program
naleznete na adrese http://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/.

organizdtori FBERA
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Zadani uloh

Termin odeslani druhé série: 10. 12. 2012

Krajina hnédd je a casto mrholi,
jen vini hliny ted ucitis na poli.
Po cesté vali se ztracené brambory,

sedy mrak bourkovy vali se nad hory.

Uloha 2.1 — Nad Tatrou se blyska

(5b)

Neékolik kamaradi se rozhodlo, Ze zméfi rychlost zvuku ve vzduchu. Pockali
na boufku, vybéhli na kopce (kazdy na jeden) a ¢ekali na blesky. Ke kazdému
blesku si vSichni zaznamenali ¢asovy odstup mezi zableskem a zaznénim hromu.

Dokéazou z téchto tdajii spocitat rychlost zvuku (a jak), pokud

(i) jsou dva a znaji svou vzdalenost,
(ii) jsou tfi a znaji v8echny svoje vzdélenosti,
iii) jsou t¥i a znaji jen jednu vzdélenost,

)

(iii

(iv) jsou tfi a neznaji ani jednu vzdalenost?

Meékce a tluméné zni Tvoje kroky,
na bilém poprasku zistanou stopy.

Déti si zakvici: ,,Pozor, ja jedu!*,
jsou celé promrzl€ jak kostka ledu.

Uloha 2.2 — Kostka

(4b)

Riki pfemyslel, jak by vypadala hra Clovéce, nezlob se s kostkami-nekostkami
o vselijakém poctu stén, feknéme 2 az 20. Pro tyto kostky klasicky plati, ze
po hozeni nejvyssiho ¢isla haze hrac¢ znovu a hody se sé¢itaji. Pravdépodobnost
padnuti vSech ¢isel je stejnd. Otazkou je, kolikasténnd kostka je nejvyhodnéjsi,

tedy dosdhne v této hie nejvyssi stfedni hodnoty souc¢tu hodi.

Stomy se obsypou bilymi kvéty,
lesy se stdvaji vodnimi svéty.
Slunicko teple zas na zemi sviti
v trave se objevi pronich pdr kviti.



Uloha 2.3 — Kvitky (3b)

Riki si natrhal 9999 kvitkd — nékteré jsou bilé a nékteré zluté. Kdyz je rovnal
doma k ususeni, vsiml si, Ze jsou zajimavé sefazené: zluté jsou prave ty kvitky,
jejichz pofadi lze zapsat jako |2z + [4z| + [8z] + [16x].! Kolik kvitki je
bilych?

Zahrady plné€ jsou lakavych plodii,
das si v ten horky den nanuk, ¢i sodu?
Kdyz kropis hadict, videét je duhu,
déti si v rybnice plavaji v kruhu.

Uloha 2.4 — Kruhova chodba (2b)

Kosmonaut je v dlouhé kruhové chodbé, kterd vede po obvodu neznamé kos-
mické lodi. V celé chodbé jsou na sténach v pravidelnych intervalech rozmistény
zarovky. Ty jsou bez zjevného radu rozsvicené, nebo zhasnuté a u kazdé je pii-
slusny vypina¢. Kosmonaut by chtél obejit celou chodbu a poznat, Ze ji uz
obesel. Muze si pro svou potfebu prepinat zarovky, jinak je ale chodba vsude
stejné. Jak to mé provést, aby se co nejmin nachodil a nemusel si toho moc
pamatovat?

! Pro négjaké reélné z, [x] je dolni celd ¢dst ¢isla x, tzn. néjveétsi celé &islo,
které je mensi rovno x
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Zadani témat

Téma 4 — Véty o Ctvercich

Jednim z klasickych problému teorie ¢isel je otazka, kterd prirozena cisla lze
zapsat jakou soucet ¢tverctt (druhych mocnin) nékolika celych ¢&isel. Tento pro-
blém je jiz docela dikladné prozkoumén. Asi zasadni je nasledujici na prvni
pohled prekvapiva véta.
Véta (o ¢tyfech ¢tvercich, Lagrange, 1770): Kazdé prirozené ¢islo n lze zapsat
ve tvaru

n=a’®+b*+c+d°
kde a, b, ¢, d jsou cela cisla.

Jeji dtikaz neni jednoduchy. Pokud by vas pfesto zajimal, miizeme se podivat
na konferenéni pifspévek Prof™ Stépana Simsy v ¢isle 6-7 16. roéniku, kde je
podrobné popsan. Jisté vas napadne otazka, jestli jsou Ctyfi ¢tverce opravdu
potfeba. Odpovéd zni, ze jsou. Existuji totiz ¢isla, kterd pomoci tii étvercl
zapsat neumime.

Véta (o tfech ¢tvercich, Gauss): Pfirozené ¢islo n lze zapsat ve tvaru
n=a’+b+c?

kde a, b, ¢ jsou cel4 &isla, pravé tehdy, kdyz m # 4™(8k 4+ 7), k, m € N.

Podobné jsou dikladné prozkoumana i ¢isla, kterd lze zapsat jako soucet
dvou ¢tverci. Timto problémem se zabyval dalsi vyznamny matematik — Pierre
Fermat. Prvnim krokem v dikazu véty o dvou ¢tvercich je tvrzeni, ktera prvo-
¢isla lze zapsat jakou soucet dvou ctvercd. Zkuste se nad tim zamyslet. Neni
to az tak obtizné.

Nabizi se i dalsi otazka. Pokud mame dveé ¢isla zapsdna jakou soucet dvou
¢tvercty, lze tak zapsat i jejich soucet? A jejich soucin?

Cisla, které lze zapsat jakou soucet dvou Gtverctl, jiz byla popsana. Jak je
to ale s rozdilem? Ktera celd ¢isla Ize zapsat jako rozdil dvou ¢tvercu?

~evs

rozené cislo m > 1 lze zapsat ve tvaru
m=a®+ b+ 2+ 2F,

kde a, b, ¢, k > 0 jsou pfirozena. Pii dokazovani doporucuji vyuzit vétu o tfech
étvercich. Dokonce plati i silnéjsi tvrzeni. A to, ze kazdé pfirozené m > 1 lze
zapsat ve tvaru

m=a®>+b*+ 2+ 2%

To je zajimavé v tom, Zze nam vétu o tfech ctvercich prevadi na vétu o ¢tyfech
¢tvercich. Zkuste se zamyslet i nad nim. Hodné stésti pii badani.
Kuba



Téma 5 — Analogie s elektrickymi obvody

Nejdiive bychom si méli vysvétlit, co to je ona analogie. Snahou fyziky je nalézt
co nejjednodussi a nejpresnéjsi modely, které popisuji okolni svét. V riznych
pfipadech se muZeme setkat s modely, které sice popisuji odlisné fyzikalni dé-
je, ale zptusob, jakym to délaji, je podobny, tedy analogicky. Analogie, které
budeme hledat my, se poji k elektrickjm obvodtim.

U elektrickych obvodi obvykle vysSetiujeme, jaké proudy a napéti ndm vzni-
kaji v jednotlivych ¢astech obvodu. Piedstavujeme si, ze u plus?® kontaktu ba-
terky méame kulicky, kterym fikdme elektrony, a ty se snazi dostat na druhou
stranu, kde je naopak elektront nedostatek. Cesta, kterou se mizou pohybovat,
vznikne propojenim obvodu pomoci vodi¢i. Pracujeme s pojmy napéti, proud,
vodivost, ...

Obdobné se ovsem muzeme divat napfiklad na tekutiny, tedy kapaliny a
plyny. I ony maji tendence proudit odnékud nékam. V pripadé plynt se snazi
dostat z mista, kde ma plyn vysoky tlak, do mista, kde je tlak mensi. Jak mozna
tusite, dostavame zde analogii mezi tlakem a napétim. Analogie mezi proudem
plynu a proudem elektront je nasnadé. Déle si uvédomime, ze miZeme zavést
pojem vodivosti potrubi, nebot pres potrubi s malym prifezem nadm bude plyn
téct jen tézko a pfes trubku s velkym prirezem nam potece jedna radost. Nyni
miizeme sestavit ekvivalent k Ohmové zakonu. A pak muZzeme postupovat dale
a ukazat, ze i pro plyny plati Kirchhoffovy zakony.

Co od vés tedy ocekdvame? Pokuste se vymyslet analogii mezi proudénim
plynu ¢i kapaliny a proudénim elektronti ve vodic¢ich. Nejdiive si ujasnéte, co
je plynové ¢i tekutinové napéti, proud, vodivost, kapacita. .. Pak zkuste sesta-
vit zdkladni zédkony jaké zname z elektfiny, tedy Ohmutv zakon, Kirchhoffovy
zékony, ¢i jiné. Hlavné se ale zamyslete, zda tyto tvahy déavaji smysl. Zkuste
se pustit do vymysleni, jak by mohl vypadat takovy plynovy ¢i tekutinovy
kondenzator, ¢i co by v nasem modelu mohlo pfedstavovat magnetické pole.
Muzeme si pak vymyslet ekvivalent civky, ¢i jinych slozitéjsich elektrickych
soucastek. Pokud mame k dispozici civku a kondenzator, tak pro¢ se nepus-
tit do tvah nad stfidavymi obvody? A mimochodem, jak miZe vypadat nas
plynovy ¢i tekutinovy ,ampérmetr?

Fantazii se u tématka meze nekladou. Navic spravné feseni u tohoto tématka
neexistuje, je mozné, ze se vam podaii vymyslet vice funkéich modeld. Proto
budeme velice radi, pokud nam zaslete i dil¢i myslenky, ¢i budete ve svych
komentarich reagovat na ¢lanky svych kolegi.

(R)adim

2 P¥ipadné minus, zéleZi na dhlu pohledu. :-)
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Reseni témat

Téma 1 — Stavba stoleti

Prinadsime vam cerstvé zpravy ze stavenisté. V prvnim kole predlozily svoje
navrhy tfi odvazné stavebni spole¢nosti a bylo jim udéleno stavebni povoleni.
Tyto firmy jsou vedené Patrikem Nacovskym, Jifinou Svobodovou a Mgr™ Pe-
pou Svobodou. Do druhého kola vybérového fizeni néasledné dorazily dalsi za-
dosti (piispévky). Financovani bylo pfiznano Filipu Homzovi, Pavlu Souckovi
a Arance Hruskové.
Vétsina navrha tvrdi:

1. V nekonec¢né ulici nelze postavit véz vétsi nez 3.

2. Na pozemku 3 x 3 lze postavit nanejvys véz velikosti 4.

3. Pokud dostanou parcelu aspon 5 x 5, tak postavi véz velikosti 5.

Ukézali, jak takovéto véze postavit a predlozili diikazy, které tikaji, ze vétsi
véz nepostavi. Je to opravdu nejvétsi mozna vyska nebo jsou v jejich dikazech
chyby?

Podarilo se ndm sehnat vétsi rozpocet a proto bude oslava mnohem vétsi,
nez se predpokladalo. Stavét (slavit) se bude i ve vicedimenzionélnich prosto-
rech, nejen na dvojrozmérnych (étvercovych) parcelach.

Zkuste popsat, jak by to vypadalo ve ¢tyfrozmérném prostoru. Pokuste
se odpovédét na otazky z minulého c¢isla a dale cely problém rozvinout do
vice dimenzi. A jak by to vypadalo, kdybychom dostali parcelu, ktera by méla
n dimenzi?

Protoze prace je stale dost, tak by nas zajimalo, jak velky pozemek budeme
potiebovat, kdyz budeme chtit postavit vice vézi, které budou stejné velké?
Dejte si pozor, aby se vam nestalo, ze postavite tii véze stejné velikosti vedle
sebe, to by se pak z nich stala véZ vétsi. Zkuste to néjak (napf. na postaveni a
vézi bude urcité stacit pozemek M x N a na pozemku m X n se a vézi urcité
nepostavi) obecné vyjadrit.

Samoziejmé se muzete zabyvat i jinymi problémy, nez které tu jsou nasti-
nény. Projektovani zdar!

xlfd




Neuronové site

S pojmem neuronovych siti méame spojenu spise biologii ¢i lidsky mozek. Piesto
jsou neuronové sité mocnym néastrojem pii feSeni nejruznéjsich informatickych,
fyzikalnich ¢ jinych problémi. A to ted nemluvime o neuronovych sitich, které
ma kazdy z nas ulozeny v lebce, ale o umélych sitich, které si mizeme vytvorit
v pocitaci.

Pocitacové neuronové sité, jak jiz ndzev napovida, maji svou predlohu v pfi-
rodé. Konkrétné v lidském mozku. Neuron je nervova bunka, ktera je schopna
pfijmout, zpracovat a vyslat signaly. Neurony, o kterych budeme mluvit, si
miizete predstavit jako krabicku, do které vedou privody a ze které vede je-
den vyvod. Pfi¢emz vyvody miizou byt zapojeny do privodid nékterych jinych
neurond.

Signaly, které se nam $ifi mezi neurony, mtizeme reprezentovat realnymi
C¢isly v intervalu mezi nulou a jednickou véetné. Mame-li neuron se vstupy x1,
To, ..., Tn, tak jeho vystup y mlzeme popsat vztahem

y(x1, T2, ... ) = f ([szxl] —p) ,
i=0

kde w; jsou vstupni vahy neuronu, p je prah neuronu a f() znadi tzv. pfenosovou
funkci neuronu. Prozatim si ji miZeme pfedstavit tak, ze f(z) =1 prox > 0
a f(x) = 0 pro z < 0. Tedy pokud vstupni signdly vynasobené patfi¢nymi
vahami jsou v souctu vétsi nez prah neuronu, tak se neuron sepne, jinak se
nesepne.

Pokud bychom si vzali jednoduchy piiklad, kdy mame neuron se dvéma
vstupy x; a z2 a prahem p = 1, tak napfiklad pro vahy w; = we = 0,75
méame neuron, ktery predstavuje logickou funkci AND. Neboli, pouze pokud
x1 = x9 = 1, tak dostaneme na vystupu y = 1, jinak y = 0. Pokud véhy
zménime napiiklad na wy = wy = 1,5, tak pii zachovani prahu p = 1 dostaneme
logickou funkci OR.

Pri praci s neuronovou siti postupujeme tak, Ze si zvolime problém, ktery
ma sif Fesit. Ten si vyjadiime pomoci funkce F'(vy,va,...,v,), kde v1, va, ...,
vy, jsou vstupni proménné naseho problému. Mtizeme naptiklad chtit, aby nase
neuronové sif uméla rozpoznavat obraz. Vstup budeme ziskdvat z ernobilé
kamery a muzeme jej reprezentovat jako jednotlivé pixely, které ocislujeme
V1, V2, ..., Uy. Velikost v; urcuje stupen Sedi. Vystup neuronové sité mize
vypadat naptiklad tak, Ze pokud kamera snimé domecek, ktery mtize byt mirné
zasumeény, tak jeden vystup bude 1, zbytek nula, pokud kamera snimé auticko,
tak druhy vystup bude 1 a zbytek nula. ..

Aby toto nase sit umeéla, tak ji to nejdiive musime naudit. To udélame tak,
7ze nadhodné zvolime vahy a prahy neurontt a budeme siti predkladat ucebni
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obrazky a podle toho, jak bude odpovidat, ji budeme ménit vahy a prahy
neurontl az do chvile, kdy se siti budeme spokojeni.

Sit, kterd bude schopna Fesit néjaky podobny tikol, bude muset byt pomérné
slozitd. Pokud by obsahovala mélo neuront, tfeba jeden, tak bychom neuméli
nastavit vahy w tak, abychom dostali pozadovany vysledek.

Ukézeme si jednoduchy priklad, kdy sif sestavime tak, ze bude mit tzv.
skrytou vrstvu neuront a jeden vystupni neuron. Situace je zndzornéna na
obrazku cl.1.

U1 V2 Uni

Obr. cl.1 — Piiklad neuronové sité.

Pro skrytou vrstvu plati
ni
ye = f ([Zwk,ivi] —Pk:> k< no,
i=0
a pro vystupni neuron plati
ng
Y =f ([ZW@/ —P) :
i=0

Na problém, ktery feSime, se muzeme také divat tak, Ze méme néjakou
chybovou funkci

B=Y S (V(6) - V()P
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kterd nam ¥ikd, jak moc nase neuronové sit chybuje. Pfi¢emz sumy pies s pro-
vadime pfes vSechny zadané vysledky, V(s) znaéi spravné vysledky. Jednd se
o zkuSebni sadu, kterou predkladame siti. U této funkce hleddme minimum.
Funkce z definice nemtze byt mensi nez nula, najdeme-li tedy opravdu mini-
mum, na$li jsme nejlepsi moznou sit. Musime si ovSem dat pozor, abychom
nedoputovali pouze do lokalniho minima. To si mizeme predstavit tak, ze do-
jdeme do néjakého uzavieného 1idoli, ovSem pokud bychom vylezli jesté na
jeden kopec a pak sesli doli, tak bychom nasli lepsi adoli.

Vysvétleni derivaci dalece presahuje rozsah tohoto textu, proto zde odvozeni
nebudeme uvadét. Znali zdjemci si jej mtizou provést sami. Funkce E() zavisi
na y(), coz je funkce obsahujici f(). OvSem chceme-li E() derivovat, tak potte-
bujeme, aby pouZzivané funkce nemély skoky, coz f() rozhodné nespliiuje. Proto
ji nahradime funkci .

1) = 1+ exp(—\v)

kde A znaci rychlost pfebéhu této funkce. Pro A — oo dostaneme nasi skokovou
funkci. Tuto funkci uz umime derivovat. Je mozné pouzivat i jiné nahradni
prechodové funkce, ovsem tato ma celkem prijemné vlastnosti.

P1i ucCeni nasi sité tedy budeme postupovat tak, Ze si vezmeme ndhodny
vstup v1, ..., Uy, pro ktery znadme spravny vysledek Y (vy,...,v,). Postupné
vypocitame yi, a Y. Spocitdme rozdil R naseho vysledku od spravného vy-
sledku

R=Y(s)—V(s).

Pak vypocitdme nové hodnoty pro Wj, wy,; pomoci vztahi
Wi =W+ uRXY - (1 —=Y)ya,

Wy = Wk + pBRAY - (1 =Y)Wiy, - (1 = y)vg

pfiéemz je p rychlost, s jakou se sit u¢i. Pokud se sif uéi rychle, muze se
stat, ze preskoci globdlni minimum a skonéi v néjakém lokalnim. Pokud se
uéi pomalu, tak uceni bude trvat dlouho a opét se muze stat, ze skoncime
v lokalnim minimu.

Predchozi ucici postup stale opakujeme, dokud se chybova funkce neustali.
Pokud se ustali na jiné hodnoté nez nula, tak cely vypocet zahodime a opét
nédhodné zvolime w a p. A cely postup uceni opakujeme.

Vyse popsany zpusob uceni sité se nazyva back propagation, metod, jak
sité ucit, je vSak mnohem vice. Neuronové sité jsou v soucasné dobé hojné
vyuzivané a poznatky o nich jsou znac¢né obsdhlé. Cilem tohoto ¢lanecku bylo
vam je alespon Castecné predstavit. Pro uplné a poctivé predstaveni bychom
vsak potfebovali celou knihu. V pripadé jakychkoli nejasnosti mizete vznaset
dotazy ¢i pripominky na mail radim@matfyz.cz.

(R)adim
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Uloha 2.5 — Neuronova sit (4b)

Vytvorte program s neuronovou siti, kterd bude mit dva vstupni neurony v
a vy, skrytou vrstvu se tfemi neurony a jeden vystupni neuron Y. Program
v sob& bude mit udici smycku, béhem které se sit nauci chovat podle funkce
XOR, tedy pro v1 = v =0nebowvy =vy=1jeY =0,prov; =1, vy =0
nebo v; = 0, v = 1 je Y = 1. Pro pocatecni ladéni programu muizete pouzit
konstanty A = 10, = 0,05.
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S obsahem casopisu M&M je mozné nakladat dle licence Creative Commons
Attribution 3.0. Dilo smite Sifit a upravovat. Mate povinnost uvést autora.
Autory textd jsou organizatoii M&M.

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF Telefon: +420 221 911 235
Ke Karlovu 3 E-mail: mam@matfyz.cz
121 16 Praha 2 WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastieSsen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stredoceské
pobocky Jednoty ceskych matematiki a fyziku.



