Studentsky matematicko-fyzikalni Casopis =

Roénik / Cislo
XIX 1

Matematika

Informatika

Casopis MEM a stejnojmenny korespondencni semindr je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem skolniho
roku dostdavaji Tesitelé zdarma ¢isla se zaddnim uloh a témat k premysleni. Svd
reseni odesilaji k ndm do redakce. My jejich prispevky opravime, obodujeme
a posleme zpét. Nejzajimavéjsi resent otiskujeme.
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Mily priteli matematiky, fyziky a informatiky,

chtéli bychom ti predstavit ¢asopis a korespondenéni semindf M&M uréeny
predevsim pro studenty stiednich skol. V jeho ramci se snazime zabavnou for-
mou prezentovat nejriznéjsi problémy z matematiky, fyziky a programovani.
Dtraz pritom klademe na to, aby mohl kazdy o problémech sam uvazovat a po-
tom spolecné s ostatnimi sdilet své zavéry.

V pribéhu skolniho roku vychézi zpravidla sedm ¢isel ¢asopisu, ve kterych
nabizime nejriznéjsi tlohy a témata k zamysleni i vSelijaké ¢lanky. Prvni ¢islo
drzis pravé v ruce.

Ulohy

V prvnich Sesti ¢islech uverejiiujeme samostatné tlohy. Tyto tlohy byvaji tro-
chu tézsi nez obvyklé skolni, jejich Feseni casto vyzaduje néjaky trik. Stredoskol-
ské znalosti by k jejich vyTeseni ale mély stacit. Pokud nékterou z tloh vytesis,
posli nam jeji feSeni. My ho opravime a zasleme zpét. V nékterém z dalsich
¢isel vzdy uvefejnime vzorova fesSeni zadanych dloh.

Témata

Témata jsou obecnéji zadané problémy. Vzdy obsahuji néjakou otdzku a na-
méty, jak téma dale rozvijet. Jsou predevsim priilezitosti hloubéji se ponofit
do urcitého problému a zkusit vymyslet néco vlastniho. To je postup podobny
skutecné védécké praci. Mizes nam poslat cokoli, co té k tématu napadne. Za-
problémy se 1épe premysli ve skupiné, muize prispévek k tématu spolec¢né zaslat
i vice autord, jako tomu je u skutecné védecké prace.

Clanky
Od druhého ¢isla budou v ¢asopise vychazet redakéni ¢lanky, které se budou
snazit priblizit néjaké konkrétni odvétvi matematiky, fyziky ¢i informatiky. Po-

kud znas néco, o ¢em si myslis, Ze by ostatni mohlo zajimat, mizes o tom sepsat
¢lanek i ty a zaslat nam ho. Pokud se ndm bude libit, radi ho otiskneme.

Soutéz
M&M neni jen casopis, ale i soutéz. Za vSechny vyfeSené tlohy, piispévky
k tématlim i ¢lanky udélujeme body. U kazdé tulohy je uveden pocet bodl za
spravné TeSeni. Pfiméfenou ¢ast z téchto bodu lze ziskat i za netplné feseni.
U témat a ¢lankt zadna horni hranice stanovena neni. Za dobry prispévek lze
ziskat 1 20 bodu. Na zakladé ziskanych bodu sestavujeme vysledkovou listinu.

vvvvvv

resitelu zveme dvakrat do roka na soustiedéni.

Soustredéni

N7 e

Vzdy na jafe a na podzim pfipravujeme pro nase nejlepsi fesitele tydenni sou-
stfedéni, obvykle nékde na horach. Soustfedéni je ¢asteéné odborné — mame pro
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vas pripraveny prednasky z nejriznéjsich oblasti matematiky, fyziky i informa-
tiky. Dost Casu je vénovano i rozmanitym hram. Pfedevs§im je ale soustfedéni
prilezitost, jak potkat lidi s podobnymi zajmy.

Letosni podzimni soustiedéni se bude konat 13.-21. 10. 2012. Budeme na néj
zvat nejlepsi fesitele z minulého roc¢niku, ale i ty, ktefi poslou péknéa feseni tloh
a témat z tohoto ¢isla. Budeme radi, pokud nam spolec¢né se svymi fesenimi

napises, jestli bys na soustfedéni piipadné chtél(a) jet.

Ptijimaci zkousky na MFF

Tesitelim naseho korespondenc¢niho seminafe odpustit pfijimaci zkousky. Kon-
krétné se to tyka téch fesiteld, kteri ziskaji za rok alesponi 85 bodu. Ti od nas
dostanou ,,osvédceni uspésného fesitele®, které pak mohou predlozit fakulté.

Jak se zapojit

Pokud té& M&M zaujalo, staci se pokusit vyfesit néjakou tlohu ¢ téma a poslat
nam své feSeni. K feseni pfiloz prosim také své jméno, adresu, e-mail, skolu
a rok, kdy bude$ maturovat. Pokud chces jet na soustifedéni, uved prosim i te-
lefon. Tyto idaje budeme vyuZzivat pouze pro potieby M&M. Mimo tdaji na
vysledkové listiné (jméno, Skola, roénik) je nebudeme nikde uvefejiiovat.

Své feSeni muzes poslat bud elektronicky na nis e-mail mam@matfyz.cz,
nebo postou na adresu M&M uvedenou na zadni strané. Kazdé feseni prosim
pis na samostatny list (resp. posli jako samostatny soubor), aby si ilohy mohli
rozdélit rizni opravujici, a uved své jméno a éislo tlohy ¢i tématu. Na tvou
postovni adresu ti pak budou zdarma chodit dalsi ¢isla naseho ¢asopisu.

Pokud by ses chtél o M&M dozvédét vice, podivej se na nase webové stranky
http://mam.mff.cuni.cz, kde mimo jiné najdes podrobna pravidla a archiv
vsech vydanych ¢isel za uplynulych 18 roc¢nikii.

Tésime se na tva feseni!

organizatori MEM
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Zadani uloh
Termin odeslani prvni série: 22. 10. 2012
(24. 9. 2012 pro Gcast na podzimnim soustiedéni)

Lidé, muZzsti i Zensti, mali i velci. Poslyste dnes sviyg pribéh, jenZ jste sami
psali do historie svéta.

Kdyz jste prisli na svét, jesté docela primitivni a chlupati, Zili jsme na zemi
uZ tisice let.

Uloha 1.1 — Tisic (1+3b)

(i) Soucet nékolika (nejméné dvou) po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je
1000. Jaké nejvétsi ¢islo mezi nimi mize byt?

(ii) Kterd vSechna celd ¢isla lze zapsat jako soucet dvou a nebo vice po
sobé jdoucich pfirozenych cisel?

Naucili jsme se tomu v souladu s prirodou. Namisto ustavicného spéchu
jsme zakotvili v zemi. Naucili jsme se Zit ze slunce a nasi matku zemi neobirat
o nic, vyuZivajice jen vodu a navracejice ji do vécného kolobéhu. Jen Zlutému
slunci a modré vodé vdéci nase zelené€ koruny za poklidny Zivot, ktery ndm
umoznily.

Vy, legracné se hemzici vsude pod ndmi, jste zprvu krdaceli podobnou cestou.
VyuZivali jste dary nasi matky jen nakolik jste potrebovali a preménovali je na
zZiviny, pro nds tolik potrebné. Tehdy jsme si rozuméli.

Ale pak jste se zmeénili. Snad to bylo tim, Ze jste dennodenné spatrili veliky
kus svéta, o némz vase hlavy premyslely, Ze se v nich zacly rodit vselijaké ndpa-
dy. Zacali jste chtit. My nezndme ,chtit®; vidyt co bychom chtéli, magice vse,
co potrebujeme? Vy jste chtéli ,vic“.

Naucili jste se ovlddat nds, abychom rostli jen tam, kde si prejete. Naucili
jste se ovlddat druhé€ lidi a moc vam zachutnala. Vymysleli jste si véci nevida-
ne:

Po staleti jste hrdli krutou, krvavou hru na krdle a poddané (pozdéji na

bohaté a chudé).

Uloha 1.2 — Kulaty stul (4b)

Méjme les, definovany jako mnozina bodi v roviné (zadany bod je stiedem
stromu) a jejich poloméri (polomér muZe byt u riznych stromt razny). Upro-
stied lesa stoji kulaty sttl kréle Artuse (stejné jako stromy je zadan svym stie-
dem a polomérem). Zajimé nés, jak dostat tento sttl z lesa ven, aniz bychom
pritom museli pokacet néjaké stromy. Stil neni mozné naklanét, aby se ne-
prevrhl Svaty gral postaveny uprostfed. Navrhnéte proto algoritmus, ktery ze
zadaného lesa a stolu urci cestu, kudy dokazeme stil z lesa vymanipulovat.
Pokud to také bude cesta nejkratsi, odména navic vas nemine.
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Nauéili jste se podivat dovnitt cloveéka (mnohé jste tak zabili a mnohé za-
chrdnili). Naudili jste se popsat svét rovnicemi, abyste ho uméli predvidat a spo-
Citat (ale presto o ném nevite skoro nic).

Uloha 1.3 — Jablko nepada daleko od stromu (3b)

Jak nejdal mize dopadnout jablko, které spadne ze stromu o vysce 3m? Strom
se nachazi na rovném travniku, tedy ani na kopci, ani v doliku. Predpoklé-
dejte, Ze pfi odrazu jablka od zemé se na deformace spotiebuje 1/4 kinetické
energie jablka. Nebojte se zavést néjaka vlastni zjednoduseni, pokud to budete
povaZovat za nutné (ale nezapomeriite je v FeSeni popsat), méte pfece pocitat
idealni pripad. ..

A naudili jste se pocitat iplné vSechno v Teci penéz. Cenu jidla, vody, zemé,
stésti, zZivota i lasky.

Uloha 1.4 - Ruleta (1+1b)

Riki vymyslel strategii, jak vyhravat v ruleté. Na zacatku vsadi urcitou ¢astku
na Cervenou barvu. Pokud vyhraje, vrati se mu jeji dvojnasobek, pokud ne-
vyhraje, v dalsim kole jeji dvojnasobek vsadi opét na c¢ervenou. A tak dale.
Pravdépodobnost, ze by ani jednou nepadla ¢ervena je nulova. Po néjaké dobé
tedy zékonité musi vyhrat. Kdyz secte své vklady a vyhry, tak zjisti, ze vyhral
vice nez vlozil. Tento postup muZe neustale opakovat.



(i) Bude tato strategie opravdu fungovat?

(ii) Riki ma 100 K¢ a chce hrat pomoci své strategie tak dlouho dokud
neziskd 200 K¢ nebo vSe neprohraje. Poradte mu, kolik mé postupné
do hry vsazet, aby mél co nejvyssi pravdépodobnost vyhry. Do rulety
lze vsazet pouze celé koruny.

Zapomnéli jste pri tom ale na jednu dileZitou véc, totiz citit. Spéchdte,
abyste méli ,vic“, a nevnimdte ani, jak chutnd pokrm, ktery jite, jak chladi
¢istd voda v horské bystriné, jak hladi ldska. . .

Zapomnéli jste, Ze i vy jste soucdsti svéta, prirody, Zivota. Svoji matku jste
spoutali do asfaltovijch okovu, vyrvali jste ji vnitinosti, drancujete ji a Spinite.
Jako kazZdd matka je trpélivd, protoZe md rdda své déti. Ale nemd uzZ Zdadné
Lvic“, co by vdm dala.

Zni to jako smutny pribeh, le¢ nemust tak tomu byt. Ten pribéh zatim nemd

konec. .. a pisete ho vy.
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Zadani témat

Téma 1 — Stavba stoleti

A uz je to tady! Bylo vypsdno vybérové fizeni na stavbu stoleti. Proto oslo-
vujeme vas, nadéjné projektanty a konstruktéry, abyste prisli se svymi navrhy,
zvitézili a vase nadherna stavba byla postavena k oslavam 20. roéniku student-
ského matematicko-fyzikalniho seminafe a ¢asopisu M&M. Predpokladame, ze
prace délnikiim pijde pékné od ruky, ale také, Ze vami navrzena stavba bude
tak megalomanské, Ze musime zacit uz ted.

Vasim tkolem bude navrhnout zpiisob, jak zkonstruovat co nejvyssi véz.
Stavét se bude na c¢tvercové miizce a jedna véz bude vzdy zabirat jedno jeji
policko. Nemame ovsem k dispozici leseni, takze jen tak na zelené louce umime
postavit jenom véz vysky 1. Na to, abychom postavili véz vysky 2, musime
nejprve postavit alespon tii véze vysky jedna, které v mfiZce tvori souvislou
oblast (na to, aby dvé véZe tvorily souvislou oblast, musi mit stejnou vysku
a spoleénou hranu). Jakmile vznikne souvisld oblast alespon t¥i vézi stejné
vysky, musi se podle stavebnich predpisil postavit véz vétsi. Na véz, kterou
jsme postavili jako posledni, piidame dalsi patro, a protoZze ostatni véze ze
souvislé oblasti byly pouzity, tak je musime vSechny tplné zbourat.

Véz vysky k zkonstruujeme podobné — nejprve postavime alespon tfi véze
vysky k — 1 (opét tak, aby tvofily souvislou oblast), posledni z nich potom
zvysime o 1 a zbylé zbofime.

Zatim jesté neni jasné, jaky stavebni pozemek budeme mit k dispozici. Nej-
lepsi je byt pripraven na vSechno, a proto by nas zajimalo, jakou nejvyssi véz
je mozné postavit

v ,nekoneéné ulici“ (pozemek méa rozmér 1 x oo),
na pozemku 3 x 3,

na pozemku 10 x 10.
Jak by to vypadalo, kdybychom méli neomezenou stavebni plochu?
MiZeme postavit nekonec¢né vysokou véz?

® Co kdyz budeme mit predepsano konkrétni misto na parcele, kde ma

[ )
[ )
® na pozemku 5 x 5,
[ )
[ ]

stat vyslednd véz (uprostied, v rohu, ...)?
e Vitany jsou i vase vlastni navrhy na tvar parcely a umisténi véze na
ni.

Soucasti stavebni dokumentace by mél vzdy byt presny popis konstrukce,
jak véz dané vysky postavit. Vitany jsou téz dikazy, ze na daném pozemku uz
nelze postavit zadnou vyssi véz.

Protoze stavebni predpisy se mohou ménit a my chceme byt pfipraveni
opravdu na vSechno, zajimalo by néas také, jaka by na tyto otdzky byla odpovéd,
pokud bychom pozadovali, aby byly vSechny tfi véze pouzité na vystavbu vyssi
véze vzdy bud ve stejném fadku, nebo ve stejném sloupci.



Pokud se vam zd4, Ze se tyto problémy nedaji moc kreslit na papir (protoze
pii pfechodu na vySsi Groveii se stavby maZou a uz mate zgumovany cely papir),
pak na nasich webovych strankich! najdete zédkladni simulator stavby.

Projektovani zdar!

(o] (@] (@]
OoINIO
(@] [an] (@)

0{0]0 0f0
11010 11010
01010 110

Priklad stavby véze vysky 2.
zlfd

Téma 2 — Méreni rychlosti

Urcité jste nékdy cestovali vlakem, autobusem, tramvaji ¢i jinym hromadnjm
dopravnim prostfedkem. A zamysleli jste se nékdy, jak rychle takovéto do-
pravni prostfedky jezdi? Pokud jedete autem, je to jednoduché, podivate se
na tachometr a rychlost vite. Ovsem v autobuse to muze byt tézsi, ve vlaku,
pokud nejedete vagonem, ve kterém se rychlost zobrazuje, tachometr viibec ne-
mate a v metru nemate ani krajinu, vii¢i které byste mohli rychlost odhadovat.
A o téchto odhadech bude pravé letosni téma.

C

i alile ad

LN T2 (2

T <

Zkuste se zamyslet nad tim, jak mérit rychlost riznymi zptsoby podle toho,
co mate zrovna k dispozici. Mate-li GPS, hodinky, nebo ani ty ne. Jak mérit
rychlost prostfedku, kterym jedete, a jak méfit rychlost toho, ktery kolem véas
projizdi? Umite vyuzit toho, kdyz projizdéjici vlak troubi? Dalsi oblasti neni
odhad rychlosti okamzité, ale prumérné. Bydlite-li ve mésté, zkuste zmérit,

! http://mam.mff.cuni.cz/vez_stoleti
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jakou cestovni rychlosti (tzn. véetné zastavovani) jezdi autobusy ¢i tramvaje
a jakou treba vy na kole ¢i kolobézce. Bydlite-li mimo mésto, zkuste zjistit,
jakou cestovni rychlost ma autobus ¢i vlak do blizkého mésta.

Kazdy napad se ceni, pokud vam ptijde, Ze byste napsali néco, co je aplné
jasné, a prece to tedy nebudete psat, presto to zkuste. Nékdo to napsat musi
a vy za to dostanete body. A tfeba to nebude tak jasné, jak to vypada. Pokud
vas napadl zptisob méfeni rychlosti, na ktery nemate prostiedky, popiste nam
ho. Pokud na néj budeme mit prostredky my, zrealizujeme ho a posleme vam
vysledky. Nebojte se vyuziti modernich technik jinych nez GPS s tim, ze se
to da zmérit snaze GPS. Nejen v metru, ale i v nékterych vlacich vam GPS
nepomiize, zatimco jiné techniky by mohly.

Prejeme vam hodné $tésti pfi méfeni a tésime se na vase vysledky.

Jethro

Téma 3 — Konecné automaty

V tomto tématu bychom vés chtéli sezndmit s jednim teoretickym konceptem
hojné vyuzivanym v informatice, kterym jsou konecné automaty. Na automaty
obecné muzeme narazit v mnoha odvétvich. Vyuzivaji se pfi zpracovani priroze-
ného jazyka, pfi tvorbé prekladaca programovacich jazyktd, pfi tvorbé komuni-
kacnich protokolt, pro vyhledavani v textu, ale i pro simulaci riistu v biologii.
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Konecny automat je ,mysleny stroj*, ktery o kazdém slovu, jez mu zadame,
rozhodne, jestli vyhovuje pfedem stanovenym kritériim. Pokud slovo vyhovu-
je, automat ho pfijme, jinak nikoli. Automat postupné ¢te po znacich zadané
vstupni slovo a podle pfectenych znakl upravuje sviij vnitini stav. Zajima nas,
v jakém stavu se automat nachézi po precteni celého slova.

Zkusme se podivat na konecné automaty trochu podrobnéji a formalnéji.
Vstupem do automatu je koneénd (pfipadné i prazdnd) posloupnost znaki
predem zvolené abecedy (mnoziny znakt) X. Této posloupnosti fikdme vstupni
slovo.

Automat je pak tvofen mnoZinou stavil (Q a popisem, ze kterého stavu ma
prejit do kterého, pro kazdy znak, jenz miize dostat na vstupu. K tomu slouzi
prechodova funkce §, které zaddme aktudlni stav a znak ze vstupu. Funkce ndm
vrati novy stav. Nékteré stavy jsou oznaceny jako koncové. Pokud automat
skon¢i vypocet v koncovém stavu, je vstupni slovo pfijato. V opac¢ném pripadé
nikoli.

Na zacatku vypoctu se automat nachéazi v pevné daném pocatecnim stavu
qo € Q. Pak si vidy piecte jeden znak ze vstupniho slova a piejde do pfislus-
ného stavu dle pfechodové funkce. Kdyz narazi na konec slova, skon¢i. Jestli
dané slovo prijme, zalezi na tom, jestli stav, ve kterém se aktualné nachazi, je
koncovy.

U konec¢ného automatu potiebujeme popsat predevsim jeho stavy a piecho-
dovou funkci. To muzeme udélat dvéma zpusoby — stavovym diagramem nebo
tabulkou . Stavovy diagram je orientovany ohodnoceny graf, jehoz vrcholy tvori
jednotlivé stavy, hrany pak prechody. Pocatecni stav zna¢ime Sipkou k vrcholu.
Koncové stavy sipkou z vrcholu ven.

Naésledujici automat pracuje nad abecedou ¥ = {0,1} a prijimé vSechna
slova, ktera kon¢i 101. Celkem ma ¢ty¥i stavy, z nichz jeden je pocateéni (stav
a) a jeden koncovy (stav d).

0 1

1 1 —a a b

N — T~ b c b
Somer |l
0 0 «—d c b

Automat zadany stavovym diagramem. TentyZz automat zadany tabulkou.
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Zkuste zjistit, jaka vSechna slova pfijimaji tyto automaty:
1
@)
— ™
N cosbe 2
S0 GO O

automat ¢. 1 automat ¢. 2 automat ¢. 3

b

Nagim tikolem je navrhnout automat, ktery prijimé presné ta slova, kterd
chceme, aby pfijimal. To si mizete vyzkousSet naptiklad na nésledujicich pii-
kladech.

Navrhnéte kone¢ny automat nad abecedou X = {a, b}, ktery

® piijimé pouze slova zacinajici abb,
® piijima pouze slova obsahujici podretézec baba,
® piijimé pouze slova zacinajici abb nebo obsahujici podretézec baba.

Zkuste vymyslet koneény automat nad abecedou ¥ = {1,0}, ktery pfijima
pravé slova reprezentujici ¢isla
e délitelnd tfemi zapsana v desitkové soustave,
e délitelna péti zapsana v desitkové soustave,
o délitelnd tfemi zapsana v desitkové soustaveé pozpatku,
e délitelnd tfemi zapsand ve dvojkové soustave,
e délitelnd péti zapsana ve dvojkové soustave.

Malinko naroc¢néjsi tikol pak je navrhnout konecény automat, ktery piijima
slova nad abecedou ¥ = {1,0} zadinajici znaky 11 nésledovanymi dvojicemi
znak 00 nebo 11 (libovolné mnoha v libovolném pofadi), kterd maji pocet
jednicek délitelny tfemi.

Zamysleme se nad automaty obecnéji. Existuje vidy koneény automat,
ktery pfijima pozadovanou mnozinu slov (tuto mnoZinu nazyvame jazyk)? Po-
kud bude jazyk kone¢ny (obsahuje koneéné mnoho slov), uméli byste pfislusny
automat sestrojit? Muze existovat vice ruznych kone¢nych automatt, které pri-
jimaji stejny jazyk?

Kuba
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