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Mili kamaradi,

se zpozdénim se vam dostava do rukou posledni ¢islo XVI. ro¢niku. Tento
ro¢nik pfinesl nékolik planovanych novinek a jednu neplanovanou, kterou bylo
zkraceni ro¢niku o jednu sérii.

A jak tento ,revoluéni“ roénik dopadl? I letos se stal vitézem Prof'™ Stépan
Simsa, kterému prejeme hodné tspéchii i v nasledujicim roce. Zaroveni bychom
mu chtéli pogratulovat k zisku titulu Prof™

Na tuplny zavér rocniku se s vami chceme podélit o jednu radostnou uda-
lost. Predposledni kvétnovy vikend byli slecna Bétka Pechova a nas byvaly
fesitel Marek Necada oddani v obfadni sini méstského muzea v Kralupech nad
Vltavou.

Mnoho stésti do nésledujiciho spole¢ného zivota pieji

organizdtori R

Reseni témat

Téma 5 — Trosecnik

Toto téma uzavieme druhym prispévkem Doc™ Petra Pechy, ktery jim doplnuje
a opravuje ¢lanek z 5. ¢isla XVI. ro¢niku.

Zkoumani kapacit kondenzatoru
Doc™ Petr Pecha

Kapacita svitkového kondenzatoru nerostla pfimo tmeérné k poc¢tu desek, proto
jsem se rozhodl provést dalsi méreni.

Abych zlepsil méfeni, tak jsem se rozhodl vyrobit vzdy dva kondenzatory
s danym poctem desek. Pocty desek jsem zvolil stejné jako u prvniho méreni,
ato 2,3 a4

Méiil jsem kapacitu nesvinutého (deskového) a kapacitu po svinuti (svit-
kového). Desky jsem vyrobil z alobalu a jako dielektrikum jsem pouzil kance-
larsky papir. Funkéni velikost alobalu byla 20 mm x 100 mm. S = 20 - 100 =
=2000mm? = 2- 1073 m?.

M¢Feni jsem provedl stejnym méficim piistrojem jako v minulém mé¥eni!.
Vysledky méfeni jsem zapsal do tabulky t5.3.1.

Kapacita deskového kondenzétoru se vypocita

es
C=n 7

Proto jsem prolozil (pomoci gnuplotu) naméfené body linearni k¥ivkou. Vysle-
dek ukazuje graf t5.3.1.

L Pozn. red.: Jednalo se o pfistroj MIC-40700 LCR METER.
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Cislo Pocet | Kapacita (deskovy) Kapacita (svitkoy)
kondenzatoru | desek n [nF] [nF]
21 2 0,6 1,5
2, 2 0,7 1,8
31 3 1,2 4,1
32 3 1,1 6,5
44 4 3,8 8,0
44 4 3,6 9,4
Tabulka t5.3.1: Vysledky méteni kapacit deskovych a svitkovych kondenzatort.
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Obr. t5.3.1 — Zéavislost kapacity deskového kondenzatoru na poctu desek.

Vypocet kapacity svitkového kondenzatoru je slozitéjsi. Nikde jsem nenasel,
jak zavisi kapacita na poctu desek. Proto jsem prolozil naméfené hodnoty jak
funkci linearni, tak kvadratickou. Kvadraticka dopadla 1épe.

Pozn. red.: Ocerniuji Petrovo snazeni a zpiisob, jakym problém fesil. Fyzika
opravdu neni o dosazovani do vzorecki a pocitani konkrétnich rychlosti, vzda-
lenosti a podobné. Piesto mam k jeho piispévku nékolik pripominek.

Zkusme se zamyslet nad uvedenym vzoreckem, ktery udava zavislost kapa-
city kondenzatoru C' na poctu desek n. Prvni, co nds miize zarazit, je fakt, Ze
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pro dvé desky, tedy klasicky deskovy kondenzator, jehoz kapacita je

dostavame dvakrat vétsi kapacitu, nez bychom ocekavali. Zaroveri nas miize za-
razit jista jednoduchost vzorecku. Miizeme si piedstavit, Ze kazdé dvé dvojice
desek tvori kondenzator. Celkovou kapacitu kondenzatoru pak ziskame jako su-
perpozici vSech téchto kondenzatori.

Pak je ale ziejmé, Ze pokud mame vic desek, tak zavisi na pofadi, nebot
pokud vezmeme uspoiadani desek A, B, C, tak pokud spojime desky A a B a
mérime kapacitu téchto desek vzhledem k desce C, tak dostaneme jinou kapa-
citu, nez v pfipadé, ze bychom spojili desky A a C. A to proto, ze vzdalenost
desek A a C je vétsi, nez vzdalenost sousednich desek.

Na zavér bych provedl par tvah ohledné grafu t5.3.1. Je zfejmé, ze mame
dost malo dat na to, abychom mohli vyvodit néjaké relevantni zavéry. Kviili
tomu, Ze nevime, s jakou chybou bylo provedeno méieni, nemizeme urcit, zda
linearni fit odpovida.

Pro zajimavost jsem do grafu vynesli také kvadraticky fit. Mohlo by se
zdat, ze tento fit idealné odpovida namérenym datiim, ovSem to by odpovidal,
at by byla data jakdkoliv, nebot parabolu miizeme prolozit libovolnymi tfemi
body.

(R)adim

Reseni uloh 4. série

Uloha 4.1 - Alarm (5b)

Zadani:
Agent R se blizil k budové. Hbité se schoval za strom a pockal, neZ projde hlidka. Ndsledovalo
pdr rychlych krokd a uz byl u vchodovych dveri. Odklopil kryt bezpecnostniho zarizeni a chteél
zadat pristupové heslo. Ale tu se zarazil.

LJak Ze byl ten pristupovy kdd?“ zamyslel se a vytdhl z kapsy papirek, na kterém mél
napsdno: Kéd jsou viechna feseni rovnice?

al+bl+cl=al-bl.
,Je jasné, Ze ¢isla a, b a ¢ jsou prirozend, jind se nedaji zadat®, wvédomil si a jesté chvili

cvvs

vniknul do budovy.

2 (islo n! znamena n faktorial a vyjadiuje sou¢in 1-2-3-...-n.
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Umeéli byste si poradit méné ndpadné nez agent R, tedy vyresit tuto rovnici v oboru priro-
zenych cisel?
Reseni:
Nejprve zkusime par moznosti jako [a,b] = [1,1], [1,2], [2,1], [2,2], abychom
se zbavili moznych feSeni na zacatku. c takové, aby rovnice platila, nenajdeme.
Rovnici proto upravime tak, ze ode¢teme a! a b! a pricteme 1.

al bl —al bl +1=al(B —1)— (B —1) = (al — 1)(B = 1) = ¢l + 1.

c! je pfirozené ¢islo a tedy obé zdvorky musi byt vétsi nez jedna. ¢! pak musi
byt vétsi nez a! i nez b!. Z ¢ehoz vyplyva, Ze i ¢ je vétsi nez a a b.
Nyni si opét vezmeme rovnici ze zadani a podélime a!

B
Bl=1+—+=
al  al

Aby byla na obou stranach cela ¢isla, musi byt a < b. KdyZz celou rovnici ze
zadéni podélime b!, dostaneme to samé. Jen si a a b prohodi mista na a > b.
Tedy a = b. Tim se ndm zadana rovnice zjednodusi

al? = 2al + .
Rovnici podélime a! \
c!
al =2+ —.
al

Diky vyloucdeni pocatecnich moZnosti je a délitelné 3, a tedy c!/a! nemize
byt délitelné 3. Dostavame tak tfi moznosti. ¢ mtze byt maximalné a 4 2, nebo
a4+ 1, nebo a.

1) Pro ¢ = a dostédvame a! = 3, coZ neexistuje.
2) Pro ¢ = a + 1 dostédvame

al=a+3,

coz zjevné pro a > 4 neplati. Proto zkusime a = 3 a vidime, ze nam
to dava jeden mozny vysledek

[a,b,c] =[3,3,4].
3) Pro ¢ = a + 2 dostéavame
al=a?+3a+4,

coz ale opét pro a > 5 zjevné neplati, a tak zkusime a =4 a a = 3.
Ani jedna z téchto moznosti nepfinese oCekdvany vysledek. Je tedy
jen jeden vysledek spliiujici zadani, a to [a,b, ¢] = [3, 3,4].

Honzik



Uloha 4.2 — Vytah (5b)

Zadani:
Agent R probéhl prazdnou mistnosti a vesel do prostorné haly. Predstava, Ze by mél jit aZ do
nejuysstho n—tého patra pésky, ho moc nenadchla. Proto si privolal vytah.

Kdyz cekal, nez prijede, rozeznéla se kolem néj siréna. Hlidka si konecné vsimla rozbitého
okna a vyhlasila poplach. Vytah zrovna prijel, a tak do néj agent nastoupil. Zacinal byt ¢im ddl
vice nervozni, nebot se véci zacinaly komplikovat.

Vygtah pomalu stoupal nahoru a agent premyslel, jak ho zrychlit. Jedna z moznosti by bylo
vylézt na stiechu kabiny, prerezat lano a nechat se vynést protizavazim vytahu nahoru. Ale kolik
takové protizdvazi miZe vdzit?

Predpoklddejte, Ze kabina md hmotnost M a nosnost m. Vytah si miZete predstavit jako
kabinu a protizavazi na opacnych koncich lana, které prechazi pres buben motoru. Jakou hmot-
nost byste zvolili pro ono protizdvazi, aby byl provoz vytahu dlouhodobé co nejekonomictéjsi?
Samoziejmé predem nevite, jak zatiZeny bude vytah jezdit, tak si néjak poradte.

Reseni:

Na zacatek bych si dovolila filozofickou poznamku k feseni tloh. Nékteri jste
se vibec nesnazili sviyj vysledek nééim podlozit (a to neni problém jen této
ulohy, je to problém vSech tloh). Vzijte se do situace tfeba takového architek-
ta, ke kterému pfijde nékolik konstruktérti vytahi a kazdy navrhuje néjakou
hmotnost protizavazi. Koho poslechne? No pfeci toho, kdo sviij navrh podpori
rozumnymi argumenty, ne toho, jehoz vysledek je spravny. On nevi, ktery je
spravny. Kdyby vysledek pfedtim znal, tak se na néjaké konstruktéry vykasle,
a vubec si je nezve. Tak se zkuste ucit argumentovat, M&Mko vam k tomu
bude rado ucitelem.

Tato tloha se dala pojmout riznymi zpiisoby. Ve vzorovém feseni uvadime
takové umirnéné teoretické, ale mohli jste postupovat i tak, Ze byste experi-
mentalné sledovali obsazeni vytahi v néjakém konkrétnim domé a z ného urcili
prumérné zatizeni, nebo jste mohli potfebna data najit na internetu (coz né-
ktefi z vas udélali). Pokud pouZivéite internet, tak to vSak musite pfiznat a
uvést které stranky jste pouzili. Na téch, co jsme pouzili my, se doctete, ze je
to idajné 40 %. Na webu se daji najit i simulatory vytiZeni vytahd. Mohli jste
si také vzit jiné predpoklady. VSechny tyto zplsoby jsou spravné, ale je vzdy
potieba napsat, co jste to délali a kde jste které ¢islo vzali.

Takze k teoretickému feSeni ulohy. Nejprve si shrneme obecné vlastnosti
zaplnénosti vytahu (v nasem piipadé firemniho), jaké znadme ze zkuSenosti a
z naSich predstav o praci. Z nich pak vyvodime matematicky popis chovani
lidi/vytahu.

1 Vytahem lidi vétsinou jezdi z nebo do pfizemi, kdyZ na své pracovisté
prichézeji, nebo odchazeji domi, pripadné chodi na obéd. Malokdo
potfebuje jezdit mezi patry — navstévovat pracovisté nékoho jiného.
To déla castéji tak leda uklizecka. Tyto jizdy tedy vytadime z nasich
avah, protoze jejich podil je zanedbatelny.

2 V urcité denni doby jezdi lidé urcitym smérem. Réano, kdyz prichézi
do préce, jezdi témétr vyhradné nahoru. V poledne, kdy se chodi na
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obéd, jezdi nahoru i dold. Odpoledne, kdy uz se odchézi, se zase jezdi
prakticky jenom doli.

Clovék tedy jede za den étyfikrat, z toho dvakrat pro né&j musi
pfijet prézdny vytah a dvakrdt méa Sanci, Ze se pfi na/vystupovani
s nékym srazi. Z toho vyplyvé, Ze vytah jede prazdny v 1/3 piipadii
(rédno: dolt prazdny, nahoru lidi do prace, poledne: dolu lidi na obéd,
nahoru lidi z obéda, odpoledne: dolt lidi domt, nahoru prazdny). Po-
kud bychom chtéli byt jesté pfesnéjsi, mtizeme uvazovat, ze ze zacatku
a ke konci obédu jezdi vytah taky jednim smérem prazdny, a upravit
tak podil pripadud, kdy jezdi prazdny. To ale dost dobfe nejde jinak,
nez vycucat si z prstu néjaké ¢islo. Takze tak akorat vime, Ze podil
jizd prazdného vytahu je nékde mezi 1/3 a 1/2.

3 Vytah nejede celou svou jizdu stejné zaplnény, ale lidi postupné na/vy-
stupuji v raznych patrech. Pfedpokladejme, ze nahodné.

V danou chvili tedy predpokladame, ze je pro vSechna patra stejna
pravdépodobnost, Ze je o né zajem, tedy o dané patro je zdjem s prav-
dépodobnosti 1/n. Zavedme si misto nosnosti m, %e vytah uveze N
normovanych osob.? Lidi budeme povazovat za nerozligitelné. Tj. je
nam jedno, jestli nastoupi Pepa v patém patfe a Franta v osmém,
nebo naopak. Dulezité je, ze jeden ¢lovék nastoupi v patém patie a
jeden v osmém.

Nyni si uvédomime, ze ve vytahu je v daném patfe tolik lidi, kolik jich jede
do/z patra vyssiho. Kazdy ¢lovék ve vytahu nastoupil s pravdépodobnosti 1/n
v k-tém patre. Je-li celkovy pocet lidi ve vytahu v prizemi ndhodné ¢islo od 1
do N, je prumérnd hodnota N/2. Celkem tedy mame, Ze v k-tém patfe nastoupi
s pravdépodobnosti 1/n - N/2 ¢lovéka. Pramérny pocet lidi v j-tém patie ve
vytahu, ktery si oznac¢ime a. Soucet je pravdépodobnosti, Ze ¢lovék nastoupi
v k-tém patfe prescitand pres patra k > j:

).

Vytah kazdé patro (nyni jednotka vzdéalenosti, po kterou vytah jede) veze a
lidi. Ted provedeme dalsi pfedpoklad, Ze pfikon motoru zavisi lineadrné na hmot-
nosti, kterou tahne, coz sice neni zcela pravda, ale jakékoli lepsi pfiblizeni by
bylo zbyte¢né slozité. Muzeme si tedy dovolit dal pocitat jenom s hmotnostmi.
A pro¢ tenhle predpoklad délame pravé tady? Je to prvni misto vypoctu, kde
by se vlastnosti motoru daly teoreticky zavést. Pfes primérné patro tedy veze
a zprimérované pies patro lidi, to je

Z;‘L—la Z?—1%‘N'(N—j) l'% =
— = — = . N—
2oy,

j=1

— 2
a =
n n

3 Primérny ¢lovék vazi 70kg (podle wikipedie), miZeme to povazovat za
normu. Ale je to zbytecné, protoZe se po nas stejné nechce ¢iselny vysledek.
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coz je aritmetickd fada, jejiz soucet znadme

1 N N(N-1+1) N?

aT=—+"— — L =

n 2 2 2n?2

Ted uz muzeme opustit lidi a vratit se od N k m. Vytah veze pres primérné
patro, kde néco veze, hmotnost

m2

M=o
Jesté zbyva spocitat, kolik pater oproti tomu jede vytah prazdny. To uz
jsme ale v podstaté spoc¢itali — 1/3 az 1/2 poc¢tu pater, kterd néco veze. My si
vycucdme z prstu t¥eba jejich primérnou hodnotu (s nulovymi znalostmi je to
to nejlepsi, co mizeme udélat), tedy 5/12. Takze miizeme spocitat definitivni
pramérné zatizeni vytahu p

5 0+ 7 7 m?
=12 12 12 212

Nejrozumnéjsi hmotnosti protizavazi je tedy

7m?
T 12202
Zuzka
Uloha 4.3 — Zatoulana souéastka (4b)

Zadani:

Po otevreni dveri agent R bleskurychle zneskodnil straZe a konecné se dostal do padouchovy
kanceldre. Rutinné prohrabal par stolu, nez nalezl, co hledal. Kuffik ping maljch integrovangch
obvod.

Agent sebral kufrik a chystal se k odchodu. Tu se vsak stala velika neprijemnost. Kufrik se
otevrel a soucdstky se rozkutdlely po celé mistnosti. Agent je sesbiral, ale zjistil, Ze z puvodnich
n soucdstek nalezl pouze k. Vi, které obvody jsou dileZité a které nme, a proto by potreboval
véedet, které soucastky mu schazeji.

Integrované obvody jsou na pouzdrech ocislovany ptirozengmi ¢isly 1 aZ n. Agent R je uZ
od cesty vytahem velmi nervozni, a tak po ném nechtéjte, aby si pamatoval néjakd cisla. Ma
s sebou specidlni agentské hodinky, do kterych si muZe zapsat omezené veliké cislo. Soucet cisel
od 1 don se do hodinek vejde, ale soucin nikoliv.

Jak md agent R postupovat, aby zjistil, kterjch n—k obvodii chybi? Jak by mél postupovat,
kdyby chybél jenom jeden obvod? A kdyby chybély dva?

Reseni:

Vétsinu z vés napadlo hledat zatoulanou soucastku tim, ze si rozsypané cipy
sefadime a podivame se, kde jsou mezery. Tento zptsob sice funguje, ale méa
nékolik tskali. Pfedné si musime rozmyslet, jakym zptsobem (fekli bychom
algoritmem) budeme soucastky t¥idit. Uloha byla zformulovéna tak, aby bylo
jasné, ze mame k dispozici konstantni pamét — mtzeme si tedy zapamatovat
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jenom néjaké maximalni mnozstvi informaci, nehledé na to, kolik soucastek
celkem mame. Z toho nam vyplyva, Zze nemtizeme pouzit prilis mnoho t¥idicich
algoritmi, nebotf vét$ina z nich zabira vice nez konstantni pomocnou pamét.
Asi nejlep$im, co miizeme v tomhle piipadé pouZit, je tzv. heapsort* — tiidéni
pomoci haldy. Ten mé konstantni pamétovou slozitost a ¢asovou N - log(IV).
To neni Spatny cas, ale my si ukdzeme, jak ho jesté zlepsit. Zapomeneme na
chvili na t¥idéni a zavedeme si operaci s ndzvem xor. Asi vite, ze kazdé ¢islo je
v pocitacdi reprezentovano posloupnosti jednicek a nul. Kdyz vezmeme takova
2 ¢isla a pustime na né operaci xor (je to operator, stejné jako tfeba +), tak
si je zarovna pod sebe a v fadu, kde se ta dvé ¢isla 1isi, vyda vysledek 1, jinak
0.

Priklad:
42 xor 31 = 101010 xor 011111 = 110101 = 53.

Je snadno vidét, ze a xor a = 0 pro vSechna pfirozend ¢isla (s jinymi ani
nem4 cenu v poéitaéi operovat).

1. Chybi ndm jedna soucastka. Nejdiive si udélame xor vsech ¢isel od
1 do N. Potom vezmeme kazdou soucastku, kterou jsme na podlaze
nasli, a vyxorujeme jeji ¢islo s tim, co uz mame. Tim jsme kazdou
soucastku zatadili do xoru dvakrat, kromé jedné. Kdyz ddme stejné
¢islo do xoru dvakrat, je to jako kdyby tam viibec nebylo, a tim péa-
dem nam po vyxorovani vSech soucastek zbude pravé Cislo té jedné
chybéjici soucastky.

Priklad: N =5 (chybi soucastka €. 2):
A = xor vsech ¢isel od 1 do 5

001 xor 010 xor 011 xor 100 xor 101 = 001 .
B = xor vsech nalezenych soucastek
001 xor 011 xor 100 xor 101 = 011

Axor B =001xor 011 =010 =2,

a to je nase chybéjici soucastka.

2. Nejprve si feknéme, Ze by bylo pékné, kdybychom uméli rozdélit sou-
¢astky na dvé skupiny tak, aby v kazdé z nich byla pravé jedna chy-
béjici soucastka. Potom bychom jednoduse aplikovali postup z bodu
1. Ze to neumime? Ale kdeze. Pokud udélame to samé, co v bodé 1,
vyjde ndm ¢islo, které je xorem dvou chybéjicich. Bude mit alespon
na jednom misté 1 (protoze kazd4 soucédstka je unikatni).

4 http:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Heapsort
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Pokud nam chybély napiiklad soucastky ¢. 3 a 5, vyjde nam
011 xor 101 = 110.

Vezmeme z tohoto vysledku prvni jednicku (tj. tady hned prvni fad)
ji

a rozdélime podle tohoto fadu ¢isla na dvé hromadky — ty, které mayj
v tomto Fadu 1, a ty, které tam maji 0.

Priklad: 1. hromadka: 001, 010, 011; 2. hroméadka: 100, 101.
S témito hromadkami uz snadno provedeme krok ¢. 1, a zjistime,
ktera soucastka nam chybi.

3. Chybi nam vice soucastek. Bylo by hezké, kdyby to takhle fungovalo i
dal, ale nefunguje, uz u tfech chybéjicich soucastek se nam miize stat,
Ze jejich xor je 0. Neni vSak divod k zoufani. Pokud vime, Ze chybi
lichy pocet soucastek, pak na misté, kde je jejich xor roven 0, maji
urcité pravé sudy pocet z nich stejnou hodnotu. Muzeme si je tedy
rozdélit podle tohoto mista a pokracovat dal rekurzi®. V piipadé, ze
nam chybi sudy pocet soucastek, bohuzel toto pouzit nelze. Uchylime
se proto k dfive zminovanému heapsortu.

Poznamka: Reseni 1 i 2 maji lineadrni ¢asovou slozitost.
Honza

Uloha 4.4 — Rogalo (2b)

Zadani:

Po prekontrolovani agent R zjistil, Ze mu chybi ten nejdulezitéjsi integrovany obvod, a tak
ho zacal hledat. Béhem hledani jej prekvapil padouch, ktery se vrdatil do své pracovny. Pri
velmi vzrusujicim boji proti presile prelezl agent R na venkouni Timsu, a zacal po ni utikat
prondasledovatelim. Ti mu vsak nadbéhli z druhé strany a obklicili ho.

Agentova situace se zddla beznadéjnd. Kdyz tu si v§iml velkého padouchova loga, které bylo
pripevnéno na zdi budovy. Logo vypadd jako osmithelnik vepsany do kruznice. Délky stran
tohoto osmithelniku jsou po fadé 2,2,2,2,3,3,3,3dm.

Agent R logo strhl a velmi rafinované jej prichytil ke své kombinéze. Pak se otocil, zamdval
svym prondsledovatelum a skocil doli.

Co nasledovalo? To zdilezi na plose rogala. Jakd je plocha popsaného osmithelniku?

Bonusova otdzka: Je plocha rogala dostatecnd a agent R bezpecné dosedne na zem a splni
tkol, nebo je plocha rogala mald a agent misi nesplni?

Reseni:

K tloze bylo mozné pristupovat mnoha zpiisoby. Vétsina fesiteli se ji pokusila
néjak upocitat pomoci goniometrickych funkci, coz se jim vétSinou podafilo.
Existuje ale i jednodussi a dle mého nazoru mnohem elegantnéjsi feseni.

Pokud spojime vrcholy zadaného osmitthelniku se stfedem kruznice jemu
opsané, dostaneme celkem osm trojihelniki. Obsah osmithelniku pak zalezi
pouze na obsahu téchto trojuhelnikt, takze je miZzeme libovolné preskladat.

5 viz http://cs.wikipedia.org/wiki/Rekurze
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Treba tak, ze budeme mit osmithelnik, kde se budou pravidelné stiidat strany
s délkou dva a s délkou tii podle prvniho obrazku.

Obsah tohoto osmithelniku uz neni obtizné spocitat. Stac¢i si ho Sikovné
rozlozit na ¢tverec o strané tfi, ¢tyfi obdélniky se stranami tii a odmocnina ze
dvou a ¢tyTri rovnoramenné pravoihlé trojuhelniky s odvésnami délky odmoc-
nina ze dvou. Rozdéleni znazornuje druhy obrazek.

Nyni uz snadno poscitame cely obsah

2
S=3%+4. (3\/5) +4- (f) =13+ 12v2dm? = 30dm?.
Na zavér bych chtél pochvalit Mgr™ Ancéu Chejnovskou a Dr'* Toméase Po-
korného za pékna feseni bez zaokrouhlovani. A Mgr™ Vojtu Kolare, ktery jako
jediny dava agentovi R podlozenou nadéji na tuspéch. Plocha rogala sice neni
nijak zavratna, ale argumentu, Ze agent Tau si vystaci s destnikem, nelze nic

vytknout.
Kuba
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Uloha 4.5 — Gnuplot (6b)

Zadani:

A) Fibonacci

Vykreslete pomoci gnuplotu graf 100 prunich Fibonacciho ¢isel (posloupnost muZete vytvorit i

externim programem,). Najdéte péknou jednoduchou analytickou funkci, kterd priblizné vystihuge

(tuto édst) Fibonacciho posloupnosti (muZete vyuZit fitovani v gnuplotu) a vytvorte graf (anebo

vice grafi), které rozumngm zpusobem ukazuji, jak dobfe tato funkce posloupnost vystihuge.
Jako Tesent posilejte jak prislusné prikazy pro gnuplot, tak i obrdazky, pokud je vytvorite.

B) Odporovy teplomér

Predstavte si ndsledujici experiment: Do vakua jsme umistili wolframovy drdt, ktery mizZeme

Zhavit prichodem elektrického proudu. Drat je umistény ve vakuu a chladi se jen 2dienim®.

Ztratovy vykon chlazeni bude tedy splniovat Stefan-Boltzmanniv zdkon

P =coST?,

kde S je plocha vidkna, T jeho termodynamickd teplota, o je Stefan-Boltzmannova konstanta
a € emisiwita wolframu. Emisivita wolframu bude s dostatecnou presnosti pro tepelné zdareni
primo umeérnd termodynamické teploté. Navic nesmime zapomenout na tepelné zdreni ze stén
vakuové komory, které dopadd zpdtky na vldkno. Vysledny vyzdreny viykon tedy bude

Pk (17~ T5)

kde k je konstanta charakterizujici vldkno (plocha, koeficient emisivity), T' je teplota vidkna a
To teplota stén vakuové komory.

Vidkno je zahiivdno prochdzejicim proudem I a mérime na ném napéti U. Z namérenych
dvojic I a U bychom rddi zjistili, jak vypadd zdvislost odporu wolframu na teploté. Predpokld-
ddme, Ze odpor pujde v celém rozsahu teplot vystihnout vyrazem ve tvaru

R(T) =Ry [14 (T — To) + B(T — Tp)*> + (T — Tv)*]
Odpor Ry md vldkno za teploty Ty a koeficienty o, 3 a 7y urcuji teplotni zdvislost odporu (tedy

to, co nds zajimd).
Za situace, kdy Ty = 293K, byly zméieny ndsledujici dvojice proudu a napéti:’

# I [A] U [v]

4.5611 3.0905 7.1691 6.6622 9.4244 10.7185
4.9969 3.5887 7.5498 7.2937 9.7411 11.4316
5.146 3.7689 7.6562 7.4823 10.144 12.2395
5.7449 4.5521 7.9009 7.9177 10.334 12.689
6.0473 4.9856 8.1375 8.326 10.533 13.111
6.4435 5.5276 8.4241 8.8325 10.794 13.6605
6.6478 5.8647 8.8754 9.703 10.869 13.8397
6.9925 6.4106 9.1319 10.1839

Urcete z téchto informact teplotni zdvislost odporu wolframu a k vyslednym hodnotdm ne-
zapomente poslat i pékné ilustracni obrdzky a podstatné prikazy gnuplotu pouZité pro spocteni
vysledki a vytvoreni obrazki.

6 Predpokladejme, Ze experiment je postaveny tak, Zze ztraty vedenim jsou
skutecné zanedbatelné.

7 Tato data jsou k dispozici ke stazeni na adrese http://mam.mff.cuni.cz/
vstupy/gnuplot.txt



B XVI/3 13

Malé napovéda: Pri pouzivani prikazu £it bude pravdépodobné potreba gnuplotu ponékud
napovédet. Uvédomte si, Ze koeficient k v sobé obsahuje Stefan-Boltzmannovu konstantu a bude
to tedy velmi malé ¢islo. Také neni nutné hledat vyraz, ktery vystihuje primo zdvislost napéti
na proudu. Kli¢ové slovo using muZete v gnuplotu pouzit i u prikazu £it a vstupni data si diky
nému predzpracovat do vhodnéjsi podoby.

ResSeni:

Fibonacci

Napsat v gnuplotu funkci, kteréd spocte ¢len Fibonacciho posloupnosti, je mozné
diky rekurzi a ,otaznikovému“ operatoru. Napt. nasledovné:

gnuplot> fib(x)=(x<=2)71:fib(x-1)+fib(x-2)

Nicméné takovato funkce bude mit nékolik podstatnych nevyhod. Piedevsim je
znacné neefektivni, protoze si nepamatuje diive spocitané mezivysledky. Druhy
problém je, Ze ji gnuplot bude brét jako funkci, a ne jako posloupnost (takze
piikaz plot vykresli misto jednotlivych bodii spojité ,schody“). Snazit se tyto
problémy obchéazet Cisté pomoci gnuplotu nema v tomto pripadé smysl, a radé&ji
si soubor s posloupnosti vytvofime jinym zptisobem.

Pokud uz tento soubor upravime do tvaru, kdy na kazdém fadku bude dvo-
jice ¢isel oddélenych mezerou — poradové ¢islo ptislusného ¢lenu a jeho hodnota,
muzeme posloupnost ze souboru £ib.dat vykreslit jednoduse piikazem

gnuplot> plot ’fib.dat’

KdyZ se ale na vysledny obrazek (obr. u4.5.1) podivame, vidime, Ze toho zas tak
moc nevidime. Kromé poslednich nékolika ¢lent jsou vSechny ostatni ,splac-
nuté“ na spodnim okraji grafu. Rozdily mezi sousednimi ¢leny posloupnosti
totiz velmi prudce nartstaji. Takové situace jsou tfeba ve fyzice pomérné Casté
a standardné se fesi pouzitim logaritmické stupnice v grafu. Prepneme tedy
vertikdlni osu do logaritmické skily — budto piikazem log y, anebo stiskem
klavesy 1 v interaktivnim okné zobrazujicim graf (viz obr. u4.5.2).

4.10% 110%
35100 B F
3-10% b
20 | 4 F
2,510 1100

2 2102 | 2 8
i

1102 [
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15102 | i 1101 |
110% -
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Obr. u4.5.1 Obr. u4.5.2
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Na prvni pohled vidime, ze body posloupnosti lezi v logaritmickém grafu
prakticky na jedné ptfimce. To by ndm mélo napovédét, ze ptujdou dobre vy-
stihnout funkci ve tvaru a - b* (logaritmus tohoto vyrazu bude obecné ¢ + dz,
tedy linedrni funkce).

Zkusme tedy najit vhodné koeficienty metodou nejmensich ¢tverci. Mame
dveé moznosti, které maji obé své opodstatnéni. Budto miizeme nechat gnuplot
najit pfimo koeficienty vyrazu a-b* tak, aby vysledna funkce co nejlépe prolozila
body Fibonacciho posloupnosti, anebo miZeme hledat koeficienty funkce ¢+ dx
tak, aby odpovidaly logaritmu hodnot posloupnosti.

V prvnim pripadé minimalizujeme sumu ¢tverct odchylek, tedy absolutni
chybu ,fitu“, v druhém ptipadé jde o absolutni odchylky v logaritmické skale,
coz jsou relativni odchylky od ptivodnich hodnot.® V tom piipadé budeme
minimalizovat relativni chybu ,fitu®.

Prvni metoda mé podstatny nedostatek v tom, Ze hodnoty prvkia Fibo-
nacciho posloupnosti v nasem rozsahu rostou pres velmi mnoho radu, takze i
zanedbatelna relativni odchylka u posledniho prvku bude znamenat velmi pod-
statnou absolutni odchylku. A jista relativni odchylka bude zptsobena uZ jen
numerickymi chybami vypoc¢tu. Gnuplot pocitd s desetinnymi ¢isly se zhruba
16 platnymi ¢islicemi desitkového zapisu (tzv. double precision), takze vysledna
presnost rozhodné nebude lepsi, naopak, Fetézenim vypocta klesid. Maximalni
hodnoty posloupnosti jsou fadu 10%°, takze mizeme ocekavat absolutni od-
chylku prinejmensim v fadu statisicti jen z numerickych chyb. Tudiz hledat
koeficienty déavajici nejmensi odchylku pomoci pifikazu fit nemé v tomto pri-
padé valného smyslu, nebot vypocdet bude zaviset na numerickych chybach a
k ni¢emu rozumnému nedospéje.

Pokud bychom preci jen stali o miniméalni absolutni odchylky, mtizeme zku-
sit najit koeficienty tak, aby nase funkce presné odpovidala dvéma nejvyssim
prvkim (tam se relativni chyba projevi jako nejvétsi absolutni). Resenim jed-
noduché soustavy rovnic dostaneme po koeficienty ve vyrazu a - b* hodnoty

a = 0,44721359549995793928, b = 1,61803398874989484820 .

Vykreslime si graf absolutni hodnoty odchylek:

gnuplot> a=0.44721359549995793928; b=1.61803398874989484820

gnuplot> f (x)=a*exp(log(b)*x)

gnuplot> plot [][le-16:1e6] ’fib.dat’ u 1:(abs($2-£($1))) \
>t ’Dabs’, ’’ u 1:(abs(($2-£($1))/$2)) t ’Drel’

a z vysledného grafu (obr. u4.5.3) mizeme vidét, Ze pokles absolutni odchylky se
u asi 35. prvku zméni v nartist zptisobeny pravé numerickymi chybami vypoctu
(relativni odchylka ztistava blizko 10715, coz odpovida numerické piesnosti).

8 Posun v logaritmické skale totiZz znamena nasobeni, nikoliv pfiéitani. Uvé-
domte si, ze plati log m + logn = log mn. Pokud jste nékdy videéli logaritmické
pravitko, tak pravé diky této vlastnosti logaritmd je na ném mozné nasobit
prostym posouvanim stupnic.
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Pokud budeme chtit minimalizovat relativni odchylku, bude situace vyrazné
jednodussi, nebot proklddame jen linedrni zavislost:

gnuplot> gl (x)=c+d*x; g(x)=exp(gl(x))

gnuplot> fit gl(x) ’fib.dat’ u 1:(log($2)) via c,d

gnuplot> plot [][le-10:] ’fib.dat’ u 1:(abs(($2-g($1))/$2)) \
> t ’linearni fit’, \
> 27 u 1:(abs(($2-£($1))/$2)) t ’exponencidlni fit’

Ziskame graf relativnich odchylek ukazany na obrazku u4.5.4. Vidime, ze jsme
si oproti pfedchozimu ptipadu prili§ nepomohli, vétSina bodd ma i relativni
odchylku horsi. Divodem je, Ze se minimalizuje soucet odchylek, takze hraje
roli jen nékolik prvnich bodu s relativni odchylkou fadu desetin. Zbytek je
z hlediska souctu zanedbatelny.

Zavérem budiz zaprvé poznatek, ze hodnotu n-tého ¢lenu Fibonacciho po-
sloupnosti mtizeme zapsat pribliznym vyrazem

Fib, =a-b", kde a =0,4472136, b =1,618034,

pricemz relativni chyba rychle klesa s rostoucim n a uz u desatého ¢lenu je
mensi nez promile. Déle zavisi odchylka na presnosti koeficient a a b.

Zadruhé pak poznatek, ze ne vidy se d& bezmyslenkovité spoléhat na vy-
sledek néjakého programu bez toho, abychom alespon priblizné chapali, co se
Luvnitt“ déje. Je pravda, ze priklad s Fibonacciho posloupnosti je ponékud
umeély, protoze u ni mizeme vyraz, ktery ji vystihuje, najit i ¢isté analytic-
ky, ale obdobné vlastnosti (exponencialni nartst atd.) mohou mit i nékteré
zméfené fyzikalni zavislosti.

Odporovy teplomér

Vykon, ktery vldknu dodéd prochazejici proud, musi byt shodny s vyzafenym
vykonem. Vztah pro vyzareny vykon je napovézen v zadani, takze mizeme psat
rovnice

Ul =k (T°-1Ty) ,

T=yUI/k+T{.
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Z tabulky naméfenych hodnot tedy mutzeme pfimo spocist teplotu vlakna.
Stejné tak mizeme urcit odpor jako pomér napéti a proudu. Jedinou vadou
je, Zze nezname hodnotu k. Ale zkusme si s tim poradit. Posledni vyraz upra-

vime na
TVEk = {JUI + KI5

Soué¢in UI bude mit podle tabulky hodnotu fadové deset a vice.? Hodnota
Ty je fadové 102, V hodnoté k je schovan soucin Stefan-Boltzmannovy kon-
stanty (6 - 1078), koeficient imérnosti emisivity (emisivita je mensi nez jedna,
takze pifslusny koeficient bude nejvyse 10~2) a plochy vldkna (d4 se ocekavat
hodnota zhruba 107, tj. milimetrovy obvod a centimetrova délka). To nam
déavé velmi hruby odhad hodnoty k v ¥4du 10~1% a vidime, Ze i po vynasobeni
patou mocninou teploty bude vysledek stale podstatné mensi, nez soucin Ul.
Provedeme tedy nasledujici zanedbéani:

TVEk=vUI.

Zadefinujeme si v gnuplotu potfebné funkce a hodnoty:

gnuplot> T0=273.

gnuplot> Tk5(U,I)=(U*I)*x(1./5.)

gnuplot> R(Tk5)=RO* (1+a*(Tk5/k5-T0)+b* (Tk5/k5-TO) **2.+ \
> c*(Tk5/k5-T0) *%3.)

Jako Tk5 jsme oznadili soudin teploty a vk a proménné k5 je v/k.
Mizeme ted zkusit provést fit (tabulka ze zadani je uloZena v souboru
gnuplot.txt):

gnuplot> fit R(x) ’gnuplot.txt’ using (Tk5($2,$1)):($2/$1) \
> via RO,a,b,c,kb

Prikaz sice projde, ale vidime, ze chyba vyslednych koeficient, kterou nam
gnuplot ukazuje, je neimérné vysoka.

Dtivod je ten, ze prokldadame funkci R(x), kterd je pro x (resp. pro Tk) poly-
nomem tiretiho faddu. Takovyto polynom méa obecné Ctyii nezavislé koeficienty
(absolutni ¢len a koeficienty u prvni az t¥eti mocniny x). Nicméné vyse uve-
deny prikaz fit operuje s péti riznymi koeficienty. To znamena, ze jednotlivé
koeficienty nejsou nezavislé.

Rozmysleme si, co konkrétné znamena, ze koeficienty jsou navzajem zavislé.
Jednoduse feceno, miZeme jakkoliv zménit hodnotu jednoho z koeficient, na-
sledné upravit vhodnym zptsobem zbyvajici, a dostaneme uplné stejnou funkci,
jakou jsme méli pied zménou prvniho koeficientu. Takze gnuplot nam sice mi-
ze, alespon teoreticky, najit néjaké hodnoty, které budou ,pasovat“ na data
z tabulky, ale o skutené hodnoté koeficient se nic nedozvime. Koeficienty

9 V nasledujicich tivaze piedpokldddm u vSech veli¢in zakladni jednotky SI.
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nemusi byt navzajem ani zavislé uplné, obdobny problém budeme mit teh-
dy, pokud soucasnou zménou nékolika koeficienti zptisobime jen velmi malou
zménu celkové funkce.

Pro pochopeni si za R(x) dosadte obecny polynom tfetiho stupné (R(x) =
=m + nx + ox? + pz?), ktery ma ¢ty¥i nezavislé koeficienty. Takovy polynom
pujde vice ¢i méné dobie prolozit naméfenymi daty a ziskdme Ctyfi konkrétni
hodnoty. Poté mizeme napsat soustavu rovnic

pk*® = Rory,
ok*® = Ry — 3RYTy,
nk® = Rya — 2Ry 3Ty + 3RYTE
m = Ry — RoaTy + RoBTy — RovTg .

Tato soustava ale neni fesitelna bez znalosti pfesné hodnoty k.

Zavérem tedy je, Ze ze zadanych hodnot neni mozné prislusné koeficienty
tepelné zavislosti urcit. Teoreticky by nam stacilo znat Ry, tedy odpor za tep-
loty Tp, coz je jednoduse méfFitelnd veli¢ina (staci méfit s dostatecné malym
proudem). Ale prakticky bychom ani tak neziskali FeSeni, protoZe v soustavé
rovnic uvedené vyse jsou hodnoty m, n, o a p zatizené chybou méfeni, ktera
by se v nasledujicich vypoctech promitla v podstatné vétsi mite.'°

Marble

10 Pokud jste se tuto ilohu pokouseli fesit a vzdali to proto, Ze se nedalo dostat

k rozumnému vysledku, tak se vam omlouvam. Pdvodnim cilem byla tloha
feSitelna, ale béhem psani zadani jsem ji prekombinoval natolik, Ze skoncila
tak, jak to vidite v tomto vzorovém feSeni.
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Reseni uloh 5. série

Uloha 5.1 — Ztracen v horach (5b)
Zadani:

Knihy byly do posledni vzorné obaleny ve starém novinovém papire, aby se jejich desky neponi-
¢ily. Misto ndzvu knihy byl na hibetu obalu kaZdé z nich napsan uhlednym pismem deviticiferny
kod. Kazdd kniha méla svou jedinecnou deviticifernou posloupnost ¢isel sloZenou z cifer 0 aZ
9, kazdé dva kddy se ale lisily alespori ve dvou cifrdch, to aby nedoslo k zdmeéné knih. Kolik
nejvice mohl mit pastyr ve své knihovnicce knih?. ..

Reseni:

Nejdiive zd@ivodnime, Ze knih nemohlo byt vice nez 108. Pokud bychom na
chvili zapomnéli na posledni cifru, tak z prvnich osmi cifer mizeme vytvorit
nanejvys 108 rtiznych kédi (pro kazdou z osmi pozic mame deset rtiznych
moznosti). Pokud by tedy existovalo vice nez 108 kédii lisicich se v alespon
dvou pozicich, museli by mezi nimi byt i takové dva, které maji prvnich osm
cifer stejnych. Potom se ale mohou lisit jen v jedné ciffe, coZ je spor s nasim
pozadavkem.

Nyni by nam stacilo, kdybychom dokézali 10® vyhovujicich kédt vytvofit.
To opravdu udélame a to podobné jako pii dokazovani horniho odhadu. Opét
pomyslné odebereme posledni cifru a vyrobime 10® kédi, které se po dvou lisi
v alespon jedné ciffe na prvnich osmi pozicich. Jako devatou cifru pak zvolime
u kazdého kédu zbytek souctu predchozich osmi cifer po déleni deseti.

Pokud se néjaké dva kédy v prvnich osmi cifrach lisily ve dvou a vice cifrach,
podminku zjevné spliuji i ted. Pokud se liSily jenom v jedné ciffe, pfidali jsme
k nim jako devatou pokazdé jinou cifru, takze ted se lisi ve dvou cifrach.

Kuba

Uloha 5.2 — Zahadné duby (4b)
Zadani:

Nesli jsme daleko, zato stale do kopce. Cil nasi cesty leZel kousek za kopcem tvaru kuZele, ktery
byl dokonale hladky (mezi kopcem a mnou by tedy nevzniklo Zddné treni). Nabizela se tedy
otdzka, zda kopec obejit nebo jej s pomoci lana prelézt. Pastyr se rozhodl vydat se pres kopec,
abychom byli na misté rychleji. Na lané tedy vytvoril dokonale ohebnou smycku s pevngm uzlem
a prehodil ji pres vrchol kopce. Jaky je mezni vrcholovy tuhel kuZele, pro ktery mu smycka jiz
nesklouzne?. ..

Reseni:

Smycku si predstavime jako spojnici pocatecniho a koncového bodu. Tyto
dva body tvori uzel. Kuzel si rozvineme do roviny a rozdélime uzel na poca-
tecni a koncovy bod. Smycka pak bude predstavovat nejkratsi pfimou spojnici
téchto dvou bodu. Bude-li tato spojnice lezet uvniti kuzele, smycka nesklouzne.
Bude-li ale lezet vné, znamend to, Ze stabilni poloha je pro ni mimo kuzel a



B XVI/3 19

tedy sklouzne. Odtud vidime, Ze mezni pripad je takovy, kdy rozvinuty plast
kuzele tvori pulkruh. Sta¢i dopocitat vrcholovy thel kuzele pfislusejici thlu
180° rozvinutého plasté. Tvoii-li rozvinuty kuzel ptlkruh o poloméru R, je
obvod podstavy kuzele mR a polomér podstavy kuzele %. Odtud jiz snadno

uré¢ime vrcholovy thel, plati

R
. 2
sina = = |
R
i 1
sina = =,
2
a = 60°

Mezni vrcholovy thel, pro ktery smycka jiz nesklouzne, je 60°.
Bétka

Uloha 5.3 — Navrat (3b)

Zadani:

Po ndvratu z valky jsem ale zatouZil vidét znamé kopce a hlavné Elzéarda Bouffiera a jeho velké
dilo. Tentokrdt jsem byl na nékolikadenni putovani nehostinnym krajem pripraven. Vzal jsem
s sebou N Serpi, kteri mi pomdhali nosit zavazadla. KdyZ jsme dosdhli proni vesnice v oblasti,
zaplatil jsem jim a ddl jsem se rozhodl vydat sam. JiZ pred vypravou jsem si vyclenil obnos
M franki, ktery jsem hodlal mezi své nmosice rozdélit. JenomZe rizni Serpové nesli rozdilng
nadklad a urcité by nebylo spravedlivé, aby ten, kdo nesl méné, dostal zaplaceno vice. Mel jsem
udaje my, ..., mpy, urcujict hmotnost nakladu v kilogramech, ktery jednotlivi nosici nesli. Chtél
jsem tedy rozdélit obnos M mezi N nosici tak, aby nosic A, ktery nesl vice ndkladu nez nosicé
B, dostal alespori tolik penéz co nosi¢ B. Zajimalo by mé, kolik takovijch rozdéleni existuje?
Vasim 1ikolem je mapsat program, ktery dostane ma vstupu pocet mosici IN, mnoZstvi penéz
M, které se mezi né md rozdélit, a hmotnosti ndkladi, které jednotlivi nosic¢i nesli, my, ...,
mpy a na vystup vypise pocet zpusobi, jakymi lze penize mezi Serpy rozdélit. Frank povaZujte
za ddle nedélitelnou ménu, stejné tak muzete predpoklddat, Ze Zddni dva Serpové nenesli stejné
mnoZstvi ndkladu. . .

Reseni:
Vétsina z vas si spravné uvédomila, ze naklady jednotlivych nosi¢a vibec ne-
musime znat — sta¢i nam védét kolik jich bylo a Ze zadni dva nenesli stejny
néklad (pak by totiz podle nasich pravidel museli dostat oba stejné franki).
Ulohu si tedy mtizeme pfeformulovat na ekvivalentni zadani: Kolik existuje
neklesajicich posloupnosti délky N, jejichz soucet je M? Budeme tedy pfita-
zovat penize. Nejprve nosiCi, ktery nesl nejmensi néklad. Penize které dame
jemu, musime dat i vSem ostatnim, jinak by to nebylo fér. Dame mu tedy k
frankd a stejné tolik i ostatnim nosicim. Pravé jsme rozdélili k£ - N frankai.
Prvniho nosice jsme vyplatili. A pokracujeme dal. Druhému nosi¢i dame k jeho
uz ziskanym k frankim dalsich ! frankt. Ty musime dat i vSem ostatnim a tak
jsme pravé rozdali dalsich [ - (N — 1) frankid. Takhle pokrac¢ujeme dal, dokud
nezbude posledni nosi¢ (ten ktery nesl nejvic), kterému dame zbytek. Samo-
zFejmé i—tému nosi¢i muzeme dat j frankd, jenom v pripad€, Ze nam jich jesté
alespoii j - (N — i+ 1) zbyva.
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Zdrojovy kéd v C

\#include <stdio.h>
int rozdeleni(int n, int m) {
if (n == 1) {
return 1;
}
int zpusobu = 0;
for (int i = 0; i*n <= m; i++) {
zpusobu += rozdeleni(n-1, m-n*i);
}

return zpusobu;

int main(void) {
int N, M;
scanf ("d", &N, &M);
printf ("%d", rozdeleni(N, M));
return O;

Zdrojovy kéd v Pythonu

\#!/usr/bin/python
def rozdeleni(n, m):

if (n == 1):

return 1
zpusobu = 0
i=0

while i*n <= m:
zpusobu += rozdeleni(n-1, m-nxi)
i+=1
return zpusobu
N = raw_input() M = raw_input()
print rozdeleni(int(N), int(M))
Poznamka: tento kéd neni tplné optiméalni, protoze néktera rozlozeni pocita vi-
cekrat. Pokud bychom ho chtéli zrychlit, museli bychom si pamatovat predchozi
vysledky v pomocném poli.
Honza
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Uloha 5.4 — Elzéard Bouffier (2b)

Zadani:

Byla zakreslena pomoci obecného trojuhelniku. Kdyz jsem se ma obrazek podival lépe, vsiml
jsem si, Ze vznikly trojiihelnik ADC byl definovany stranami e, d a uhlem v/2, stejné tak, jako
trojuhelnik CDB. To ale znamenalo, Ze se strana a musela rovnat strané b. Jak to miZe byt
mozné? Vidyt pritel nakreslil obecny trojihelnik. . .

Reseni:
Pri pohlade na poctivo rysovany obrazok ub.4.1 vidime prvy ,,podraz“ — os uhlu
a o0s strany sa pretinaji niekde tplne inde, totiz mimo samotny trojuholnik!!.
Ovplyvni to nejako dokaz rovnoramennosti? Zdanlivo nie, pretoze vetu SSU
modZzeme stale pouzif na trojuholniky ACD a BCD. V skuto¢né je ale chyba
skrytd naozaj tu a je niou priamo pouzitie vety SSU. T4 totiz tvrdi, Ze trojuhol-
niky, ktorych dve strany st zhodné a zhodné st aj uhly naproti dlh§im z nich,
st zhodné. A v zvyraznenom slove ,,dlh§im“ je skryty onen problém, lebo ako
vidime na novom (presnom) obrazku, strana e (os uhlu) je dlhsia ako strany d.
Plati ale tato ostra nerovnost vzdy?

Ak by bol trojuholnik ABC' skuto¢ne rovnoramenny, os uhlu « a os strany
¢ by boli totozné. Mozu sa ale tieto dve priamky pretnif tak, aby bola strana d
dlhsia ako strana e? BUNO'? mézeme predpokladat, Ze vrcholmi trojuholnika
st body A = (0, 0), B= (b,0) a C = (c1, ¢2), kde b, ¢1, c2 > 0. Os strany AB
mé& potom parametrické vyjadrenie x = b/2, y = ;. Os uhlu v m4a parametrické
vyjadrenie x = ¢l +cos(a+7/2) - t2, y = 2+ sin(a+/2) - t2, pricom uhly v a
« mdzeme vyjadrit pomocou kosinusovej vety a definicie tangensu ako funkcie
parametrov b, ¢1, co. Stradnice bodu D potom st

D= [S,C2+tan(a+;> (;—cl>} .

Aby bolo mozné pouzit vetu SSU, musi byt strana d dlhsia, ako strana e.
Zapisat dlzky stran Pythagorovou vetou nie je problém

e¢(clzg)2+ e (o4 2) (g_q)]:
d:\/<;’> 4 {cz-i-tan(a-l-g) (g_cl)]

ale porovnavat velkosti tychto dvoch ¢isel je jednoduchsie poéitacom. Ukazuje
sa (ako pekne vidiet na grafe u5.4.2), ze dlzka strany e je vidy vicsia ako dizka
strany d okrem pripadu, ked je trojuholnik skuto¢ne rovnoramenny, pretoze
v rovnoramennom trojuholniku neexistuje jednoznac¢ny bod D a teda ani strany

1 Tento priese¢nik sa nazgva Svrékiv bod a lezi na kruznici opisanej trojuholniku.

12 Bez ujmy na (vie)obecnosti
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e a d. Pri tvorbe grafu sa hybe iba s parametrom c;. Pokial je parameter ¢y maly
proti parametru b (trojuholnik je velmi nizky, tupouhly), objavuje sa uprostred
krivky vyrazny ,hrb“. Na grafe u5.4.2 je hodnota ¢y porovnatelnd s hodnotou
b (trojuholnik je vysoky, ostrouhly).

Obr. u5.4.1

rovnoramenny €1

Obr. u5.4.2
o Jeffer

Uloha 5.5 - METAPOST (3b)

Zadani:
Pro alespori dva ruzné trojuhelniky prekreslete pomoci METAPOSTu obrazek ze zaddni prikladu
5.4. Odeslete nam funkéni zdrojovy kdd.

Reseni:

Jednoduchym prikladom funkéného kédu je nasledujici, ktorym je sadzany
obrazok k tlohe 5.4. XVI. ro¢nika (pre uSetrenie miesta chyba ¢ast kédu,
ktora znaci uhly ~v/2):

input TEX;

% bodkoéiarkovana &iara
picture bodkociarka;
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bodkociarka:=dashpattern(on 4bp off 2bp on 1bp off 2bp on 4bp);

beginfig(1);
% nastavenie
linecap:=butt;
linejoin:=mitered;
% univerzalna jednotka
u:=1.2cm;
% vrcholy trojuholnika:
pair a,b,c,d;
a:=origin;
b:=(10u,0);
c:=(7u,b5u);
% trojuholnik
draw a--b--c--cycle withpen pencircle scaled 1bp;
% os uhlu gama pri vrchole C
zl=unitvector(b-c)+unitvector(a-c)+c;
% os uselky AB
z2=.5[a,b];
z3=a rotatedabout(z2,-90);
% prieselnik osi uhlu a strany
d=whatever[c,zl]=whatever[z2,z3];
% pomocné body na kreslenie osi
z4=1.1[c,d];
z6=1.1[z2,d];
z5=z6 rotatedabout(z2,180);
% kreslime osi
draw z5--z6 dashed bodkociarka;
draw c--z4 dashed bodkociarka;
% kreslime strany AD, BD
draw a--d withpen pencircle scaled 2bp;
draw b--d withpen pencircle scaled 2bp;
% napisy
label.ulft(btex $A$ etex, a);
label.urt(btex $B$ etex, b);
label.rt(btex $C$ etex, c);
label.rt(btex $D$ etex, d);
label.ulft(btex $b$ etex, .5[a,cl);
label.urt(btex $a$ etex, .5[c,bl);
label.ulft(btex $c$ etex, .5[a,bl);
label.llft(btex $d$ etex, .5[a,d]);
label.lrt(btex $d$ etex, .5[b,d]);
label.ulft(btex $e$ etex, .5[c,d]);
endfig;
end.
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Konference Dolni Bec¢va 2010

Velice nés tési, ze vam uz nyni mtzeme nabidnout prvni konferenéni prispévék
z jarniho soustiedéni. Konfera se tyka teorie ¢isel a velice dusledné a presné
popisuje problém, ktery vyzaduje i mnohé vyskoskolské znalosti. Muze se tedy
stat, ze nékteré pasdze vam nebudou uplné jasné. Pro predstavu, jak muze
vypadat dikaz jedné dle mého nazoru velice pékné véty, se ale urcité vyplati

si ¢lanek precist.
O kvalité konfery vypovida i to, Ze ji otiskujeme jen s naprostym minimem

drobnych tprav.
Kuba

Véta o Ctyrech Ctvercich
Prof™ Stépdn Simsa

Na konfefe jsem se zabyval dvéma dikazy véty o Ctyfech ¢tvercich. Jednim al-
gebraickym a druhym spise geometrickym. Na zacatek tedy uvedu znéni véty:

Vn € Ny, 3Ja,b,c,d € Ng : n = a? + b + ¢ + d2.

Algebraicky dikaz

K samotnému dikazu budeme potiebovat jesté dvé dalsi lemmata. Prvni z nich
je identita od Eulera

(2 + 23 + 23 +23) (v] +¥3 +y3 +v3) = (T1y1 + D2yo + T3y3 + Tays)?+

(212 — Tay1 + T3ys — Tay3)? + (T1y3 — T3y1 + Tays — Tay2)’+
+(21Y4 — Tay1 + T2ys — T3Y2)% .

Platnost si mizeme ovérit jednoduse roznésobenim. Dilezité je uvédomit si
jednu véc. Z tohoto lemmatu vyplyva, Ze pokud jiz umime nékterd dvé cisla
rozepsat jako soucet Ctyf Ctvercil, umime tak rozepsat i jejich soucin. Z toho
ihned vyplyva, ze vétu staci dokazat jiz jen pro prvocisla.

Nyni si dokdZzeme druhé lemma. To Tika, Ze existuji néjaka nezdporna celd
¢isla a, b pro kterd plati a® +b?> +1 = 0 (mod p), kde p je liché prvoéislo (pro
jediné sudé prvocislo 2 jsou zfejmé feSenim napiiklad ¢isla a = 0, b = 1). Nyni
uvazujme a z mnoziny {0,1,2,...,(p—1)/2}. Stejné tak b. Tim mame (p+1)/2
zbytkovych t¥id. Nyni si ukdzeme, ze pokud vezmeme ai,as z této mnoziny,
tak pokud a? = a3 (mod p), uz to nutné znamend a; = as. To ukaZeme
jednoduse. Jednoduse rozlozime na soucin (a; — az)(a; + a2) = 0 (mod p). To
ale znamend, Ze jedna ze zdvorek je délitelnd p. Jelikoz 0 < ay,a2 < (p —1)/2,
tak dostdvame odhady —(p — 1)/2 < a1 — as < (p — 1)/2. Leva zavorka tedy
bude délitelnad p pravé kdyz a; — as = 0, tedy a3 = as. Podobné pro druhy
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dvojclen dostavame odhad 0 < a; +as < p—1, bude se tedy jednat o nasobek p
pravé kdyz a; = as = 0. Proto mame (p + 1)/2 zbytkovych tiid pro a?.

Podobné méame (p + 1)/2 zbytkovych t¥id pro b?, a tedy ziejmé i pro —b* —
— 1 (kdyZ u v8ech zbytkt pfevratime znaménka a vSechna o jedna posuneme,
tak ndm jich zfejmé zistane stejny pocet). Chceme ukazat, ze existuje Feseni
pro a? = —b? — 1 (mod p). No a jelikoz a? nabyva (p + 1)/2 zbytkovych t¥id,
stejné tak i vyraz na pravé strané, tak kdyby zadné dva zbytky nebyly stejné
méli bychom p 4+ 1 zbytkovych t¥id modulo p, coz je ovS§em spor, proto feSeni
existuje.

Toto lemma by se navic dalo pomoci Cinské zbytkové véty rozsifit i pro
zbyla ¢isla (nejen pro prvodcisla).

7 tohoto lemmatu vime, Ze existuji takova ¢isla a,b, ze a2 + b2 + 1 =
=0 (mod p), tedy Ze existuje ¢islo m, ze m-p = a® +b> + 124+ 02 = 22 + 23 +
+ 2% + 22. Z toho, jak jsme si vybrali ¢isla a a b, dostavame odhad

p-1?%  (-1?° p 3 p
<m-p< 1=1<m< -1+ —<=.
p<m-p< 1 + 1 + <m< 5 + % "2
Nyni si najdeme nova ¢isla y1,y2,ys a ya, aby platilo: z; = y; (mod m)

a—m/2 < y; < m/2. Tato Cisla urc¢ité existuji, staci od éisla x; odeéist spravny
nésobek m, a dostaneme &islo y;. Jelikoz soudet ¢tvercit x? + z3 + 2% + 22
byl délitelny m, zfejmé to bude platit i pro nové zavedené proménné. Mame
tedy y? +y2 +y2 +y2 = n-m, kde 0 < n < m (ziejmé je soudet ¢tyt ¢t-
vercl nezaporny a z podminek dosazenim zjistime druhou nerovnost). Nejdiiv
rozeberem krizové pfipady n =0 a n =m.

V prvnim pifpadé tedy méme z; = k;-m. Vime tedy k¥m? +k3m? +k3m? +
+k3m? = m-p, vydélime rovnici ¢islem m a dostévame: m-(kI+k3+k3+k3) = p.
Jelikoz p je prvodislo, tak bud m = 1, pak uz mame vyhrano, nebo m = p coz
je spor s odhadem m < p/2.

V druhém piipadé méme x; = k;-m-+m/2. Vidime tedy, Ze m je sudé. Proto
uz z¥ejmé plati 2?21 (k;m 4+ m/2)? = mp. Po tipravé dostavame: m - (k1 + k2 +
+ko+k3+ko+k2+ks+k3+1) = p. Ale my vime, ze m je sudé, tedy i p je sudé,
problém by tedy mohl nastat jen pro p = 2, ale toto ¢islo umime napsat jako
soucet Ctyi ¢tverct 12 + 12 4+ 02 4 02, takZe se tim nemusime dale zabyvat.

Nyni uZ tedy vime 0 < n < m. Ted opét vyuZijeme Eulerovy identity
a vynasobime ¢isla mp a nm a tim vime Ze dostaneme opét soucet Ctyt ctverct

(o3 + 23 + a3 + a) (U7 + 93 + 93 +yd) = 7 + 2 + 25 + 2F = npm? .

Nyni se kouknéme na ¢isla 22 modulo m?. K tomu vyuzijeme vztahu x; =
= y; (mod m). Proto ziejmé 21 = (v1y1 +T2y2 +T3y3+Tays) = (22 + 23+ 22+
+2%) = mp = 0 (mod m). Proto ziejmé m?|z?. Pro &islo 2o dostavame zp =
= (X1y2—Tay1 +T3ys—2ay3) = (2122 — 2122+ 2324 —2324) = 0 (mod m). Tedy
vime i m?2|22. Obdobné bychom uk4zéli pro 23 a z4 Ze jsou délitelné ¢islem m?.
No ale tim padem muZeme podélit nasi piedeslou rovnici &islem m?

2 2 2 2 2
npm® =zi + 25 + 235 + 23

2 2 2 2
np = s| + s5 + s3 + 5.
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Tim jsme ukazali, ze pokud mame ¢islo mp vyjadfeno jako soucet Ctyt
¢tvercl, umime tak vyjadrit i ¢islo np, kde n < m, a jelikoz m < p/2, tak
zFejmé po nékolika krocich vyjadiime p jako soucet ¢tyt ¢tvercil, ¢imz mame
hotovo.

Geometricky dikaz

I v tomto pfipadé neptijdeme rovnou k dikazu. Nejprve vyuzijeme Minkows-
kého vétu. K jejimu pochopeni si nejdiive musime vysvétlit, co je to mfizka.
Mrizka je uréena vektory vy az v, a jedna se vlastné o mnozinu bodf, které jsou
linearnimi kombinacemi téchto vektori, tedy néjaky nasobek vy plus néjaky na-
sobek v, atd. Naptiklad ¢tevrcova sit je vlastné miizka definovand vektory (1,
0) a (0,1), m¥iZové body jsou body ve tvaru (a,b), kde a,b € Z, coz by napfi-
klad u mi#izky definované vektory (1,0), (1,1) neplatilo. Mdme-li tedy m¥izku
oznaCenou A, mizeme ji obecné vyjadiit jako A = {ayvi +aava+. ..+ a,Valag,
co.yap € Z}. Jesté si potfebujeme Fict, co je to zédkladni rovnobéznik. Je to
vlastné to zakladni téleso, které se v miizce opakuje, tedy napt. ve ¢tvercové
siti je to jeden Ctverecek. My budeme zakladni rovnobéznik znacit T a plati
tedy T = {a1vs + ... + apValog,...,an € [0,1)}. Dilezité je, Ze pro tento
rovnobéznik plati, Ze jeho objem je roven determinantu matice, kde jednotlivé
tadky jsou vektory vy az vy.

Minkowského véta
Tak ted si tedy fekneme, co je Minkowského véta. Ta Fikd, ze mame-li néjaké
téleso B, pro které plati, ze je stfedové soumérné, konvexni a omezené a objem
tohoto télesa je vétsi nez 2™ - Vol(T'), kde Vol(T') je objem zakladniho rovno-
béznika a n je pocet vektort urcujicich mrizku, pak toto téleso protina jesté
néjaky miizovy bod (stied télesa lezi v mi{Zovém bodu, takZze jesté alespoii
jeden jiny).

Nyni tedy dikaz. V prvé fadé zavedme znaceni 1/2B, které bude oznacovat
téleso B zmensené na polovinu podle stfedu (nikoliv na polovinu objemu, nybrz
kazdy bod z télesa B pfibliZzeme na polovinu ke stiedu). Jesté si uvédomme,
7e objem tohoto télesa je 2"-krat mensi nez objem télesa B. Nyni ozna¢me B,
mnozinu, pro kterou plati B, = (1/2B + z) N T, kde z je n&jaky miiZzovy bod
a podobné C, = 1/2B N (T + z). Nyni vime, Ze plati

S Vol(B.) = S Val(C.) = Vol(%B) - 2in Vol(B) > Vol(T).

Prvni rovnost ziejmé plati. To mizZeme vidét tak, Ze v prvnim pfipadé
vlastné posouvéme téleso 1/2B a to pak pronikneme s rovnobéznikem 7. Ve
druhém ptipadé to délame naopak, posouvame rovnobéznikem a ten pak pro-
nikneme s télesem 1/2B. Ziejmé tedy dostaneme v obou pfipadech to samé.
Dalsi rovnost je také pomérné vidét. My totiz vlastné posouvame zakladni rov-
nobéznik postupné o kazdy mfizovy bod, tim tedy dostaneme vlastné celou
rovinu a pak délame prinik s télesem 1/2B. O dalsi rovnosti jsme si jiz zmifio-
vali a posledni nerovnost je podminkou v Minkowského vété.
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Co to pro nas znamena? Ze mame né&jaké dva miizové body 21 a 2o, pro které
je primik B,, a B., neprazdny. Reknéme, Ze uvniti jejich primik lezi néjaky
bod x. Ten odpovida néjakym bodéim x; a x2 v ptivodnim télese B, tak ze z1 +
+1/2x1 = 29 + 1/225. Po tpravé dostavame (z1 + (—x2))/2 = 22 — z1. Rozdil
dvou mfizovych bodu je opét miizovy bod, staci tedy ukazat, ze bod na levé
strané lezi v B. Vidime, ze bod —x4 lezi v B, protoze je B stfedové soumérné.
A jelikoz je konvexni, tak vSechny body na tsecce x1(—x2) lezi uvniti B, tedy
speciélné i stted této tsecky (x1+(—x2))/2. Tim je tedy dikaz hotov, nasli jsme
bod uvniti B rizny od stfedu (nebot x1 # x3), ktery je bodem miizovym.

Samotny diikaz

Nyni tedy k samotnému dtikazu. Chceme dokéazat, ze n jde napsat jako soucet
¢ty ¢tvercti. Opét si najdeme &isla a, b, pro ktera plati a2 +b%>+1 = 0 (mod n),
coz jsme jiz ukazali, Ze se ndm povede. Vezméme miizku A = {v; = (n,0,0,0),
v2 = (0,n,0,0), vz = (a,b,1,0),vg = (b,—a,0,1)}. Spocéteme si diskriminant
a zjistime Vol(T) = n?. Nyni si vybereme vhodné téleso B. Pro jednoduchost
napiiklad kouli v R*. Navic si chceme vybrat takové téleso, abychom mohli
vyuzit Minkowského véty. Tedy

2,4 42
W; > 2% =2 > van
T

Vol(B) =

= (1,801) - n.

MizZeme si tedy zvolit napiiklad takov§ polomér, Ze r2 = 1,9-n. Tim mame
zajisténo, Ze existuje néjaky miizovy bod s ruzny od stfedu koule, ktery lezi
uvnit? mfizky. PiSeme

S=a1Vy +...+aqvyg
s = (a1n + aza + aqb, asn + azb — aqa, ag, aq)
2 2 2 2 2
|s|* = (a1n + aza + a4b)* + (agn + agb — asa)” + a3 + aj.
Vidime, Ze |s|?, coz ndm vyjadiuje druhou mocninu vzdélenosti od stiedu,

méme vyjadieno jako soucet ¢yt ¢tvercii. Navic se kouknéme na hodnotu |s|?
modulo n:

|2 = (aza+asb)? + (azb—aga)® +a3+a3 = (a*+b*+1)(a3+a}) = 0 (mod n).
Jinak feceno tedy nl|s|? a jelikoZ vime |s|? > 0 (s neni stied koule) a |s|? <

< 7?2 < 2n tak |s|? = n a to uz mame vyjadieno jako soucet ¢ty ¢tverct, takze
méme hotovo!
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Vysledkova listina 4. série

Ulohy
Por. | Jméno rl r2 r3 r4 r5 t3 t5 k 4[>,
1. | Prof"™ Stépéan Simsa 5 3 1|69
2. | Dr™ Michaela Kochmanova | 2 3 2 0] 41
3. | Mgr™ Vojtéch Kolar 0 2 2 0] 37
4. | Dr™ Martina Bekrova 5 8 0] 36
5-7. | Doc™ Petr Pecha 6 5 0135
Dr™ Filip Stédronsky 2 4 1 8 0] 35
Dr™ Karel Kraus 35
8. | Dr"™ Karel Kral 1 1 0] 34
9. | Mgr*™ Vojtéch Milos 4 2 31
10. | Dr™ Tomas Pokorny 3 2 30
11. | Mgr™ Petra Vahalova 25
12. | Dr™ Filip Hlasek 5 24
13-14. | Mgr'™ Alena Harlenderova 2 22
Mgr™ Matéj Kocian 22
15. | Mgr™ Lukas Langer 4 0] 21
16-17. | Mgr™ Anna Chejnovska 2 8 0] 18
Mgr™ Kristyna Onderkova 18
18-20. | Doc™ Alena Busdkova 0 0117
Bc™ Michaela Hubatova 17
Bce™ Katefina Marova 17
21. | Mgr*™ Barbora Bshmova 0] 15
22-23. | B¢ Gabriela Kubickova 14
Bce™ Kristyna Zemkova 14
24-26. | Mgr™ Martina Vavackova 5 0] 13
Mgr™ Jan Skoda 13
BcM™ Karel Tesar 13
27-28. | Mgr*™ Pavel Novotny 2 12
Bc™ Jakub Stodek 1 1 12
29-31. | Mgr™ Alena Juraskové 2 0] 9
Bce!M™ Martin Holecek 9
Tomas Trégner 9
32. | Jifi Biolek 5 1 0] 8
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Ulohy
Pof. | Jméno rl r2 r3 r4 r5 t3 t5 k + >
33-34. | Mgr'™ Katefina Honzakova 6
Ondfej Micka 6
35. | Marek Stehlik 5
36-39. | Mgr™ Michal Husek 4
Josef Klesa 4
Pavel Pejrimovsky 1 0] 4
Daniel Safka 4
40. | Pavel Kratochvil 3
41-45. | Mgr'™ Zuzana Docekalova 2
Bc!™ Barbora Smidova, 2
Jan Cesal 2 0] 2
Katefina Jirdkova 2
Dominik Miketa 2
46. | Karel Tesar 1
47. | Simona Ondrckova 0
Vysledkova listina 5. série
Ulohy
Po¥. |Jméno rl r2 r3 r4 r5 t2 t5 k + |>;
1. | Prof™ Stépan Simsa 5 3 2 3 15 3100
2. | Mgr™ Vojtéch Kolar 5 1 3 0 3 0149
3. | Dr™ Karel Kral 10 44
4. | Dr'™ Michaela Kochmanova 41
5-6. | Doc™ Petr Pecha 5 40
Dr™ Tomas Pokorny 10 40
7. | Dr'™ Martina Bekrova 36
8-9. | Dr™ Filip St&dronsky 35
Dr™ Karel Kraus 35
10-12. | Mgr* Vojtéch Milos 31
Mgr™ Lukas Langer 10 31
Mgr™ Matéj Kocidn 5 1 1 2 0] 31
13. | Dr™ Filip Hlasek 3 2 0] 29
14. | Mgr™ Petra Vahalova 1 0] 26
15. | Mgr™ Barbora Bshmova 5 2 1|23
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Ulohy

Pof. | Jméno rl r2 r3 r4 r5 t2 t5 k 4 >,
16. | Mgr™ Alena Harlenderova 22
17-18. | Mgr™ Anna Chejnovska 18
Mgr™ Kristyna Onderkova 18

19-21. | Doc™ Alena Busakova 17
Bce™ Michaela Hubatova 17

Bc™ Katefina Marova 17

22-23. | Bc*™ Gabriela Kubickova 14
BceM Kristyna Zemkova 14

24-27. | Mgr™ Martina Vavackova 13
Mgr™ Jan Skoda 13

Bc™ Ondrej Cifka 2 3 2 3 1 2113

Bce™ Karel Tesar 13

28-29. | Mgr™ Pavel Novotny 12
Bc™ Jakub Stoéek 12

30-32. | Mgr™ Alena Jurédskova 9
BcM™ Martin Holecek 9

Tomas Trégner 9

33. | Jifi Biolek 8
34-35. | Mgr™ Katefina Honzakova 6
Ondfej Micka 6

36. | Marek Stehlik 5
37-41. | Mgr*™ Michal Husek 4
Jan Bok 3 1 0] 4

Josef Klesa 4

Pavel Pejrimovsky 4

Daniel Safka 4

42. | Pavel Kratochvil 3
43-49. | Mgr'™ Zuzana Docekalova 2
Bc™ Barbora Smidova 2

Jan Cesal 2
Katefina Jirdkova 2
Dominika Kalasovéa 2
Vojtéch Kletecka 1 1 0 2
Dominik Miketa 2
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Ulohy
Pof. | Jméno rl r2 r3 r4 r5 t2 t5 k + >
50-51. | Ondfej Fiedler 1 0|1
Karel Tesaf 1
52. | Simona Ondrckova 0
Vysledkova listina XVI. ro¢niku
Cislo
Po¥. | Jméno R.|> .1 2 3 4 5[>,
1. | Prof™ Stépan Simsa 1. 208(22 24 14 9 31100
2. | Mgr™ Vojtéch Kolar 4. 49118 5 10 4 12| 49
3. | Dr™ Karel Kral 4. 50114 11 4 5 10| 44
4. | Dr™ Michaela Kochmanova | 3. 6915 5 14 7 41
5-6. | Doc* Petr Pecha 3. 193] 3 2 16 14 5| 40
Dr™ Tomas Pokorny 3. 52110 5 7 8 10| 40
7. | Dr™ Martina Bekrova 3. 53 7 6 10 13 36
8-9. | Dr™ Filip Stédronsky 3. 78 6 14 15 35
Dr™ Karel Kraus 4. 6522 8 5 35
10-12. | Mgr™ Vojtéch Milo$ 4. 48110 10 5 6 31
Mgr'™ Lukas Langer 4. 347 6 4 4 10| 31
Mgr™ Matéj Kocian 3. 311 6 9 7 9| 31
13. | Dr™ Filip Hlasek 3. 51| 6 13 5 5| 29
14. | Mgr* Petra Vahalova 4. 26| 8 6 11 1 26
15. | Mgr* Barbora Bshmova 2. 30 5 8 2 8| 23
16. | Mgr™ Alena Harlenderova 2. 26|11 6 3 2 22
17-18. | Mgr™ Anna Chejnovska 3. 36| 4 4 10 18
Mgr'™ Kristyna Onderkova | 4. 20|10 8 18
19-21. | Doc™ Alena Busakova 3. 10011 6 0 17
Bc™ Michaela Hubatova 3. 17|17 17
BcM™ Katefina Marova 4. 17|17 17
22-23. | Bc™ Gabriela Kubickova 3. 14 T 7 14
BceM Kristyna Zemkova 2. 14 2 12 14
24-27. | Mgr™ Martina Vavackova 4. 29| 4 4 5 13
Mgr™ Jan Skoda 3. 28|13 13
Bc™ Ondrej Cifka 1. 13 13| 13
BcM™ Karel Tesar 4. 37 3 3 13
28-29. | Mgr'™ Pavel Novotny 4. 2800 2 4 6 12
Bc!™ Jakub Stodek 3. 1207 2 1 2 12
30-32. | Mgr'™ Alena Juraskové 2. 30| 5 2 2 9
Bce™ Martin Holecek 4. 13| 9 9
Tomas Trégner 2. 9| 9 9
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Cislo
Po¥. | Jméno a1 2 3 4 5|
33. | Jifi Biolek
34-35. | Mgr™ Katefina Honzakova
Ondrej Micka
36. | Marek Stehlik
37-41. | Mgr™ Michal Husek
Jan Bok
Josef Klesa
Pavel Pejfimovsky
Daniel Safka
42. | Pavel Kratochvil
43-49. | Mgr™ Zuzana Docekalova
Bc!™ Barbora Smidova,

Jan Cesal
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Katefina Jirakova
Dominika Kalasova
Vojtéch Kletecka
Dominik Miketa
50-51. | Ondrej Fiedler
Karel Tesaf

52. | Simona Ondrckova 1.
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Sloupecek Y~ _; je soucet vSech bodi ziskanych v nasem seminafi a >, soucet vsech
bodu v tomto ro¢niku. Sloupecéek ,+“ znaci bonusové body udélované podle roéniku
a souCtu bodua za tlohy. Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro ucely
M&M.

S obsahem c¢asopisu M&M je mozné nakladat dle licence Creative Commons Att-
ribution 3.0. Dilo smite §ifit a upravovat. Mate povinnost uvést autora. Autofi jed-
notlivych ¢lanku jsou uvedeni pod nadpisem. Autory ostatnich textl jsou organizatoii
M&M.

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: +420 221 911 235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastieSsen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stredoceské
pobocky Jednoty ceskych matematiki a fyziku.



