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Mili ¢tenafi,

i kdyz jste si mozna mysleli, Ze jsme na vas jiz zapomnéli, opak je pravdou.
Vracime se k vam s novym ¢islem, ve kterém naleznete nékolik velice zajimavych
prispévka k tématim. Doufame, Ze tyto prispévky pro vas budou inspiraci a
motivaci k napsani vlastnich ¢lanki.

Také bychom chtéli vyhlasit vitézku nasi tipovaci soutéze z anket. Nakonec
se nam seslo 9 anket. Nejlépe se trefila slecna Dr™ Michaela Kochmanova, ktera
odhadovala 7 anket. Za nejlepsi tip posilame tricko.

Na zavér bychom vés chtéli upozornit na zajimavou moznost, jak si vyzkou-
Set védu vlastnima rukama. Jde o projekt Schola ludus (popis je na interneto-
vych strankach http://www.ufb.jcu.cz/projekty/vpk/). Projekty, na kte-
rych tam muZete pracovat, jsou z vétsi ¢asti biologické ¢i chemické, ale najdou
se i fyzikalni. Pokud vas projekt zaujal a chtéli byste se zapojit, tak se nebojte
napsat na adresu redakce a my vam miZeme pomoci se zapojit.

Slunné jaro a maturantiim hodné Stésti u maturity preje

Redakce B4
Zadani uloh
Termin odeslani paté série: 7. 6. 2010
Uloha 5.1 — Ztracen v horach (5b)

Uz dva tydny jsem putoval bezitésnou pustinou, kde diive protékal potok a
mezi kamennymi domy si hraly déti. V polorozpadlych chatréich zustali uz jen
tfi z puvodnich obyvatel, v misté, kde vSichni bojovali o holy Zivot, o posledni
kapku vody, se nenavidéli k smrti. Bylo mi do place nad zdej$imi lidmi, zdejsi
krajinou a navic jsem jiz druhym dnem pocitoval nesnesitelnou Zizen.

Daleko v horach jsem zahlédl pastyie, nebyl jako ostatni, v celé své opus-
ténosti mél stale vyraz hrdého a vstficného muze. Nez jsem cokoli stacil rict,
podal mi ldhev a dal mi napit. Vyzval mé, abych ho doprovazel na cesté domf,
nabidl mi nocleh.

V jeho pribytku viibec nic nenaznacovalo chudobu a bidny stav kraje, vSe
bylo sice prosté, zato nadherné poklizené a ¢isté, kazdicka véc méla své misto.
Ani jsem se nenadal a v kotliku nad krbem pobublavala nase polévka. Vyuzil
jsem chvilky, kdy se pastyt nedival, a potichu jsem proklouzl do vedlejsi mist-
nosti s prouténym kieslem a nadhernou knihovnou, vonéla ¢erstvym dfevem a
starymi knihami.

Knihy byly do posledni vzorné obaleny ve starém novinovém papife, aby se
jejich desky neponicily. Misto nazvu knihy byl na hibetu obalu kazdé z nich
napsan thlednym pismem deviticiferny kéd. Kazda kniha méla svou jedineénou
deviticifernou posloupnost ¢isel slozenou z cifer 0 az 9, kazdé dva kdédy se ale
lisily alespon ve dvou cifrach, to aby nedoslo k zaméné knih. Kolik nejvice mohl
mit pastyt ve své knihovnic¢ce knih?
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Polévka byla hotova, konec¢né teplé jidlo, zahiala mé a ja byl pastyti opravdu
vdécny. Vytahl jsem vacek s tabakem a nabidl mu. ,,J4 nekoutim,* fekl. Zasty-
dél jsem se za svou neomalenou nabidku a mlcky se sklopenyma oc¢ima hledél
na sttil. On se ale vitbec nezlobil, vytahl svij, o néco vétsi platény vacek a zacal
z néj vysypavat zaludy.

Uloha 5.2 — Zahadné duby (4b)

Peclive je rozdéloval na hromadky po deseti, az mél takovych hromadek deset.
Potom kazdy prevracel a prohlizel. Ty, které byly moc malé nebo nemocné,
odkladal stranou a nahrazoval je novymi vétsimi z vacku. Kdyz byl hotov,
spokojené shrnul vSech deset hromadek do jiného vacku, ktery nosil za pasem,
a Sel spat.

Pral jsem si, abych mohl ztistat alesponi par dni v blizkosti tohoto klidného
a prazvlastniho clovéka. Jako bych snad své prani vyslovil nahlas, nabidl mi
pastyt, Zze u néj mohu odpocinout, kolik jen dni budu chtit.

Réano se nepozorované vytratil, myslel jsem, Ze jde vyhnat na pastvu ovce,
on si vSak vzal s sebou velikou dfevénou htil a lano a vydal se do kopct. Horel
jsem zvédavosti, a tak jsem zamiril soubézné s jeho cestou. Obaval jsem se,
Ze mé zpozoruje, a bude se zlobit. Opravdu si mé brzy vsiml, ale okamzité mi
nabidl, abych jej doprovazel.

Nesli jsme daleko, zato stale do kopce. Cil nasi cesty lezel kousek za kopcem
tvaru kuzele, ktery byl dokonale hladky (mezi kopcem a mnou by tedy nevzniklo
Zadné tfeni). Nabizela se tedy otézka, zda kopec obejit nebo jej s pomoci lana
prelézt. Pastyt se rozhodl vydat se pfes kopec, abychom byli na misté rychleji.
Na lané tedy vytvoril dokonale ohebnou smycku s pevnym uzlem a prehodil ji
pres vrchol kopce. Jaky je mezni vrcholovy tihel kuzele, pro ktery mu smycka
jiz nesklouzne?

Kopec jsme zdarné ptfekonali a ja stanul na kraji dubového hajku, nikdy
bych necekal, Ze uprostfed nehostinné pustiny bude rasit tolik novych stromkii.
Otocil jsem se za sebe a zlstal nevéricné zirat, pastyi klecel u zemeé a velikou
holi hloubil jamky, do nichz opatrné vkladal zaludy. Cely dubovy haj byl dilem
jeho mnohaleté prace.

Uloha 5.3 — Navrat (3b)

Jmenoval se Elzéard Bouffier. Tento dobry muz jiz po deset let dennodenné
sazel duby v blizkosti svého domu, za tuto dobu vyséazel jiz na 360 000 stromkii,
z nichz polovina viibec nevyrostla a dalsi ¢ast nesnesla dlouho drsné podminky
horské ptirody. Za deset let se Elzéardu Bouflierovi podafilo vysézet 100 000
statnych vzrostlych dubi, které se dnes hrdé tycily k nebi.

Miloval svou praci a nikdy mu nezevSednéla, rozhodl se této pustiné vratit
zivot. V blizkosti stromu stékal do idoli maly potucek, prvni odména za snahu
dobrému pastyii. Ackoli jsem obdivoval sili tohoto muZe, nijak zvl4st mne
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setkdni s nim nepoznamenalo. Za rok vypukla valka a j4 nemohl myslet na
duby.

Po navratu z valky jsem ale zatouzil vidét znamé kopce a hlavné Elzéarda
Boulffiera a jeho velké dilo. Tentokrat jsem byl na nékolikadenni putovani nehos-
tinnym krajem pfipraven. Vzal jsem s sebou N Serpu, ktefi mi poméhali nosit
zavazadla. Kdyz jsme dosahli prvni vesnice v oblasti, zaplatil jsem jim a dal
jsem se rozhodl vydat sam. Jiz pfed vypravou jsem si vyclenil obnos M frank,
ktery jsem hodlal mezi své nosice rozdélit. Jenomze rizni Serpové nesli rozdilny
néaklad a urcité by nebylo spravedlivé, aby ten, kdo nesl méné, dostal zaplaceno
vice. Mél jsem udaje mq,...,my, uréujici hmotnost nakladu v kilogramech,
ktery jednotlivi nosici nesli. Chtél jsem tedy rozdélit obnos M mezi N nosi¢t
tak, aby nosi¢ A, ktery nesl vice ndkladu nez nosic¢ B, dostal alespori tolik penéz
co nosi¢ B. Zajimalo by mé, kolik takovych rozdéleni existuje? Vasim tkolem
je napsat program, ktery dostane na vstupu pocet nosi¢tt N, mnozstvi penéz
M, které se mezi né ma rozdélit, a hmotnosti naklad, které jednotlivi nosici
nesli, my,...,my a na vystup vypise pocet zptisobi, jakymi lze penize mezi
Serpy rozdélit. Frank povazujte za dale nedélitelnou ménu, stejné tak mutizete
predpokladat, ze zadni dva Serpové nenesli stejné mnozstvi nakladu.

Prede mnou bylo jesté nékolik dnil cesty beztutésnou pustinou, zacal jsem
myslet na stromy. V dalce se tycCily vysoké kopce pokryté tmavymi koberci,
napadlo mé, zda to nemiize byt pozistatek pozaru nebo vale¢ného radéni. Mylil
jsem se, na vrcholcich kopct se rysovaly neuvéritelné Siroké pasy dubovych
a bukovych lesi. Nemohl jsem uvérit vlastnim oc¢im, do vesnice, kde dfive
bylo Gplné sucho, stékala Siroka horska bystfina, ze svaht se do tdoli hrnuly
nekonecné pocty drobnych pottcki. Zatouzil jsem uvidét toho muze.

Uloha 5.4 — Elzéard Bouffier (2b)

Za valky jsem vidél umirat opravdu mnoho lidi, dovedl bych si predstavit i
Elzéarda Bouffiera. Ale on byl pravé naopak plny zivota. Zménil zaméstnani,
prodal ovce (okusovaly mladé stromky) a nakoupil &tyfi tly. V okoli jeho domu
uz bylo plno mladych dubi a bukt, musel tedy chodit celych dvanact kilometri
daleko do hor, kde byla krajina jesté stale pusta a opusténa. Byl uz stary a tak
se rozhodl, Ze si ¢asem postavi kamennou chatu v blizkosti pustiny. O rok
pozdéji svij plan uskutecnil. V chaté pobyval obvykle né€kolik tydni. S nikym
se nestykal, byl sdm jen se svymi stromy. Uz nemluvil. Nepotifeboval to. Ackoli
se Casto potykal s tuplnou beznadéji, kdyz mu vzrostlé semenacky zahynuly
suchem, nikdy neustal ve své praci.

Do kopct jsem se vratil o rok pozdéji, Elzéard Bouffier mél uz stovku ula.
Kromé dubt a bukt sédzel na mistech, kde tusil podzemni vodu, bfizy. Lidé si na
zmény zvykli, protoze proména trvala dlouho, a tak mnozstvi lesi pfipisovali
samotné prirodé. Elzéard Bouffier nikterak netouzil po uznani nebo podékovani.
Védél, ze by byli lidé rozzlobeni, kdyby se dozvédéli, Ze to on na jejich pozemcich
vysazuje stromy. Nebyly to ale jeho stromy, patfily vSem. Sazel je pro vSechny
ostatni a nejvic pro tu bezutésné pustou krajinu.
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Jednoho roku se mnou ptijel mtij pritel lesnik. VEédél jsem, zZe umi pomlcet
a bude nadseny z nasSeho tajemstvi. Proto jsem jej sezndmil se véelafrem a
prozradil mu, odkud jsou vSechny ty statné stromy. Krajina mu ucarovala a
rozhodl se nechat si vzpominku na zdejsi kraj, nakreslit mapu a do ni vyznacit
nové lesy. Chvili néco ¢rtal na papir a potom jej polozil na stil. Uprostied
mapy se nachazela zalesnéna oblast.

Byla zakreslena pomoci obecného trojuhelniku. Kdyz jsem se na obrazek
podival 1épe, v§iml jsem si, Ze vznikly trojihelnik ADC byl definovany stranami
e, d a thlem ~/2, stejné tak, jako trojuhelnik CDE. To ale znamenalo, Ze se
strana a musela rovnat strané b. Jak to mize byt mozné? Vzdyt piitel nakreslil
obecny trojuhelnik.

Kdyz pritel odjizdél, zaridil, aby vzal stat lesy pod svou ochranu, tak mélo
byt dilo vcelafe zachovano.

Elzéarda Bouffiera jsem vidél naposled v ¢ervnu 1945. Kdyz jsem pfichazel
do ptvodné zpustlé vesnice, nemohl jsem poznat zdejsi kraj. Vesnicka doslova
zila, v kasné prystila voda a blizko ni si hraly déti za dohledu svych rodici.
Kopce vsude kolem byly posypany zeleni stromti, misto pottckt tstila do iidoli
velika feka, na brezich rostly vrby a jiné stromy, jejichz semena sem prival
vitr. Vzduch byl naplnén vini bylin a tekouci voda byla v téchto vyprahljch
konc¢inach primo hudbou pro usi.

Uvazim-li to, vsichni tito lidé vdéci za svij zivot chudému véelari, ktery svou
usilovnou praci dokazal do téchto kon¢in pfinést zivot. Ackoli mé dfive setkani
s nim pfili§ nezménilo, nyni jsem citil k tomuto uslechtilému muzi hlubokou
uctu.

Elzéard Bouflier zemfel v roce 1947 v domové pro prestarlé.

Pribéh je inspirovdn knihou Muz, ktery sazel stromy od francouzského spi-
sovatele Joana Giona.



ReSeni témat
Téma 3 — Prebijena

Tento clanek byl vytvoren Mgr™ Martinou Bekrovou, ktera se v tomto ¢lanku
zabyva analyzou pfebijené pomoci pocitacovych programt. Sumarizuje v ném
své poznatky a dopliiuje je o nékolik pozorovani.

Prebijend s vyuzitim pocitace
Mgr™ Martina Bekrova

Nejprve si musime zadefinovat prostfedi. Veskera sva pozorovani jsem provadéla
na kartach pro hru prsi. Karta VIT ma hodnotu 0, VIII mé hodnotu 1, ...,
eso mé hodnotu 7. Pokud kazdy z hract dava na spodek balicku karty podle
urcitého pravidla, d4 se urcit, ktery z nich vyhraje (viz. prebijena zadej.py —
pokud hrac¢ dava na spodni stranu balicku nejdfiv své karty a bank jsou 3 karty
a také pokud pfi remize rozhoduje hned nésledujici karta). KdyZ hrajete proti
souperi, ktery dava své karty na spodni stranu balicku podle urcitého pravidla,
Ize ho ve vsSech pripadech, které jsem zkousela, porazit vhodnym rovnanim
karet pod svou hromadku (viz. prebijena_vyhraj.py — pokud protihrad davéa
dospod nejdfiv své karty a bank jsou 3 karty).

Pokud kazdy hra¢ dava dospod nejdiive své karty a pii remize odklada
do banku 3 karty, pak vétsinou vyhraje ten s kladnym vyhernim potencidlem.
Vyherni potencial hrace je ¢islo, které udava rozdil souc¢tu hodnot jeho karet
a karet protihrace. Hrac¢, ktery ma vyherni potencidl kladny, ma vyssi karty,
vyhraje pfiblizné v 68% her a ty jsou dlouhé v priiméru 56 otoceni karet. Ani p¥i
zaporném vyhernim potencialu neni vSe ztraceno, ale vyhrat zabere vice Casu.
V téchto pfipadech hra trva v priméru 76 otoceni. Pokud je vyherni potencial
vys$si nez —5 je Sance na vyhru 1 ku 4, pak kazdou hru oto¢ime primérné 78
karet, pfi hodnoté mezi —5 a —10 je Sance na vyhru 13% a v priméru to trva
80 otoleni a pfi hodnoté okolo —15-ti je Sance na vyhru 9% pfi 83 otocdeni
v pruméru (zdroj: analyza pomoci vysledky bank3.py).

V pripadé, Ze pfi remize rozhoduje hned nasledujici karta, se vysledky prilis
nezméni. Karty v banku dostdval vyherce bez boje, rychleji, ale ted vyhra
s kladnym vyhernim potencidlem (65% vyher) trvala primérné 108 otoceni, se
zapornym pak v priméru 148 otoceni(vysledky viz vysledky bank0.py).

V zaddném piipadé se mi ale nepodarilo narazit na nekonecnou hru. Pokud
by si vSak pfi remize kazdy vzal svou kartu zpét, byla by nekonecné jakakoli
hra, ve které by jeden z hrac¢i nevlastnil vSechna esa. Tato karta by se totiz
stala nesebratelnou. Kartu niz$i hodnoty by pfebila a pfi setkani se sobé rovnou
by stejné vzdy zustala u svého puvodniho majitele. Kdyby se pfi otoceni dvou
karet stejné hodnoty rozhodovalo podle barvy (napf. srdcovd karta vzdy piebije
stejné vysokou zaludovou, ta zelenou, ta kulovou), tak by zde byla bud neko-
necna hra nebo by dfive ¢i pozdéji vyhral hrac¢ vlastnici nejvyssi kartu, v nasem
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pripadé srdcové eso, protoze neni zptisob, jak mu ji sebrat. Vyhrat hru by mohl
i hrac, ktery dostal na pocatku hry méné karet. Tuto situaci mizeme simulovat
pomoci situace uprostied hry, kdy i hrac, ktery nakonec vyhraje, ma obcas
béhem hry méné karet nez soupef.

Pozn. red.: Tyto programy, napsané v Pythonu, Ize najit na adrese http://
mam.mff.cuni.cz/zajimavosti. Programy nejsou z programatorského hledis-
ka dokonalé, ale zato algoritmicky spravné.

Honzik

Téma 5 — Trosecnik

K tomuto tématku ndm prisel jeden pfispévek od Doc™ Petra Pechy. Zabyva se
v ném konstrukci kondenzatort a civek. Ve svém ¢lanku uvadi odvazné tvrzeni,
ze vyvratil vzorec pro vypocet kapacity deskového kondenzatoru

C= €T (1),
kde ¢ je permitivita izolantu mezi deskami, S je plocha desek a [ je tloustka
izolantu (vzdalenost desek). CoZ samoziejmé neni pravda. Najde se nékdo, kdo
uvede jeho tvrzeni na pravou miru a navrhne (odvodi) vhodnéjsi vztah pro
vypocet kapacity Petrova kondenzéatoru?

Také bych vas chtél pozadat, abyste se v dalsich ¢lancich pokusili alespon
odhadnout chybu méfeni, a nebo jesté lépe ji vypocitat. Navod najdete v M&M
¢islo 16. 2.

Vyroba LC prvki
Doc™ Petr Pecha

V mém prispévku jsem se pokousel vyrobit kondenzator. Podle ného stanovit
pribliznou hodnotu civky. A nakonec jsem experimentoval s vyrobou civky.

Na zacatek malé zamysleni o pasmech frekvenci. V tabulce t5.2.1 uvadim
rozdéleni frekvencnich pasem. Vhodné viny na vysilani jsou asi KV az DV.

Kondenzatory jsem vyrabél z vrstev alobalu o Sitce 20 mm a délce 290 mm.
Mezi jednotlivé vrstvy alobalu jsem vkladal vrstvy kancelaiského papiru o Siice
3 az 4 cm. Jednotlivé pruhy alobalu jsem nechal ,tréet“ 30 mm ven. To znamena
ze funkéni plocha je:

S =20- (290 — 30) = 5200 mm?, (2)

Zkousel jsem dvou, tii a ¢tyt deskovy kondenzator. Pro méfeni jsem pouzil mé-
Fici ptistroj MIC-40700 LCR METER, ktery jsem si ptjcil ze skolni laboratofe.
Naméfené hodnoty jsem zapsal do tabulky t5.2.2.

Timto jsem popfel vzorec pro vypocet kapacity kondenzatoru, ktery rika,
7e kapacita je linearni k poctu desek.



Nazev Zkratka Rozsah
extrémé dlouhé viny ELF 3Hz az 3kHz

velmi dlouhé viny VDV 3kHz az 30kHz

dlouhé viny DV 30kHz az 300 kHz

stfedni vlny SV 300kHz az 3 MHz

kratké viny KV 3MHz az 30 MHz
velmi kratké viny VKV 30 MHz az 300 MHz
ultra kratké viny UKV 300 MHz az 3 GHz
super kratké viny SKV 3 GHz az 30 GHz
extra kratké viny EKV 30 GHz az 300 GHz

Tabulka t5.2.1: Rozdéleni frekven¢nich pasem.

Pocet desek Kapacita [nF|
4.1
34
4 100

Tabulka t5.2.2: Vysledky méfeni kapacity kondenzatort

Pozn. red.: To samozfejmé neni pravda, nebot Petr vySe popsané kondenza-
tory stocil do rulicky. Vyrobil tak svitkové a ne deskové kondenzatory. Nemohl
tedy pouzit vztah (1).

Nyni zndme kapacity mych kondenzatort. Zvolime si frekvenci v rozsahu
30kHz az 30 MHz. Pokud upravime znamy vzorec

1
= 3
/ 21/ LC ®)

dostaneme 1
42 C f? )

Vypocteny rozsah indukénosti civky udava tabulka t5.2.3.

Nyni jsem pristoupil ke stavbé civky. Namotal jsem ji z prvniho dratu,
ktery jsem doma nasel. M4 priifez asi 1 mm? s docela tlustou izolaci. Namotal
jsem ho na mosaznou trubku, myslim o pruméru d = 5 mm. Civka ma délku
90 mm s 25 zavity. Pouzil jsem stejny mérak. Namérené hodnoty jsou v tabulce
t5.2.4.



B XVI/5 9

Kapacita Frekvence Indukénost
4,1nF 30kHz az 30 MHz 6,86 mH az 6,86 nH
34nF 30kHz az 30 MHz 828 uH az 828 pH
100 nF 30kHz az 30 MHz 281 uH az 281 pH

Tabulka t5.2.3: Vypoctené rozsahy indukénosti civek

Jadro Indukénost [pH]
vzduch 0,6
ocel 4.0

Tabulka t5.2.4: Namétené indukénosti civky.

Do civky jsem vsunul prvni ocelovy drat co jsem nasel. Mél primeér d =
=4mm.
S timto 1ze dosdahnou frekvence nejméné 252 kHz, coz jsou dlouhé vlny. Po-
kud zmensime kapacitu nebo indukénost frekvence bude vétsi.
(R)adim

Téma 6 — Ménova reforma

V tomto ¢isle otiskujeme ¢ast ¢lanku Dr™ Filipa Stédronského, ktery se zabyval
ménovymi systémy, kde je nejvyhodnéjsi platit vzdy nejcennéjsi minci, ktera
neprevysuje hodnotu castky, kterou jesté zbyva zaplatit, tj. timto zptsobem
pouzijeme nejmensi pocet minci. Tento zptsob placeni uz byl zminén v pre-
deslych cislech jakozto standardni, autor systémy minci, kde je tento zptisob
placeni vzdy nejvyhodnéjsi oznacuje jako Hezke.

Ménové systémy s hezkou vlastnosti
Dr™ Filip Stédronsksy

Opravdu jsem véfil, ze najdu elegantni, jednoduchou a ekvivalentni podminku
pro to, kdy ma ménovy systém Hezkou vlastnost, a bylo pro mne velkym zkla-
manim, kdyz se takova neobjevila. Nemohu tedy nabidnout vic nez par postie-
hii, jak Hezké systémy vytvafet. Zadny z nich viak neodt@vodni Hezkost ani
naseho 1,2,5,... plativa.

Budeme postupovat takovym trochu indukénim postupem. Systém s jedinou
minci (kterdzto nemtize byt nic nez koruna) je ur¢ité Hezky. Uz proto, Zze mame
jedinou moznost jak zaplatit, musi byt minimélni. A kdyz uz takovy mame,
zkusime z néj vytvorit dalsi pfidanim néjaké mince nebo minci.
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Co uréité muzeme udélat je vzit posledni (nejvyssi) minci ptivodniho sys-
tému a pridat do néj néjaky jeji n-nasobek. Pro¢ to bude fungovat? To co
s novou minci zaplatit jde, zaplatime, tim se potfebny pocet minci urcité snizi
— jinak bychom platili pivodni nejvyssi minci, kterych by bylo na kazdou novou
n, tedy urcité vice nez jedna. A to, co nejde zaplatit novou minci, zaplatime pu-
vodnimi mincemi — podle Hezké vlastnosti ptivodniho systému vime, Ze pocet
minci pouzitych na zaplaceni této castky bude minimélni.

Dalsi véc, kterou urcité muzeme provést, je vSechny mince vzit a jejich
hodnotu vynasobit néjakym k. Pak samoziejmé musime pridat novou korunu,
jelikoz z ptivodni se mezitim stala k-koruna. Pokud se na placeni podivame
modulo k, zbytek se po celou dobu placeni k-nédsobnymi mincemi neméni, takze
jej nakonec stejné musime ,dohnat“ korunami na nulu — jinak to nejde. Vse
pred tim se odehrava v nasobcich k a pokud si k-korunovou minci zvolime za
jednotkovou, jde o ten samy Hezky systém, ktery jiz zname z ptivodniho. Jediné,

co bychom jesté mohli udélat, je nékterou z minci nahradit korunami®.

A co takhle ménové systémy skladat tak, abychom mohli platit po Fadech??
Tedy tak, ze si ¢astku rozdélime na (ne nutné stejné velké) fady a v kazdém
z nich platime néjakym elementarnim Hezkym systémem — jako to de€la nase
soustava: 1, 2, 5, pro jednotky, 10, 20, 50 je jen 1, 2, 5 v fadu desitek. I tento
priklad ukazuje, ze se takto daji vytvaret ménové systémy docela praktické —
a prehledné. Méjme dva systémy Hezké vlastnosti, z nichz jeden budeme chtit
pouzit pro fad , jednotek® a druhy pro néjaky vyssi — tedy nasobky néjakého
k. Tedy vSechny jeho mince zvétsime k-krat a ¢ast ¢astky délitelnou k s nimi
budeme Hezky platit jako v pfipadé vyse, tohle je vlastné jen jeho rozsifeni,
kdy zbytek nedoplatime korunami, ale druhym Hezkym systémem.

Aby to fungovalo, musi byt k ndsobkem nejvy$si mince mensiho (jednot-
kového) systému.? Tak miizeme zajistit, ze vSe, co zaplatime mincemi vyssiho
Ffadu bychom zaplatili pravé a jen touto, tedy urcité by se nedostalo na zadné
jiné, kterym bychom v nové situaci moznost upfeli. A s novymi mincemi to
pujde jisté na mensi pocet, nebo prinejhorsim stejny, vsak maji vétsi hodnotu,
a ta ptivodni tam zistala téz, kdyz se do ¢ehokoli vétsiho nevejdeme. Urcité si
nemtizeme pohorsit.

L Pozn. red.: Pro Hezké systémy, kde je kazdé mince nasobkem piedchozi, je
to zjevné pravda. Pro obecné Hezké systémy minci (tj. nejen v ty, kde je kazdg
mince nasobkem predchozi) vynasobené k to neni tak samoziejmé. Jelikoz autor
toto tvrzeni nijak nedokazuje, ponechavame jeho dokazani ¢i vyvraceni jako
namét pro ostatni Ctenare.

2 Pozn. red.: Autor pouziva slovo fad ve zna¢né obecném smyslu — Fady mo-
hou byt nejenom desitky, stovky atd., ale tieba 20, 400, 1600 pro dvacitkovou
soustavu, ale také tieba 8, 80 a 960.

3 Pozn. red.: Za této podminky systém rozhodné hezky bude. Je to ale sku-
tecné nutné, nebo Ize podminku néjak zeslabit?
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Vidime to napfiklad u naseho zndmého 1, 2, 5, kde si prosté zvolime k =
=10 = 2-5 a pro vyssi fad (v tomto pfipadé desitky, ale mohly by to byt klidné
tFeba patnéctky a fungovalo by to stejné) pouzijeme ten samy systém.

Pozn. red.: Dale se autor zabyval hledanim optimalnich systému zkonstru-
ovanych témito metodami pomoci pocitace, tuto ¢ast neotiskujeme, misto toho
predkladame nasledujici navrh k zamysleni: omezime-li se na hezké systémy
s néjakymi specidlnimi vlastnostmi (napiiklad Ze kazda mince je k-ndsobkem
té predchozi, jako v ¢lanku), umite najit ¢isté matematicky dikaz, ze dany
systém je optimélni (napiiklad, Ze pro systém se ¢tyfmi mincemi je optim&lni
zvolit k = 47)

Tereza

Reseni uloh

Uloha 3.1 — Za zrcadlem (4b)

Zadani:

Alenka bézela ze vsech sil, jen aby nemusela vystoupit pred vSemi témi podivnymi dospélymi.
Chtéla utéct tak daleko, jak jen to slo. KdyZ tu spatrila bilého kralika, jok natahuje zvédave
hlavu do nory ve vyschlém kmeni, kde v mzZiku zmizel. Natdhla se za nim a najednou, jako by
se celd propadla dutym kmenem aZ na samotné dno dlouhatdanského céerného tunelu.

,Prask!“ ozvalo se, jakmile dopadla na ledovou zem. KdyZ se pevné postavila na obé nohy,
které se ji jesté stale trdsly ulekem, uvidéla veliké ¢tvercové zrcadlo a za nim toho malého bilého
kralicka. Natdhla ruku k lesklé plose zrcadla a zlehka se ji dotkla.

»AZ vylustis hadanku,“ usklibl se kralik.

,Hddanku?“ znejistéla Alenka.

,Hddanku, copak neznds hddanky a uz se tak hloupé neptej a poslouchej. .. “

,Podivej se na to veliké ctvercové zrcadlo pred tebou. Je potieba jej roziezat na n ne nutné
stejnych ctverecki. AZ prijdes na to, pro kterd n se ti to miuZe povést, projdes zrcadlem.*

Reseni:

Nejprve si uvédomime, Ze pokud umime rozrezat ¢tverec na néjakych k c¢asti,
tak mtzeme jeden ze vznikljch ¢tverci jesté rozdélit na Ctyti stejné ctverecky,
¢imz dostaneme k + 3 kusti. Po trose hrani pfijdeme na to, jak roziezat ¢tverec
pro néjaka mala n.

Podle obrazkt umime ¢tverec roziezat pro n rovné 4, 6 a 8. Zaroven uz vime,
ze ur¢ité umime i vytvorit o tfi ¢tverecky vic. Indukci tedy snadno dokazeme,
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Ze ¢tverec umime rozdélit na n ¢asti pron = 443k, n = 643k in = 843k, kde
k € N. To znamen4, ze ctverec umime rozdélit pro vSechna pfirozend n mimo
1, 2, 3 a 5. Rozfezat ¢tverec na jednu ¢ast ale neni obtizné, to s nim jednoduse
nebudeme délat viibec nic.

Rozdélit ¢tverec na 2 nebo 3 ¢asti nelze. Jinak by jeden ze vzniklych ¢tve-
recki musel obsahovat dva vrcholy pivodniho ¢tverce a tedy musel mit velikost
hrany alespon takovou jako ptivodni ¢tverec.

A dokonce neexistuje rozdéleni ani pro n = 5. Nejprve si rozmyslime, ze
kazdy ¢tverecek se musi dotykat alespon jedné hrany piuvodniho ¢tverce. Pokud
by se néjaky nedotykal, musely by ostatni ¢tyfi ¢tverce pokryt kazdy usek
strany a pokud se zadné dva z nich nemaji pfekryvat, musi situace vypadat
jako na obrazku pro n = 4 a na paty ¢tverecek tak nezbyva misto. Nyni tedy
méme jednu stranu, které se dotykaji t¥i ¢tverecky, necht je to horni. Pokud
by byl kazdy z hornich ¢tverct jinak velky, uz tam zbyvajici dva nemuzeme
posklddat tak, aby akorat pokryly pivodni ¢tverec. Alespont dva z nich (a to
dva vedle sebe) tedy musi mit stejnou velikost. Ale zase nemohou byt vSechny
stejné velké. Protoze by nam zistal obdélnik, ktery pomoci dvou ¢tverct uz
nepokryjeme (oé¢ividné by pomér stran 1:2 nemél). Zbyvajici Gtvar muiZeme
pokryt pomoci dvou ¢tverct jen tak, Ze jeden bude pod dvéma stejné velkymi
a posledni pod tfetim v fadé. Pak ale posledni s tfetim museji mit stejnou
velikost a protoZe pokryvaji jednu stranu, bude jejich velikost rovna poloviné
strany puvodniho ¢tverce. Obdobné pak dostaneme, ze oba dolni ¢tverce museji
byt stejné velké. Tedy pro dva stejné velké v horni fadé zbyva ctverec. My uz
ale vime, ze ¢tverec pomoci dvou mensich ctverci pokryt nelze.

Kuba

Uloha 3.2 — Lék (5b)

Zadani:

Alenka se celou svou silou oprela do sklenéné desky a najednou se propadla na druhou stranu,
daleko za zrcadlo. Zmatené se vrdtila zpét a pokusila se projit znovu skrz, zlehka se dotkla, ale
zrcadlo, jako by najednou bylo uplné lhostejné ke vsem jejim snahdm.

Rozhodla se tedy vyjit skrz dlouhy sdl s mnoha dvermi, v némz se ocitla. Jedind véc, kterd
Ji ponékud znepokojovala, byla jeji vyska. Od té chvile, co se ocitla v tomto prapodivném svéte,
mela pocit, Ze stropy jsou tu o néco niz, nez kdekoliv jinde.

Alence jeji zvédavost nedala a oteviela velké dvere z lipového dieva na konci chodby. Za
dvermi wvidéla velikou zahradu s prapodivnym obyvatelem uvnitt. Byl to pan Kornelius, snek,
ktery vlastnil tovdrnu na vyrobu zdzracného lektvaru pro prilis velké ndvstévniky.

,Dobry den,“ pozdravila Alenka a zlehka se uklonila.

., Vitejte madam, racte si prat.“

, Mdm velikou Zizen, mohu dostat trosku vody?“

,0, madam, neni nic snazsiho, dovolte mi, abych vdm nabidl daleko lepsi pochoutku ...
Bohuzel, ale nic neni jen tak, musite mi nejprve pomoci. Jiz dlouho si lamu hlavu nad tim,
odkud se bere energie, kterou potrebuji pro chod své domdci tovdrny. Samozrejmé, Ze nase
elektrarny vyuZivaji nejriznéjsi zdroje energie, jako treba prilivovd elektrarna, kterou vlastni
muyj vzddleny bratranec, ta preménuje energii prilivu a odlivu na elektrinu. Problém je ale
v tom, Ze pokud néjakou elektrinu vyrobi, musi jinde energie zmizet. Tak mi vdZend slecno
povézte, odkud se bere energie, kterou vyuzivagi prilivové elektrdrny? Kolik ji je v tomto zdroji
schovdno, a co by se stalo, kdyby se vSechna vycerpala? Slunce nemusite uvaZovat.“
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Jako bonus muzete zkusit odhadnout, jak moc stavba prilivovych elektraren urychluje vy-
derpdvdni této energie. Chdpejte, je to pro mne opravdu zdsadni véc, vidyt na energii zdvisi
celd ma Zivnost!”

Reseni:

Pan Kornelius je trochu rozpacity: ,,Dékuji vam za vasi snahu pomoci mi s pro-
blémem pfilivovych elektraren, ale musim bohuzel Fict, ze k feseni jsme se moc
nepfiblizili. Ano, pfiliv urcité souvisi s Mésicem, o tom neni pochyb, ale tady
jde o energii. ... Z gravitacni sily, fikate? Nu, proc¢ ne, ale jisté vite, Ze energii
muze dodat jen sila, kterd je spojenéd s pohybem. ... Ano, fikite, Ze Mésic se
preci pohybuje, to je jistojisté pravda. Ale zaroven je jistojistou pravdou i to,
co vypatrali uz davni ucenci — totiz Ze energii tvori, pfipadné spotiebovava,
jen takovy pohyb, co mé smér shodny s pusobici silou. Ale Mésic obiha Zemi
pékné dokola a gravitace ptisobi svisle, takze ptivod energie timto neobjasnime.
Anebo je to tak, ze elektrarny ziskavaji energii tim, Ze Mésic pfitahuji k Ze-
mi? To bychom potom méli pohyb ve sméru pusobici sily. Ale ... to by byl
malér, to by ndm pak také mohl Mésic spadnout na hlavu!“, Kornelius vypada
nervozné, ,,mél bych se radéji zeptat svého znamého astronoma, tohle by mohl
byt problém nesmirnych dusledkti. A vy, pokud mate z4djem, pojdte se mnou,
a muzete si poslechnout jeho odpovéd.

Priliv a odliv, aneb slapové jevy, jak je muzeme také ucené nazyvat, to je
zajisté zajimavy problém. Tak si sednéte a poslouchejte ... Pfiliv je vlastné
kopecek na povrchu kulaté Zemé, ktery si k sobé svym gravitacnim pisobenim
pritahuje Mésic. Tedy, ony jsou ty kopecky dva, jeden v misté, kde je Mésic
v nadhlavniku, tam je gravitace Mésice nejsilnéjsi, a voda se zvedd smérem
k nému. Naopak presné na opac¢né strané zemeékoule je gravitacni ptisobeni
Mésice nejslabsi (je to k nému nejdale), a voda se tedy naopak bude mit moznost
od Meésice vzdalit. Obé situace vytvori z pohledu zemského povrchu kopecek
zvany priliv.

Pokud bychom zili na dokonale tekuté planeté, nic dalsiho zvlastniho by se
ned€lo, Planeta by méla mirné elipsoidni tvar s nejdelsi osou smétujici primo
k Meésici a po povrchu by v souhlasu s timto bézela vlna, drzici se pfimo pod
Meésicem. Jenze nase realné oceany nejsou dokonale tekuté a pevnina uz teprve
ne. Takze kopecek ve skutecnosti pon€kud zaostava, chvili mu trva, nez se
zvedne, chvili, nez zas klesne.

ProtoZze Zemé se kolem své osy otoci rychleji, nez za jak dlouho ji obéhne
Meésic, bude tento kopecek unasen povrchem rotujici Zemé vzdy kousek pred
(ve smyslu rotace Zemé) misto, kde je Mésic v nadhlavniku. Co z toho plyne?
Predevsim to, ze gravita¢ni ptisobeni Zemé a Mésice nemtizeme aproximovat jen
dvojici kouli. Gravitacni sila ,navic“ pisobici mezi Mésicem a kopeckem bude
mit vzdy takovy smér, ze bude brzdit rotaci Zemé a urychlovat obéh Mésice
(smér obéhu Mésice kolem Zemé je totiz stejny jako smér rotace Zemé).* Pokud

4 Ovsem urychleni Mésice je tieba chapat s ohledem na jeho rychlost pohybu.
Protoze se zaroven bude vzdalovat od Zemé, obézna doba bude naopak klesat.
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vam vzajemné plisobeni neni jasné, zkuste si tfeba nakreslit obrazek, neni na
tom skutecné nic slozitého.

Takze vidite, ze padu Msésice na nasi hlavu se bat nemusime. Ale nao-
pak ndm pfilivové dmuti zpomaluje rotaci Zemé a odhdni Mésic pry¢ (¢im
rychleji obiha, tim dale od Zemé musi byt, s tim prisel uz pan Kepler, a mél
pravdu). Kdy to miize skonéit? No samoziejmé tehdy, kdy se kopedek po zem-
ském povrchu pfestane pohybovat. Jakmile bude stile na jednom misté, diive
zminéné ,zpozdovani“ se pochopitelné nijak neprojevi. Takova situace muze
nastat v okamziku, kdy se obézna doba Mésice vyrovna s dobou otocky Zemé.
Protoze priliv rotaci Zemé zpomaluje a rychlost Mésice zvysuje, budeme se
skutecné tomuto stavu blizit.

Ve skutec¢nosti pFiliv ovliviiuje i ptisobeni Slunce, i kdy# v mensi mife. Rikal
jste, ze to vas v prvnim pribliZzeni nezajima, takze jen doddm, ze kvidli vlivu
Slunce by se jesté musela doba rotace Zemé shodna s dobou obéhu Mésice podle
stejnych principi jesté navic vyrovnat s dobou obéhu Zemé kolem Slunce. Ale
to uz jsou skutecné ptilis vzdalené véci.

Vidim, Ze vas obecnymi tvahami uz zac¢indm unavovat a vy jste zajisté
chtél znat konkrétni ¢isla. Nuze do toho. Pro jednoduchost budu predpokladat,
7e Mésic obiha presné nad rovnikem a po kruhové draze. To sice neni tplné
pravda, ale pro nase ucely to bude dostatecné priblizeni, koneckoncti, sami za
chvili uvidite, ze ziskdme vysledky spise orientad¢ni.

Pokud zanedbavame vliv Slunce, mame co dé€lat jen s izolovanou soustavou
dvou téles, Mésice a Zemé. V takovéto soustaveé musi zajisté krome gravitacniho
zékona platit i zdkon zachovani hybnosti. Mechanické energie, to jest pohybova
a potencidlni, se zachovavat nemusi, vzdyt cely problém je o tom, Ze ji chceme
Cerpat.

Energii, kterou cerpame, mtizeme brat jen z celkové mechanické energie této
soustavy, tedy kinetické energie pohybu Zemé a Meésice, kinetické energie jejich
vlastni rotace a dale potencialni energie gravitacniho pisobeni. Mechanicka
energie se mezi témito slozkami ale bude prelévat tak, aby vse ztistalo poslusno
zakont pana Newtona. Dale uz vime, ze rozhodné nemiiZzeme ,spotfebovat‘
veskerou mechanickou energii, protoze v okamziku, kdy se sjednoti perioda
rotace Zemé a obéhu Mésice, ji uz nebude jak Cerpat.

Oznacme si nyni dilezité veli¢iny. Hmotnost Zemé je My a Mésice pak My;.

v

dyz, vzdalenost mésice dy;. Zfejmé musi platit
dz M, = dy My a dz +dy = d.

Perioda rotace Zemé (vuéi inercidlnimu sytému, tedy ,hvézdam*) budiz Ty a
perioda ob&hu Msésice (kterd je shodnd s dobou rotace Mésice — tato vazba
vznikla uz ddvno kvuli stale stejnym slapovym efektim a neni divod pied-
pokladat, Ze by byla v budoucnu porusena) bude Ty;. Polomér Zems je ry a
polomér Mésice ry.
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Sila, kterou na sebe Zemé a Mésic pusobi, je

Mz My
Fg =K T .
takového pohybu je svazana s dostfedivou silou, plati tedy®
N Mz’U% o
- dy Ty

MZdZ Fo—= MM’U%/[ _471'2 MMdM
e = =

F,
& dm T

Dobu obéhu méame pfimo svazanou se vzajemnou vzdalenosti:

My + M)
g = 72, "Mz + M),
M 472

Celkovou mechanickou energii soustavy vyjadiime postupné po jednotlivych

v

dava energii

27T2d%MZ 27T2d12v[MM _ 27r2 d_2 MzMM - MzMM

E rans — =
' T2 T2 TZ My + My 2d

Rotace obou téles ptida slozku®

2
MzTZ

2
Erot =d4r 5TZ2

9 MMrl%/[ 4_71‘2 (Mzr% MMrﬁ/I)

4 =
TS T\ 1 T2

A nakonec potencidlni energie gravita¢niho ptisobent:

Mz My

Epot =—K d

Dohromady tedy

E

47T2 MzT% MMTIZ\/[ MzMM
= — — K .
5 T2 T 2d
Pro soucasné hodnoty vzdalenosti a dob rotace vyjde 2,2 - 102° J. Vzhledem

k volnému urceni nulové potencidlni energie nelze tuto hodnotu chapat jako
celkovou energii ,,schovanou“ v systému, ale musime se vzdy zajimat jen o rozdil

5 vy

samozfejmé s mensim polomérem drahy) a obé télesa musi mit stejnou obé&znou
dobu, totiz Ty.

6 Moment setrva¢nosti koule o poloméru r a hmotnosti m rotujici kolem své

08y je Ixoule = %mrz. Zanedbavame zde fakt, ze jak Zemé tak Mésic nemaji

v celém svém objemu stejnou hustotu.
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mezi néjakymi dvéma stavy. V nasem pfipadé souCasnym stavem a stavem
s vazanou rotaci Zemé vic¢i Mésici.

Jaka tedy bude vzdalenost Zemé-Meésic a doba obéhu v zminéném meznim
pfipadé? Uz jsme zminil, Ze se musi zachoviavat moment hybnosti soustavy.
Spoctéme jej tedy.

Moment hybnosti koule o poloméru r a hmotnosti m rotujici s periodou T'

bude
2wl _ drmr?

T 5T
K tomuto vztahu, jednou pro Mésic a jednou pro Zemi, musime pridat jesté

moment hybnosti obéhu obou téles. Tedy ve vysledku (uvédomte si prosim, ze
miizeme séitat jen proto, Ze vSe rotuje a obihd ve stejném sméru):

Lkoule =

B 47TMz7’% N 47TMM7"12\/I n zﬁMzd% n ZWMMdi/I

L
5Ty 5T\ T T
I = 47 MzT% + MMrl%/[ 27Td2 MzMM
~ 5 Ty, T Ty Mz + My

Dosadime konkrétni hodnoty a mame
L = (0,70724 + 0,00002 + 2,84889) - 10** kg m?s ! = 3,56 - 103>* kgm?s~*.

Mizete si vSimnout, Ze rotace Mésice kolem jeho vlastni osy pfispiva k celko-
vému momentu zanedbatelné. To se da ocekavat, kdyz si uvédomime, Ze rotace
je pomald a jak polomér, tak hmotnost Mésice malé.

Mezni stav je, jak uz bylo zminéno, takovy, kdy T = Tz. Pokud to dosa-
dime do predchoziho vzorce, vyjde

L

1 (47TMz7‘% 4 Myryy

My M,
- . + 27 d? z M)
Twm

) 5 Mz + My

Jesté vyjadiime d pomoci Ty a dostaneme vcelku nepéknou rovnici

Ty =

L (4nMgr | Andrdc) Te® MMy [ k(Mg + My)\*®
L 5 5 L Mg+ My 42 ‘

Po dosazeni znamych hodnot véetné spocteného momentu hybnosti L, ktery se
zachovava, vyjde:

T = (0,00604s~1/3) . T3 4+ 171525

Tato rovnice ma pro kladné hodnoty Ty dvé feseni, 5,709 hodiny a 1246,3 h,
coz je 51,93 soucasného dne. Prvni feSeni nemtize nastat, protoze se, jak jsem
jiz ukézal, rotace Zemé bude zpomalovat. Zbyva tedy doba obéhu 1246 ho-
din a vzdalenost Zemé-Mésic témét dvojnasobna oproti soucasnosti, konkrétné
590 tisic kilometri.
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Pro tento stav nam vyjde celkova energie —2,47-10%% J. (Zaporné znaménko
neni chyba, protoze jsem nulovou potencidlni energii zadefinoval pro nekonec-
nou vzdélenost, a tudiz ma libovolna jina vzdéalenost potencidlni slozku energie
zZApornou.)

Slapové ptisobeni (pifliv a odliv) mé tedy k dispozici zhruba 2,4 - 1029 J
energie. Pro piedstavu, soucasna spotfeba celého lidstva je jen zhruba 5-1020J
za rok.” Neni t¥eba se tedy obavat, ze bychom mohli v dohledné dobé znac¢nou
¢ast vycerpat.

Ale tato energie bude mizet i tehdy, pokud by Zadné elektrarny neexistovaly.
Trfenim vodnich mas a nepruznou deformaci pevniny se preménuje na teplo a
zahtiva ocedny a Zemi viibec.

Vime, zZe vzdalenost Mésice od Zemé pomalu nartista, konkrétné o 38 mm za
rok.® To podle ndmi odvozenjch vztahtl pro dostiedivou silu odpovid4 nartstu
doby obéhu Ty 0 0,35 ms za rok. Mimo to jesté musi naristat doba rotace Zemé,
ze zakona zachovani momentu hybnosti plyne, Ze to bude zhruba o 17 us za
rok. Pokud dosadime tyto zmény do vjrazu pro celkovou mechanickou energii,
zjistime, Ze se takto ztrati asi 10%° J za rok. To je &islo srovnatelné s celkovou
spotfebou lidstva, ale maximalni instalovatelny vykon prilivovych elektraren
bude urcité mnohem nizsi, takze se neni tieba bat ani toho, ze prili§ urychlime
vzdalovani Mésice od Zemé.

Navic si musite uvédomit, zZe i touto rychlosti ,,mizeni“ kinetické energie by
trvalo dosazeni stavu vazané rotace 10° let. Navic postupem &asu s rostouci
vzdalenosti bude slapové pusobeni slabsi a energie bude mizet pomaleji. Za
podobny cas ale také s nejvétsi pravdépodobnosti vzroste zafivy vykon Slunce
natolik, Ze se ocedny na Zemi vypafi, ¢imZ (mimo jiné) ztrati pfilivové elek-
trarny svij smysl.

Marble

Uloha 3.3 — Dlazdéni (3b)

Zadani:

Alenka dostala za svou pomoc obchodnikovi malickou lahvicku s bledémodrou tekutinou a ze
samé Zizn€ ji ve vteriné vypila. Ani se nenaddla a jeji nohy se pocaly meuvéritelné rychle
zkracovat, hned za nimi ruce, krk i hlava. A najednou byla docela malickd, jako vSechno v tomhle
prazvlastnim svéte.

Moznd snad proto se vrdatila zpét do veliké mistnosti a nasla ty nejmensi dvere, které byly
primo uprostied a bez obav jimi prosla. Ocitla se na dlouhé cesté vedouci k lesu. Rozbéhla se
primo vpted. Probéhla krajem lesiku, kdyz zaslechla opravdu hlasitou hddku.

Uprostied cesty stdli dva muzici od hlavy aZ k paté oblecent do plechu. Sotva se jeden z nich
pohnul, plechové pldtky se na ném rozhoupaly a rozrincely na cely les. Preli se o jakousi tuze
sloZitou véc a jeden druhého vyzyval na souboj, v pripadé, Ze mu nedd za pravdu.

Do hovoru vstoupila Alenka a s neskryvanou ucasti se otdzala, co Ze to vlastné tesi. Oba
dva pdnové zacali jeden pres druhého Alence vysvétlovat.

" Dle http://www.bp.com.

8 Apollo Laser Ranging Experiments Yield Results, http://eclipse.gsfc.nasa.gov/
/SEhelp/ApolloLaser.html.
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,,Od krdlovny jsme dostali krabici dominovych kostek, vétsi, nez si zdaleka dokdZete pred-
stavit, a nékolik dlouhjjch ctvereckovanijch pdsi $iky nanejuys tyri ctverecky. Ctverecky na
pasech jsou vybarveny poriznu cerné a bile.

Krdlovna rozkdzala vydldzdit cernd pole dominem tak, aby je vSechny zakryla, ale zdroven
aby Zddna dominovd kostka nelezela na bilém ctverecku. Dominové kostky maji velikost dvou
Ctverecku a mdme jich dostatek pro vydldZdéni vsech cerngych ctverecku.“

Ve vstupnim souboru jsou pdsky zakresleny jako bitmapy, kde ,,0 znamend cerny a ,, 1% bily
Gtverecek. Jednotlivé pdsky (vstupy) jsou oddéleny prazdnym vddkem. Pro kaZdy pdsek musime
zjistit, jestli jde takto vydlazdit dominem. Pokud ano, vypiste na vystup ,ANO¥, pokud ne,
vypiste ,NE“. Pro i—ty pdsek se tak bude 7eseni nachdzet na i—tém tddku.

Priklad vstupniho souboru:

111111100001111111110111111
110000101111100011110110000
111000001110001111110111110
111111111111000011110100000

111111111111111110111100001
111000011011100000111000101
111110000011110000111100001
111111111000001111111111111

Prislusny vystupni soubor:

ANO

NE

Soubor se vstupnimi daty naleznete na adrese
http://mam.mff.cuni.cz/vstupy/r16-3-3-pasky.txt

No vidite a kdyz takovy ukol nesplnime, krdlovna ndm dd setnout hlavu.

Reseni:
Spravné feSeni této tlohy (vystupni soubor) mél vypadat takto:
ANO ANO NE ANO NE NE ANO ANO NE ANO ANO ANO ANO NE NE NE ANO ANO
NE NE ANO ANO ANO
Jak se slo k tomuto vysledku dobrat? Pokud pomineme rué¢ni vypliiovani ob-
délnickd v néjakém grafickém programu, poslali skoro vsichni fesitelé program
postaveny na stejném algoritmu (slovem ,étveredek” myslime erny ¢tverecek,
neni-li feceno jinak):
1. Pro kazdy c¢tverecek si spocitej pocet jeho sousedil
2. Dokud existuje ¢tverecek, ktery ma jenom jednoho souseda:
3. Umisti dominovou kosticku (jedna jeji polovina lezi na poli s pouze
jednim sousedem)
4. Prepocitej sousedy
5. Pokud ti vznikl ¢tverecek s nulovym poctem sousedi, vypis ,,NE®,
jinak vypis ,,ANO*

Tento algoritmus je hezky, ale ma jednu chybu, nefunguje. Pokud se v na-
Sem pasku vyskytne napt. dira 3x3, ktera urcité nelze vyplnit, algoritmus pfesto
zahlasi ,, ANO“. Nékteii z vas si toho v8imli a doplnili proto jesté podminku,
ze kazdé souvisla Cerné oblast se musi skladat ze sudého poctu policek. V pro-
gramu to vSak témér nikdo zapracované nemél. Otazka tedy zni, zda je kazda
souvisla oblast se sudym poctem policek, z nichz kazdé ma alespon 2 sousedy,
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vydlazditelna. Dikaz tohoto tvrzeni nikdo z feSitell nezaslal. Misto toho né-
kteri zkouseli pouzit na takovéhle utvary rekurzi — tento postup sice funguje,
ale ma pomérné nehezkou ¢asovou slozitost.

Ukazeme si jesté jedno feseni, které se ubira trochu jinym smérem. Pied-
stavime si, Ze na zaCatek pasku nastavime ukazatel a budeme se postupné
posouvat po sloupcich smérem vpravo. U kazdého sloupce si zapamatujeme,
jakym zptsobem pies néj muzou (ne)pfechdzet dominové kosticky. Napf. pro
tento sloupec:

1001

méme dvé moznosti: bud polozime kosticku pfes ob& dvé nuly (a pak mame
ptrechod do dalsiho sloupce 0000 — z4dn4 kosticka nepfesahuje), nebo polozime
2 pfesahujici dominové kosticky (a pak mame piechod do dalsiho sloupce 0110).
V kazdém kroku si tedy pamatuji, jakymi zptisoby mohou vypadat pfechody
do dalsiho sloupce. Pokud si budeme tento seznam moznych stavi udrzovat
tak, jak prochizime paskem (zleva doprava), miZzou ndm vyjit dvé moznosti.
Bud nam nezbude zddnd moznost jak postupovat dal — v tom pfipadé vypiseme
»NE“ nebo se dostaneme az na konec pasku — potom vypiseme ,,ANO*. Pro-
toze si v kazdém kroku priichodu paskem pamatujeme pouze konstantni pocet
moznosti (nejvyse 16) a kazdou moznost mizeme zaznamenat ¢islem od 0 do

15, mé tento algoritmus lineadrni ¢asovou slozitost vzhledem k délce pasku.
Honza

Uloha 3.4 — Klobouénik (2b)

Zadani:

Alenka samozrejmé obéma muZikim poradila, coZ rozhodné zlepsilo i jejich vzdjemné vztahy,
uz se totiz nehddali, naopak, pozvali Alenku na odpoledni sdlek c¢aje a partii Sachu ke kralovneé.
Pred branami zahrady Alenka potkala docela malého ¢lovicka s cylindrem dvakrdt vétsim, nez
on sdm.

»Jsem Kloboucnik a pFichdzim na partii Sachu ke kralovné,“ predstavil se.
,To je milé, také jsem byla pozvdna. Hrajete rad Sachy?“

,Rdd, ale pamatugjte si, Ze musite nechat vyhrat kralovnu, jinak bude zle.“ Alenka se ne-
chdpavé podivala na Kloboucnika a jisté by se rdda jesté zeptala, ale to uz byli v zahradé pred
kralovnou.

Alenka se uklonila a uz uZ se chystala k pozdravu, ale krdlovna jen prohodila: ,Posadte se,
zacneme. Prineste Sachy!“

Tak tedy zacali. Po chvilce vypadala rozehrand partie jako na obrdzku. Na zacdtku partie
vénoval bily hrdc¢ jednu figuru cernému (to znamend, Ze ji pred zacédtkem hry odstranil z Sa-
chovnice). Hra se pak vyvijela podle standardnich Sachovijch pravidel. Pozndte jakou figuru bily
obétoval?

Alenka ziejmé piilis neporozuméla Kloboucnikovym slovim a krdlovnu porazila.

wSetnéte ji hlavu, setnéte ji hlavu!“ pistéla krdlovna.
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Alence bylo v mZiku jasné, jak to chodi v téhle povedené krajiné. Nebylo ji to vSak nic
platné, nez se totiz stihla vzpamatovat, z kazdé strany ji drzela krdalovnina straz. Nastésti se
jim Alenka vytrhla a rozbéhla se ze vsech sil. . .

Reseni:

Nejdrive si v§imneme, ze bilému chybi dama a pésec, ktery na pocatku stal na
poli E2. Mohlo by se zdat, ze bily hra¢ na zacatku musel vénovat jednu z téchto
figur, coz ovsem nemusi byt pravda. Ale nepfedbihejme.

P1i zkoumani ¢ernych figur si vSimneme podezielého pésce na F6. Jak vime,
tak péSec se muze pohybovat pouze dopredu. V pfipadé, Ze bere jinou figuru,
tak se pohybuje do diagonaly. PéSec na F6 tedy na tomto poli musel vzit néjakou
bilou figuru. Mohl byt touto figurou bily p&sec? Nikoliv, nebot pred timto tahem
stal zkoumany Cerny péSec na poli E7, tedy jesté nedoslo k pohybu zadného
z Eernych pésct. Cerny hrac tak mohl vyjet pouze s jezdci. Oba jsou stale na
hracim poli. Pak se bily pésec, ktery byl na poc¢atku na poli E2 nemél jak dostat
na pole F6. A Cerny pésec tedy musel vzit jinou figuru.

Nabizi se, Ze by touto figurou méla byt dama a bily na zacatku vénoval
protihraci pésce. Je to vSak jediné mozné feSeni této situace? Opét musime
Fict, ze nikoliv. Zkusme se zamyslet, co by se stalo, pokud by se bily pésec
z pole E2 dostal na pole E8. Pak se, podle pravidel Sachu, pfeméni na damu,
vez, stfelce ¢i jezdce. Neni zaddny dtivod, aby se péSec nemohl na toto pole
dostat. Po par tazich mizeme dosahnout toho, ze ¢erny vezme bilou figuru na
poli F6. Pak Cerny ve svych tazich ,odklidi“ krale a bily péSec mize dojit na
toto pole.

Je vsak nutné si uvédomit, ze pokud by se péSec zménil na stielce, tak
by ztstal na tomto poli zablokovan, nebot s dernymi pé&Sci na polich D7 a
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F7 se nehybalo. Pokud by se péSec zménil na ddmu, tak bychom ji museli
nékde na Sachovnici vidét. Vzhledem k tomu, Ze tam neni, tak by musela byt
sebrana Gernym hrécem, ale pak by ndm nesedél pocet bilych figurek (jedna
byla vénovéana protihraci, jedna figura byla sebrana na poli F6 a pésec, ktery
se zménil na ddmu by byl sezran, ovSem chybéd pouze dvé bilé figurky). Bily
péSec se proto mohl proménit pouze na jezdce ¢i véz. Pak jezdec, ¢i véz mohly
byt sebrany na poli F6.

Chybéjici ¢erné figury (véZe na A8 a H8, stielec na C8) mohly byt sebrany
bilymi jezdci.

Dostavame tak ¢tyti feseni. Prvni pripad je, ze bily vénoval protihraci pésce.
A na poli F6 byla sebrana bild ddma. V druhém ptipadé bily na zacatku vénoval
protivnikovi damu, pak byl na poli F6 sebran bily jezdec ¢i véz a bily pésec dosel
na pole E8, kde se premeénil na jezdce ¢i véz. TTeti a ¢tvrty pripad jsou podobné.
Bily vénoval protivnikovi jezdce resp. véz. Na poli F6 byla sebrana dama a bily
péSec se na E8 preménil na vénovanou figuru.

Pravdépodobné se vam takto vylicené partije miazou zdat podivné. Ovsem
v zemi za zrcadlem se mize dit vSelicos. Pokud stale nevérite, Ze popsané partie
je opravdu mozné hrat podle pravidel, tak se podivejte na adresu http://mam.
mff.cuni.cz/zajimavosti), kde najdete ¢ast feseni od Mgr™ Filipa Hléaska,
ktery nasimuloval jednotlivé ptipady.

(R)adim

Uloha (2.5) — Mathematica (2b)

Zadani:
Nakonec pdr jednoduchy prikladi, na kterych si miZete své schopnosti s Mathematikou (pokud
k ni mdte pristup) zkusit. Jako Tesent posilejte zdrojovy kdd. Pokud k programu ptistup nemdte
a bylo by vam lito, Ze nemuzete soutézit o body z této ulohy, miZete poslat, jak by podle vds
mél zdrojovy kod vypadat a co si myslite, Ze by se mélo stat.
1. Vykreslenim grafu a spoctenim nékolika bodi na 42 desetinnijch mist se presvédcte,
Ze funkce (x72)°(1/2) a Abs[x] ddvaji stejné hodnoty.

Vysledek tohoto zdanliveé nesmysiného cviceni se muze hodit zndt, protoZe Ma-
thematica neumd zjednodusit funkci Abs [x] v redlngch cislech (ovérte zjednodusenim
rovnice Abs[x]1°2 == x°2), zatimco u alternativniho vyrazu ano (ovéite zjednodu-
Senim ((x~2)~(1/2))°2 == x72).

2. Zjednoduste vyrazy Va2 a (\/E)2 Pro¢ se vysledky lisi?

3. Spoctéte integral -
/ e dy
— 00

Sledujte, jak se vysledek zmént, pokud jako treti argument funkce Integrate ddte
logickou podminku, Ze av je vétsi nez nula. Jako o skutecné pouZijte teckou alfu!

1. Prislusné grafy vykreslite jako
Plot [{(x72)~(1/2) ,Abs[x]},{x,-5,5},PlotRange->All] ,
tim se vykresli pres sebe, takze vidite, ze zadny rozdil funkci
nevidite. Vy¢isleni na 42 desetinnych mist muzete udélat jako
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N[(x"2)"(1/2), 42], N[Abs[x], 42]

Ovérit, co Mathematica umi zjednodusit mizete prikazy:
FullSimplify[Abs([x]"2 == x°2] ,
FullSimplify[((x"2)"(1/2))"2 == x~2]

V jednom pfipadé dostanete piivodni rovnici, v druhém dostanete
hodnotu True, znadici, Ze rovnice je vzdy splnéna.

2. Pouzijeme piikaz

FullSimplify[(x~2)~(1/2)] ,
FullSimplify[(x~(1/2))"2]
Vysledky se budou lisit, protoze odmocninu nelze v komplexnich ¢is-
lech obecné roztrhnout, zatimco druhou mocninu ano. (MoZné znéte
znamy trik 1 = /1 = /=1-—1 = /—1y/—1 = i?® = —1). Proto se
vysledek prvniho prikazu nezjednodusi, ale druhého ano.
3. Pouzijete prikaz
Integrate[E~ (- ESC a ESC x"2), {x,- ESC inf ESC, ESC
inf ESC}]
Vysledkem bude logickd podminka, kterd fika, ze integral mize byt
vy¢islen jen kdyz « je vétsi nez nula. Pfidame-li
Integrate[E~ (- ESC a ESC x~2), {x,- ESC inf ESC, ESC
inf ESC}, Assumptions-> ESC a ESC > 0] ,
integral se vypocte rovnou.

Konference Krasno 2009

Znaky délitelnosti
Mgr™ Petra Vahalova, Mgr™ Martina Bekrovd,
Dr™ Michaela Kochmanova

Kazdy z nas si jisté jiz ze zédkladni skoly pamatuje poucky pro délitelnost cisel
dvéma, tiemi, péti atd. Ale mélokdo asi vi, jak urcit délitelnost ¢isla napii-
klad sedmickou, tfinactkou ¢i tficet sedmickou. V nasi konfefe jsme zkoumali
nejen, pro¢ plati jiz zminéné poucky a jak to dokazat, ale také, jak zjistit dé-
litelnost ¢isla libovolnym jinym ¢islem. A to hned nékolika rtznymi zpisoby.
Rozebrali bychom pfedevsim univerzalni kongruence, ale samoziejmé zminime
i dalsi, casto velmi zajimavé zptisoby urcovani, zda je néjaké ¢islo délitelné
jingym danym ¢&islem, & nikoliv. Af uz vSak vyuzijeme libovolnou metodu, cil
bude u vSech stejny — zjednodusit ¢islo natolik, abychom jeho délitelnost danym
¢islem dokézali jiz sami bez problému urcit. Chcete-li se o této problematice
dozvédét vice, pohodlné se usadte a pokracujte ve ¢teni.
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Z3akladni poucky

Délitelnost 2
Obecné muiZzeme Fici, Ze vSechna suda ¢isla jsou délitelna 2. Cislo je tedy déli-
telné 2 praveé tehdy, je-li jeho posledni cifra délitelnd 2.
Libovolné ¢islo mizeme zapsat ve tvaru:

@y azaiag = 10"a, + ...+ 10%as + 10ay + 10%q
=2-5(10""ta, 4+ ... 4+ 10az + a1) + ao

Prvnich n — 1 cifer je vzdy délitelnych 2. Aby tedy bylo celé ¢islo délitelné 2,
musi byt i posledni cifra ag délitelna 2.

Jelikoz plati: 10 = 2 - 5, je délitelnost 5 a 10 analogicks jako u 2. Cislo je
délitelné 5, resp. 10 pravé tehdy, je-li jeho posledni cifra délitelna 5, resp. 10.

Délitelnost 2™

Aby bylo ¢islo délitelné 2™, jeho poslednich n cifer musi byt délitelnych 2™.
Kazdé ¢islo miizeme zapsat:

@ aza1do = 10™a, + ... 4+ 10%a5 + 10%ay + 10%,

Napriklad ¢islo je délitelné 16 praveé tehdy, jsou-li posledni 4 cifry délitelné
16 (16 = 24).

@y - azarag = 245*(10" *a,+. . . 4+10%a5+10a4)+103a3+10%az+10 a; +10%g

Prvnich n — 4 cifer je vzdy délitelnych 16 (24). Aby bylo celé ¢&islo délitelné 16,
musi byt i posledni 4 cifry (103a3 + 10%as + 10%a; + 10%g) délitelné 16.
Opét analogicky plati i pro 5™ a 10™.

Délitelnost 3 a 9
Podle binomické véty plati: 3 | (9+1)" — 1, tj. ¢islo 3 déli ¢&isla 9, 99, 999, 9999
atd.

Libovolné &islo lze zapsat: Gy, ... aza160 = 10%a, + ... + 10%2as + 10'a; +
+10%0 = (9 +1)"an + ...+ (9+1)%2az + (9 + 1)a1 + ap Po ,vyskrtnuti* viech
¢lentt s 9, tj. ¢lenu, které v kazdém pfipadé budou délitelné 3, ndm zistane
an + ...+ as + a1 + ag, coz soucet jednotlivych cifer ¢isla.

Cislo je délitelné 3, pokud je soucet jeho cifer délitelny 3.

Délitelnost deviti je podobnd jako u ¢isla 3, protoze 9 | (9 + 1)™ — 1. Aby
bylo celé ¢islo délitelné 9, musi byt soucet jeho cifer délitelny 9.

Zjistovani délitelnosti pomoci kongruence

Kongruence

Dveé ¢isla jsou kongruentni, pokud dévaji po déleni urcitym ¢islem stejny zbytek.
Matematicky zépis: a = b (mod n) < n | (b—a). Napiiklad 31 =24=17=3
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(mod 7), neboli 31 je kongruentni s 24, 17 a 3 modulo 7. To znamen4, Ze pii
déleni 7 davaji vSechna tato Cisla stejny zbytek. Pfi pocitani s kongruencemi
1ze do jisté miry uplatnit stejné operace jako pfi FeSeni rovnic. Pozor si musime
dat akorat u déleni.

Této ekvivalence ¢isel jsme vyuzili pfi zjiStovani znakt délitelnosti dal§imi
¢isly. Postupné jsme ,,modulili“ mocniny 10 a hledali periodu opakovani. Zbytky
po déleni jsme Casto z praktickych divodi prevadéli do zapornych hodnot tak,
aby absolutni hodnota ¢isla byla nejmensi mozna.

Délitelnost 11
P11 zjistovani znaku pro délitelnost libovolného ¢isla 11 jsme postupné urcovali,
jaké zbytky davaji mocniny 10 (10™;n =0,1,2,3,...) pfi déleni ¢islem 11.
1=1 (mod 11)
10=10=-1 (mod 11)
10°=1 (mod 11)
10°=10-10°=-1-1=—1 (mod 11)
102 d4va po déleni 11 stejny zbytek jako 1 (10°), tj. zbytek 1. To znamené, 7e
jsme nasli periodu.
Cislo je délitelné 11, pokud rozdil souctu cifer na lichych pozicich (davaji
zbytek 1) a souctu cifer na sudych pozicich (dévaji zbytek —1) je délitelny 11.

Napiiklad pro 83195872341 médme 8 —=34+1—-9+5—-8+7—-24+3—-4+1 = —1.
Tedy 83195872341 = —1 (mod 11) a ¢islo 83195872341 neni délitelné 11.

Délitelnost 7
Pii uréovéni délitelnosti éisla éislem 7 jsme opét postupné zjistovali, jaké zbytky
déavaji mocniny 10 pfi dé€leni ¢islem 7.
1=1 (mod7)
10=3 (mod 7)
10°=2 (mod 7)
10°=6=—-1 (mod 7)
10*=4= -3 (mod 7)
10°=5=-2 (mod 7)
10°=1 (mod 7)
10°=10-10°=3-1=3 (mod 7)
105 davéa po déleni 7 stejny zbytek jako 1 (10°), takZe jsme nalezli periodu.

MizZeme si véak v§imnout, ze 103 s 10°, 10* s 10! a 10° s 10? maji hodnotu
zbytku lisici se pouze znaminkem. Proto jiz pfi objevu takové mocniny 10, ktera
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dava zbytek —1, lze snadno zjistit aplnou periodu a tedy i utvorit kompletni
pravidlo pro déleni libovolného ¢isla sedmi.

Cislo a,, ... aza1ao je délitelné 7, pravé kdyz plati: ag + 3a1 + 2a3 — az —
—3a4—2a5+ag+...=0 (mod 7)

Jiny zplsob urlovani délitelnosti Cisel 7

Skrtneme posledni cifru a od zbytku ode¢teme jeji dvojnasobek.

Cislo, u néhoz zjistujeme, zda je délitelné 7, lze zapsat ve tvaru 10z + v,
kde y znaci posledni cifru ¢isla a x vSechny zbylé cifry. Po Skrtnuti posledni
cifry a odecteni jejiho dvojnasobku od zbytku, dostaneme ¢islo, které lze zapsat
x — 2y. Pokud bylo pivodni délitelné 7, bude i noveé vzniklé a naopak. Tedy
plati 7| 10z + y <| x — 2y.

Platnost uvedena ekvivalence dokdzeme, kdyz pomoci ekvivalentnich tprav
prevedeme vyraz na jedné strané na vyraz na druhé strané.

10(x — 2y) = 10x — 20y
102 — 20y + 21y = 10z +

Za ekvivalentni upravy zde povazuje vSechny, které zachovavaji, zda je ¢islo dé-
litelné 7. Tedy napiiklad ndsobeni &islem nesoudélnym se 7 (vyuzivame v prv-
nim kroku, kdy ndsobime 10) nebo pfic¢teni ¢i odecteni ndsobku 7 (v druhém
kroku pfic¢itame 21y).

Zkusme tuto metodu na ptikladu

8319587234 — 831958723 — 2 - 4 = 831958715
— 83195871 — 2 -5 = 83195861
— 8319586 — 2 - 1 = 8319584
— 831958 — 2 -4 = 831950
— 83195 —2-0 = 83195
— 8319 —2-5=28309
—830—-2-9=2_812
—81-2-2=177

A protoze 7 | 77, plati, ze 7 | 8319587234.
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Délitelnost 13
I pii zjistovani, zda je ¢islo délitelné 13, 1ze opét vyuzit kongruence. Opét jsme
tedy urcovali, jaké zbytky davaji mocniny 10 pfi déleni ¢islem 13.

1=1 (mod 13)
10=10=-3 (mod 13)
10°=9= -4 (mod 13)
10°=12= -1 (mod 13)
10* =3 (mod 13)
10°=4 (mod 13)
10°=1 (mod 13)

105 davéa po déleni 13 stejny zbytek jako 1 (tj. zbytek 1), takZe jsme nalezli
periodu. 10% a 1 maji po déleni 13 zbytek lisici se pouze znaménkem. To nam
staci pro nalezeni prvni poloviny periody, druha polovina periody bude mit pak
vzdy jen opacnd znaménka nez prvni polovina.

Opét mizeme pouzit i jiny zptsob. Tentokrat skrtneme posledni cifru a ke
zbytku pficteme jeji ¢tyFnasobek. Matematicky zapis: 13 | 10z+y < 13 | x+4y.
Dikaz: 10(z+4y) = 10x+40y (10 je nesoudélné s 13) a 102440y —39y = 10x+y
(39 je ndsobkem 13; 39 = 3 - 13)

Jiny zplsob pro uréovani délitelnosti obecné

Metoda urcovani znakt délitelnosti pomoci kongruence je univerzalni a lze ji
tedy pouzit u libovolného ¢&isla. Jen je pravdépodobné, ze u zjistovani délitel-
nosti vétsimi ¢isly bude postup komplikovanéjsi a zdlouhaveéjsi.

U délitelnosti 7 a 13 jsme uvedli i jiné zpisoby urcovéni, zda je dané ¢islo
jimi délitelné ¢i nikoli. Obecné lze Fici, ze Skrtneme nékolik poslednich cifer
(nejéastéji 1) a od zbytku odecteme nebo ke zbytku pficteme jejich nékoli-
kanasobek. Kolik cifer mame skrtnout a jejich kolikanasobek mame pficist ¢i
odedist, si miizete prohlédnout v tabulce® k2.1.

»Nahodné"” znaky délitelnosti
Tyto znaky délitelnosti nazyvame ,ndhodné“, protoze pri ,ndhodném* vynaso-
beni nékolika ¢isel dostaneme soucin, ktery se o jednicku lisi od néjaké mocniny
10. Tato vlastnost nam pak umozni ¢islo, jehoz délitelnost danym ¢islem ur-
¢ujeme, zjednodusit do tvaru, z kterého jiz snadnéji uréime, zda je, ¢i neni
délitelné danym cislem.

Délitelnost 27 a 37

Vsimli jsme si, ze 27 - 37 = 999 = 103 — 1. Desitka se zde objevuje ve 3.
mocning, proto ¢islo, jehoz délitelnost zjistujeme, rozdélime na trojice (skupiny

9 Tabulka poch4zi ze stranky http://mathforum. org/k12/mathtips/ward3.html
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X N K | + nebo — X N K | + nebo —
3 1 1 + 41 1 4 —

7 1 2 - 43 2 3 -

9 1 1 + 47 2 8 +

11 1 1 - 49 1 5 +

13 1 4 + 53 2 9 -

17 1 5 - 59 1 6 +

19 1 2 + 61 1 6 -

23 1 7 + 67 2 2 -

23 2 3 + 71 1 7 -

27 1 8 - 79 1 8 +

29 1 3 + 81 1 8 -

31 1 3 - 89 1 9 +

37 1 11 - 89 2 8 -

37 3 1 +

Tabulka k2.1: X ¢islo, jimz délime,‘ é\f pocet skrtnutych cifer, K nasobek
cifer.

po 3 cifrdch; brano od konce). Nasledné trojice sedteme, a je-li jejich soudet
délitelny 27, resp. 37, poté i ptivodni ¢islo je délitelné 27, resp. 37.

Napiiklad pro Sesticiferné é&islo 10%as + 10%as + 103as + 10%as + 10%a; +
+ 100(10 = 103(102(15 + 10(14 + (13) + 102(12 + 10(11 +ag = (999 + 1)(102(15 +
+10a4 + a3) + 10%az + 10a; + ap = 999(102a5 + 10a4 + a3) + (10%a5 + 10a4 +
+a3) +10%a2 + 10a; + ag Vyraz nasobeny 999 bude vidy délitelny 27, resp. 37,
proto nas dale nemusi zajimat. Po odstranéni vSech vyrazi, které budou vzdy
délitelné 27, resp. 37, nam zustane jiz jen soucet trojic cifer.

Konkrétni priklad: 8319587234 rozdélime na 8, 319, 587, 234. Potom secteme
234+ 587+ 319+ 8 = 1148, to opét rozdélime. Tentokrat na 148 + 1 = 149. 149
je prvocislo, tedy 27 ani 37 nedéli 149. A proto také 8319587234 neni délitelné
27 ani 37.

Délitelnost 41 a 271 (a 9)
Dal$im zajimavym soucinem je: 41 - 271 -9 = 99999 = 10° — 1. Zde se 10
vyskytuje v 5. mocninég, proto ¢islo rozdélime na pétice (brano od konce). Je-li
jejich soucet délitelny 41, resp. 271, pak i ptvodni ¢islo je délitelné 41, resp.
271.
Délitelnost 73 a 137

Také soucin ¢isel 73 a 137 se o jednicku lisi od mocniny 10, konkrétné od 4.
mocniny. Tentokrat je vsak o 1 vétsi nez dand mocnina 10. Postup pfi urco-
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véni délitelnosti bude podobny jako v pfedchozich pfipadech, avsak se ndm do
vypoctl zapoji i zaporné znaménko.

73 - 137 = 10001 = 10* + 1 Cislo 10 se zde vyskytuje ve 4. mocniné, proto
¢islo rozdélime na étvetice (od konce). Ty pak st¥idavé od¢itame (sudé ¢tvefice
od konce) a pFic¢itame (liché ¢tverice). Je-li vysledek délitelny 73, resp. 137, pak
i ptivodni ¢islo je délitelné 73, resp. 137.

Naptiklad 109a9 + 108ag + 107a7 + 106a6 + 105a5 + 104a4 + 103a3 + 102a2 +
+10%a; + 10% = 108(10ag + ag) + 104(103a7 + 10%ag + 10as + a4) + 103a3 +
+10%a2+10%a; +10°%0 = (73,137—1)2(10a9+ag)+(73,137—1)(103a7+10%as +
+10a5+a4) +103a3+10%a3+10'a; +10%. Po roznasobeni a odstranéni ¢lent,
které budou vzdy délitelné 73, resp. 137, nam zistane jiz jen soucet Ctveric,
pfifemz kazdd sudd ¢tvefice od konce bude mit zdporné znaménko ( —1 ve
vyrazu 73-137 — 1 p¥i umocnéni na lichou mocninu nezméni své znaménko).

Konkrétné treba 8319587234 rozdélime na 83, 1958 a 7234, 7234 — 1958 +
+ 83 = 5359 a protoze 73 ani 137 nedéli 5359, ani 8319587234 neni délitelné 73
ani 137.

Délitelnost 101

Cislo 101 lze zapsat jako 100 + 1, tedy 101 = 102 + 1. Situace je tedy podobna
jako pfi zjistovani délitelnosti ¢isel &isly 73 a 137. Cislo, jeho# délitelnost zjistu-
jeme, rozdélime na dvojice (od konce), které nasledné stiidavé odéitame (sudé
dvojice od konce) a pFic¢itdme (liché dvojice). Je-li vysledek délitelny 101, pak
i ptivodni ¢islo je délitelné 101. V opac¢ném ptipadé délitelné neni.
Zkusme opét 8319587234. To rozdélime na 83, 19, 58, 72, 34. Se¢teme 34 —
— 72+ 58 — 19+ 83 = 84. 101 nedéli 84, takze 8319587234 neni délitelné ¢islem
101.
Kuba

Systém METAPOST

V casopise M&M méame v zdsade dva druhy obrézkov — kreslené ilustracie (1is-
ticky) a potom rézne grafy, schémy, nacrtky... Kym listicky sa kreslia rucne,
potom skenujd, prevadzaju na vektorovy formdt a dalej upravuju, ostatné ob-
razky vznikaju v METAPOSTe. METAPOST je programovaci jazyk, v ktorom
st obrazky popisané podobne ako v postupe, ktory si pisete pri konstrukénych
tlohach na hodine matematiky. Tak napriklad bod A na stradniciach (1 cm,
1,5 cm) sa zapise ako

pair a, b;

a=(1cm,1.5cm);

Pridajme teraz bod B napriklad ako

b=(5cm,-2.3cm) ;



B XVI/5 29

a konecne nieco aj nakreslime, pretoze doteraz sme iba ukladali informacie do
paméti:

draw a--b;

Aby sme boli schopni k6d METAPOSTom prelozit, budeme musiet pridat este
uvod a zéver, teda jednoduché prikazy (makra)

beginfig(cislo) ;

prikazy

endfig;

dalsie obrdzky, teda bloky beginfig, endfig
end.

kde ¢islo pouzité ako argument beginfig bude pripona vystupného obrazku
a meno bude zhodné s nézvom suboru, v ktorom budd obrazky ulozené. Ak
teda v stibore obrazky .mp budeme mat beginfig(1001) ; a spustenim prikazu
mpost obrazky!'® ho nechame prelozif, v§stupom bude okrem iného aj stibor
obrazky.1001. Vystupné stbory st vo forméate Encapsulated PostScript c¢o
v skratke znamen4, Ze sa napriklad hodia na vlozZenie do TEXového dokumentu —
stadi v plainTEXovom dokumente pouzit makra na to uréené pomocou

\input epsf

\epsffile{obrazok.1}

Pokrac¢ujme teraz v kresleni obrazku kruznicou so stredom v bode (—2 cm,
1cm) a polomerom 2 cm:

draw fullcircle scaled 4cm shifted (-2cm,1cm);

Prvykrat sa stretavame s transformaciou. V tomto pripade ide najprv o zvicse-
nie, ktorym sa dlzka jednotkovej tisecky (priemer jednotkovej kruznice v pred-
definovanej premennej fullcircle) prediZi na 4 cm a potom o posun do prislus-
ného bodu. Keby sme poradie tychto transformacii vymenili, zvic¢sovala by sa
posunutd kruznica aj s prislusnym posunutim. Okrem tychto dvoch transfor-
maécii existuje eSte otodenie okolo pociatku stiradnic o Iubovolny uhol rotated
uhol, otocenie okolo Tubovolného bodu rotatedabout (bod, whol), osova su-
mernost reflectedabout (bod, bod), skosenie slanted cislo, zviac¢Senie iba
v jednej osi xscaled a yscaled a identita identity. Transformécia je aj

10 METAPOST je obvykle sti¢astou instalacie TXu.
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zvlastny datovy typ, ktory predstavuje Sest nezavislych zloziek transformacnej
matice. Ku kazdej transformacii méZeme skiusit najst inverzna pridanim slovka
inverse. Okrem kruznice mame preddefinovany aj stvor¢ek unitsqare a hornta
polkruznicu halfcircle.

Preddefinovand kruznica, preddefinovany stvoréek a aj nas zapis z prvého
prikladu a--b st premenné typu path, ¢ize cesta. METAPOST pracuje s ces-
tou v parametrickom tvare a pouziva kubické (Beziérove) krivky. Zdkladny
zapis spojnice dvoch bodov je a..b, pricom moézeme METAPOSTU povedat
aj ktorym smerom mé krivka do bodu vchéadzat, a ktorym vychédzat:

a{dir 30}..tension 2..{dir 15}b

Smer sa po¢ita proti smeru hodinovych ruciciek od smeru osi z a METAPOST
pracuje prakticky bez vynimky so stuptiami, pouzit sa vSak daji aj preddefi-
nované konstanty left, right, up a down. Parameter tension udava v tomto
pripade ,napétie” krivky — ¢im napnutejsia, tym ostrejsie sa zataca. Najniz-
Sia mozné hodnota tension st tri Stvrtiny. Ak chceme, modZeme priamo urcit
takzvané ,kontrdlne body“ Beziérovej krivky pomocou controls.

Tym sa dostavame k vyjadreniu éisel, ktoré METAPOST pouziva. Cisla st
uloZené v premennej typu numeric, ktord s krokom 1/65536 moze dosahovat
maximalnu hodnotu 4096 (konstanta infinity zodpovedd o jeden krok nizsej
hodnote, teda 4096 — 1/65535), pri¢om medzivysledky mozu byt az osemkrat
vicsie. Pokial netusite, akii hodnotu mé vypocitand premennd, napiste proste
show premennd; a METAPOST vam aktualnu hodnotu vypiSe pri spracovani
stboru na obrazovku. Zakladnou rozmerovou jednotkou METAPOSTu je jeden
PostScriptovy bod bp, teda 1/72 palca, ale METAPOST pozné aj tlac¢iarenské
body pt, milimetre mm, centimetre cm a palce in.

Ale spiit k cestdm. METAPOST dokéze s cestami rozne veci. Nie je problém
néjst prieseénik dvoch ciest'!, vybrat z cesty Iubovolny bod, cestu Iubovolne
orezévat, ur¢it doty¢nicu alebo dlzku.

Cestu METAPOST popisuje parametricky, ¢ize ako (x(¢),y(¢)), pricom ¢ je
Napriklad zépis point cas of cesta by mal vratit siradnice bodu s prislusnym
¢asom. Ale ako sa vztahuje ¢as k ceste? Cestu sme uz zapisali ako spojnicu
bodov, teda napriklad a..b..c..d..e. V tomto pripade je v bode a cas 0,
jej koniec, avSak v pripade uzavretej cesty (koné¢i ,bodom“ cycle) dostaneme
bod, ktory zodpoveds zadanému ¢asu modulo dizka cesty. Ked uz sme pri tej
dlzke, zistime ju jednoduchym prikazom length cesta. Pokial chceme z cesty
vybraf iba jej ¢ast, pouZijeme prikaz subpath pdr of cesta. Parom je v tomto
pripade usporiadand dvojica pociatoéného a koncového Casu zapisand uplne
rovnako ako stradnice bodu (ostatne ide o rovnaky typ premennej, len inak

.....

POST priesecnik nenasiel, len sa horsie odhaduje, ktory z nich to bude.
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.....

pokial ju chceme zobrat odzadu inde, pouzijeme pred cestou slovo reverse.
Smernicu dotyc¢nice k ceste najdeme prikazom direction cas of cesta a aby
to bola smernica jednotkova, pouzijeme na nu este prikaz unitvector, inak
bude maf prakticky Iubovolnt dizku. Onen prieseénik dvoch ciest najdeme
prikazom cesta intersectiontimes cesta, priCom vystupom je usporiadana
dvojica ¢asov — pre kazdu z ciest jeden. Nijak nas uz neprekvapi, Ze makro cesta
cutbefore cesta, ktoré vrati kus prvej cesty od jej zaciatku az po priesecnik
s druhou cestou je len kombindciou makier intersectiontimes a subpath.
Napokon eSte spometime, ze pokial nam nestaci dizka cesty v akomsi ,case®,
mézeme sa dopytaf aj na dlzku obliku v bodoch prikazom arclength cesta.

Pri praci s cestami som sa uz dostal k datovému typu usporiadanej dvojice,
ktory sa v METAPOSTe zapisuje ako pair. Videli sme uz, ze tento par zdaleka
nemusi reprezentovaft len stradnice bodu v rovine. Obvykle sa na zépis bodov
pouzivaju preddefinované premenné'? z0, z1, z2, ...Na vyber jednej zlozky
paru sa nam budu hodit prikazy xpart a ypart.

Aj ked na to obrézky v ¢asopise nevyzeraji, METAPOST vie pracovaf aj
s farbami. M4 na to dokonca dva datové typy a to color (ekvivalent rgbcolor),
ktory je usporiadanou trojicou Cervenej, zelenej a modrej zlozky (pre farbu st
pripustné hodnoty od nula do jedna) a cmykcolor, ktory pracuje s tlaciaren-
skym Standardom c¢iernej, purpurovej, zltej a aztrovej farby. Podobne ako sme
videli ,,zneuzitie“ paru na iné veci ako len stradnice bodu, mézeme aj farby
vhodne vyuzif na iné veci — napriklad na pokusy s 3D grafikou. Ekvivalentom
xpart a ypart je pre RGB farbu redpart, greenpart a bluepart.

Délezitym datovym typom je nepochybne aj pero, pretoze tym sa vSetko
kresli. Typickym preddefinovanym perom je pencircle (teda okruhle pero,
predvolené vo velkosti 0,5; existuje aj pensquare) a pokial ho chceme v inej
velkosti (ind hrabku éiary), pouZijeme

pickup pencircle scaled wvelkost;

¢im METAPOSTu povieme, Ze chceme dalej pouzivat prislusné pero. Mdzeme
dokonca vybrat zvlastne pero iba pre jeden nakres

draw a..b withpen pero;

Viacerych asi prekvapi, ked prezradim, Ze tak zadkladny prikaz ako draw je
vlastne makro. Preklad4 sa totiz na nieco ako (zélezi ale na tom, ¢o konkrétne
na mieste ... kreslime)

addto currentpicture ... withpen currentpen;

¢o sa dé prelozit ako ,pridaj do aktudlneho obrazku ... posledne pouZitym
perom“. Pokial pri nasom kresleni pouzijeme dalsi prikaz withpen, bude sa

12V skuto¢nosti st to makra
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kreslit nami vybratym perom, pretoze METAPOST si zapaméta iba poslednt
nastavend hodnotu.

Zatial sme v tichosti prehliadli pouzitie premennej typu picture nazvanej
currentpicture v priklade s makrom draw. Klasické vyuzitie ma pri tom pre-
mennd picture napriklad ked chceme hotovy obrazok zmensit, alebo otodit:

picture a;

a:=currentpicture;
currentpicture:=nullpicture;

draw a scaled .5 rotated 30;

V preklade teda vytvorime obrazkovi premennt, nasledne do nej priradime'?

obsah aktuélneho pracovného obrazku (,rysovacej dosky“) potom vyprézdnime
rysovaciu dosku a napokon na ¢isti nakreslime obsah premennej a zmenseny
na polovicu a otoceny o tridsat stuptiov. MoZnostou ako sa vyhnut tejto kon-
Strukcii je kreslit rovno do premennej (teda na int ,rysovaciu dosku® ako
currentpicture) pouzitim

obrdzok:=image (kresliace prikazy) ;

Obvykle pouzijeme tento sposob, ked chceme nejakt cast obrazku viackrat
opakovat.

Na zaciatku sme tvrdili, Zze prikazy METAPOSTu sa podobaju zépisu po-
stupu v geometrii. Jednym z obvyklych bodov postupu je ndjdenie prieseéniku
dvoch priamok.

z0=whatever[z1,z2] =whatever[z3,z4];

KTItac¢ové slovo whatever (teda ,Cokolvek*) v tomto pripade zastupuje Tubo-
volné, zatial nezname, ¢islo. Tymto prikazom sme METAPOSTu povedali, Ze
bod z0 lezi niekde na priamke urcenej bodmi z1 a z2 a niekde na priamke
uréenej bodmi z3 a z4. Pokial hladany priesecnik existuje, METAPOST ho
najde. Zapis [pdr,pdr] je ale uzitoény aj na iné veci, tak napriklad .5[z0,z1]
je stred tsecky z0,z1, 2[z0,z1] je zas jej dvojnasobné predizenie. Slovom
whatever mozeme tiez nahradit len jednu zo zloziek (suradnic). Jedinym limi-
tom je v tomto pripade nutnost pouzit linedrne rovnice a ich stistavy. Zlozitejsie
rovnice METAPOST riesit nevie.

Schopnost METAPOSTu dopoéitavat mdzeme pouzit napriklad aj pri defi-
novani transforméacie. T4 funguje jednoduchym sposobom

pdr=pdr transformed transformdcia;

13 ;= je prikazom priradenia, = rovnostou. Pokial budi v rozpore dve rovnosti,

METAPOST sa bude stazovat, Ze rieSenie neexistuje. Priradenie presne podla
nazvu priradi premennej hodnotu bez ohladu na jej predchadzajuci obsah.
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Tromi takymito rovnicami dokéZeme nadefinovat zatial nezndmu transforma-
ciu.

Na kreslenie prerusovanou ¢iarou pripojime za prikaz draw slovko dashed a
zan nazov premennej, v ktorej mame vzor ulozeny. Typicky priklad je pouzitie

draw cesta dashed evenly scaled .5;

KTItacové slovo evenly skryva zdkladnt ¢iarkovand ¢iaru (Glarky aj medzery
maji dlzku 3bp), pod slovom withdots sa skryva ¢iara bodkovana. Zmena
velkosti na polovicu v tomto pripade skrati ¢iarky aj medzery na polovicu a
teda zahusti ¢iarkovanie.

Na kreslenie Sipiek zas slizi drawarrow, alebo drawdblarrow na Sipku oboj-
stranna.

Na vyfarbenie uzavretej plochy pouzijeme £ill wuzavretd cesta withcolor
farba, popripade filldraw.

Do obréazkov ¢asto potrebujeme vlozit text — titulok, alebo oznadenie bo-
dov a podobne. Na tieto tlohy slizi makro label. LepSie ako zlozity popis su
priklady:

label.ulft(btex Nadpis grafu etex, .5[z2,z3]);

dotlabel.bot(btex $5\,{\rm cm}$ etex, z0);
napis=thelabel (btex $Q$ etex, origin);
unfill bbox napis; draw napis;

Prvy priklad vysddza népis ,Nadpis grafu“ vlavo hore (preto upper left za
bodkou) od stredu tsecky z2,z3. Klucové slova btex a etex vymedzuju blok,
ktory METAPOST po spusteni posle na prelozenie TEpXu. Dalsie moznosti
umiestnenia st top, bottom, left, right a vSetky ich zmysluplné kombinéacie,
v ktorych sa top nahradza upper a bottom zas lower. Druhy priklad okrem
samotného napisu obsahuje aj prikaz pre vyznacenie bodu, ku ktorému napis
patri, bodkou. Treti priklad najprv ni¢ nekresli, len prislusny (TEXom spraco-
vany) napis ulozi do obrazkovej premennej napis. Na poslednom riadku pri-
kladu sa deji postupne dve veci. Prvy prikaz prekresli farbou pozadia (obvykle
biela; ¢ize vlastne vymaze) obdlznik, ktory zodpoveda tzv. ,bounding boxu* !4
tohto napisu a dalsim prikazom ho nakresli. KIi¢ové slovo origin neznamen4
nic¢ iné, len pociatok suradnicovej sustavy, teda par (0,0).

Zatial sme nespomenuli, Ze je mozné jednotlivé bloky prikazov balit do
okruhlych zatvoriek (to napriklad ked sa chceme uistit, Ze sa prislusné trans-
formadcia uplatni na cel cestu a nie len na jej posledny bod, alebo obecne podTa
pravidla ,nefunguje to ako md, dam to do zatvoriek*), alebo do begingroup

14 Je to najmensi obdliznik so stranami rovnobeznymi so stiradnicovymi osami,
do ktorého sa vojde cely obrazok aj s pripadnymi nastavenymi okrajmi.
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a endgroup, ktoré sa hodia na vytvaranie makier. METAPOST samozrejme
ovlada aj podmienky pomocou konstrukcie if logicky vyraz: prikazy fi;, pri-
om pred koncom podmienkového bloku, teda pred fi moZe nasledovat aj
elseif podmienka: a else:.

Chybou by bolo nespomentit cykly, ktorych zakladné konstrukcia je

for cislo=cislo step cislo until ¢islo: prikazy endfor;
¢o sa da skratit na
for cislo=¢islo upto cislo: prikazy endfor;

a oblibenym trikom je zjednoduSenie zépisu Ciary skladajlcej sa z mnozstva
bodov tymto spésobom:

draw for i=0 upto 19: z[il{left}.. endfor cycle;

pri¢om vysledok vidite na obrazku (body boli predtym rozmiestnené do pra-
videlnej siete). Za slovickom for vSak moZe nasledovat prakticky Iubovolny
logicky vyraz a na mnohych miestach, kde hovorime o ,prikazoch“ sa jedna
v skutoc¢nosti o takzvané bloky vyvéazenych tokenov. Presnejsi rozbor tohoto
pojmu je nad ramec ¢lanku, ale mnohé o moznostiach napovie posledny priklad
na pouzitie cyklov.

Dolezité veci na koniec, ale s operatormi si kazdy skoér ¢i neskoér poradi.
Staci vediet, Ze mocnina sa zapisuje ako **, Ze ++ neznamend inkrementéciu
(zviiéSovanie o jednicku), ako sme zvyknuti napriklad z C, ale Pythagorovsky
stdet, teda Va2 + b2, Ze to isté, ale so znamienkom minus sa zapise ako +-+, a
hlavne si treba dat pozor na prioritu operécii, pretoze umocnovanie a nadsobenie
maji rovnaki prioritu a tak sa vyraz axbx*c vypocita ako (a - b)°, a nie ako
a - b°. Za zmienku stoji este operator skaldrneho stcinu par dotprod par.

Dalo by sa este pokracovat v podrobnejSom popise jednotlivych prikazov a
ich pouzitia, ale myslim, Zze ndzornejsie bude ukézat Vam zdrojové kédy niekto-
rych obrazkov z M&M a odkazat vas na podrobny manudl jazyka METAPOST,
ktory najdete na adrese www.tug.org/docs/metapost/mpman.pdf. V pripade
akychkolvek problémov nevahajte a napiSte autorovi ¢lanku ziadost o pomoc
na adresu jeffer@matfyz.cz.
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Priklad prvy, makro na kreslenie obluc¢ika uhlu:

def uhol(expr x,y,z,m)= % makro md Styri parametre jedno

h
h

h
h
h

h

rameno, vrchol, druhé rameno (tri krat par) a polomer
obladika (&islo)
begingroup

path uholl; % budem pouZivat cestu uholl

uholl = (m*unitvector(x-y)){(y-x)rotated 90}..

{(y-z)rotated 90} (m*unitvector(z-y));

cesta vychaddza z jedného ramena, kde je naifi kolmd a konli
na druhom ramene; vSimnite si, Ze bez problémov od&itam
"vektory", €iZe premenné typu pair

draw uholl shifted y; % cestu posuniem na jej miesto,
teda do vrcholu uhlu a nakreslim
endgroup

enddef; % koniec definicie

beginfig(1);

z0=(2cm,0cm) ; % definujem si tri body

z1=(-5cm,1cm) ;

z2=(5cm,1.5cm) ;

drawdblarrow z1--z0--z2; % kreslim ramenad - obojsmernd $ipku
uhol(z2,z0,z1,.8cm); % pouZivam makro uhol pre vonkaj$i uhol
uhol(z1,z0,z2,.6cm); % a e3te raz pre doplnkovy (vnitorny)

endfig;
end

Druhy priklad je makro na kreslenie jednej strany Kochovej vlocky:

def koch(expr lokraj, pokraj, level, maxlevel)=begingroup;

h
h
h

%

h

prikazom save definujem premenné ako lokalne
beginfig mimo iné vykonadva aj save pre vSetky
premenné x,y a z, teda siradnice a body

save dlzka, novadlzka, z;

pair z[];

zistujem dIlzku tsecky, ktord budem delit na tretiny
dlzka=arclength(lokraj--pokraj);
novadlzka=dlzka/3;

nadefinujme potrebne body:

z0=1okraj;

z4=pokraj;

z1=(1/3) [2z0,z4];
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z2=(2/3) [2z0,z4] ;
% e8te vrchol trojuholnika - otoCenim Tavého okraja
% uselky okolo Tavého bodu zdkladne trojuholnika
% o 120 stupifiov v smere hodinovjch rudiciek
z3=z0 rotatedaround(z1,-120);
% odmaZem Ciaru tam, kde pride "zub"
undraw z1--z2 withpen currentpen scaled 2;
draw z0--z1--z3--z2--z4;
% mam odmazand ¢iaru a nakresleny trojuholnik
% ak som sa zatial nedostal na poZadovand urovei,
% rekurzivne volam sdm seba
if level<maxlevel:
koch(z0,z1, (level+1) ,maxlevel);
koch(z1,z3, (level+1) ,maxlevel);
koch(z3,z2, (level+l) ,maxlevel);
koch(z2,z4, (level+1l) ,maxlevel);
fi;
endgroup; enddef; % koniec definicie makra

beginfig(2);

% pouzivam makro na tdsecku pociatok aZz (8cm,0)
koch(origin, (8cm,0),1,3);

endfig;

end

Treti priklad je obrazok z titulnej strany druhého ¢isla s malym
vylepSenim:

input TEX; % makra pre rozSirenid sadzbu TeXu

beginfig(3);
TEXPRE("\font\a=csr10\a"); % definujem CS font pre popisky
linecap:=butt; % rovny koniec &iary kreslenej okrihlym perom
linejoin:=mitered; % spoj &iar do ostrej Spicky

% (iné moZnosti nastavenia v manudle na strane 41)
u:=.7cm; % v8etky rozmery budid v ndsobku tejto jednotky

% takto lahko zmenim celkovid velkost obrazku bez toho, aby

% sa mi na fiom poposuvali jednotlivé objekty
path planety[], slnko; % definujem cesty
picture slvrch,slspodok; % a obrazky

% z cesty slnko budem kreslit slnko (8tvorcipa hviezdicka)
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)

/)

h
)

h

h

h
h

)
)

)

slnko=(-1,1)--(0,4)--(1,1)--(4,0)--(1,-1)--(0,-4)--(-1,-1)
--(-4,0)--cycle;
pickup pencircle scaled 1.5;
for i=1 upto 5: % najprv kreslim
draw slnko scaled (.25*%u) rotated (i*360/5);
endfor;
for i=1 upto 5: % potom maZem zbyto&né &iary vo vnitri
unfill slnko scaled (.25%u) rotated (i*360/5);
endfor;
slvrch:=currentpicture; % tu bude vrchnid polovica slnka
slspodok:=currentpicture; % tu bude spodna polovica slnka
currentpicture:=nullpicture; % vyprazdiiujem papier
clip nechd z obrazku len to, €o je vnutri uzavretej cesty
clip slvrch to (-8%u,0)--(8%*u,0)--(8%u,8*u)--(-8*u,8%u)
--cycle;
clip slspodok to (-8%u,0)--(8%u,0)--(8*u,-8%u)
--(-8%u,-8*u)--cycle;
draw slspodok; % spodnd polovicu slnka mdéZem nakreslit,
drahy planét (nakreslené neskdr) pdjdu popred neho
for i=1 upto 4: % a kreslim Styri planéty
pouzitim xscaled a yscaled na kruZnicu vyrdbam elipsy -
drahy planét
planety[i]=fullcircle xscaled (4*(ix*1.2+1)*u)
yscaled (0.8%(ix*1.2+1)*u);
draw planety[il]; % konitanty st dielom metdédy pokus-omyl
¢as v ktorom na kruZnici deformovanej na elipsu bude planéta
polohap:=-0.2+0.3*abs(i-2);
rozmer:=(abs(i-3)*0.3+0.5)*u; %, priemer planéty
z[il=point polohap of planetyl[il; % prevod &asu na bod
vyprazdnit miesto na planétu nie je nutné, ale ja to urobim
unfill fullcircle scaled rozmer shifted z[i];
kreslim planéty s rdznym priemerom a rdzne intenzivnou sivou
farbou
filldraw fullcircle scaled rozmer shifted z[i]
withcolor ((abs(i-3)*0.2+0.2)*white);
endfor;
for i=1 upto 4: % na popisky pouzivam makro TEX
podrobnejsSi popis v manudle na strane 62
najprv vypradzdnim miesto, kam pride popisok
unfill bbox(thelabel.rt(TEX("Uloha 2."&decimal(i)), origin)
rotated 90 shifted (xpart(z[i]),(1.3%u)));
a teraz ho piSem
draw thelabel.rt(TEX("Uloha 2."&decimal(i)), origin)
rotated 90 shifted (xpart(z[il),(1.3%u));
endfor;
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draw slvrch; % koneéne nakreslim aj hornd polovicu slnka,
% ktora vystupuje pred drahy planét - to sa do druhého &isla
% nestihlo dostat
path orez;
orez:=(-1.2*%u,-3.5%u)--(15%u,-3.5%u)-- (15%u,4*u)
--(-1.2%u,4%u)--cycle;
clip currentpicture to orez; % znovu orezdvam obrazok aby
% na fiom neboli prazdne kusy elips bez planét na druhej
% strane od slnka
draw orez; J pre nazornost kreslim cestu, orez
endfig;
end

— ~ & N
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Jeffer

Uloha 5.5 - METAPOST (3b)

Pro alespont dva razné trojahelniky piekreslete pomoci METAPOSTu obrazek
ze zadani prikladu 5.4. Odeslete ndm funkéni zdrojovy kdd.
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Vysledkova listina
Ulohy

Pot. | Jméno > _1lrl r2 r3 r4 r5 t5 t6 k + Do 21
1. | Doc™ Stépan Simsa 168 | 4 4 1 2 3| 14 60
2. | Dr™ Karel Kraus 65| 4 1 0f 5 35
3—-4. | Dr'™ Michaela Kochmanova 62| 3 3 2 0] 14 34
Mgr'"™ Vojtéch Kolar 34| 4 4 1 0o 11 34
5. | Mgr™ Karel Kral 35| 4 0 29
6-7. | Mgr™ Vojtéch Milos 42 4 1 0| 5 25
Mgr*™ Petra Vahalova 25| 4 1 0| 11 25
8. | Mgr™ Martina Bekrova 40| 3 1 0| 10 23
9-10. | Mgr™ Tomas Pokorny 34| 3 3 1 0 7 22
Mgr™ Matéj Kocian 221 4 2 1 0 7 22
11. | Doc™ Petr Pecha 174 4 4 1 0] 16 21
12-13. | Dr™ Filip Stédronsky 63| 3 3 0| 14 20
Mgr™ Alena Harlenderova 24| 2 1 0 3 20
14. | Mgr Filip Hlasek 411 4 5 3 1 13 19
15. | Mgr™ Kristina Onderkova 20 18
16-19. | Doc™ Alena Busakova 100| 4 2 0 6 17
Mgr'™ Lukéas Langer 20| 3 1 0| 4 17
Bc!™ Michaela Hubatova 17 17
Bce™ Katefina Marova 17 17
20-21. | Bc™ Gabriela Kubickova 14 4 1 0 7 14
Bce!™ Kristyna Zemkova 14| 2 3 1 2 2| 12 14
22-24. | Mgr™ Jan Skoda 28 13
Mgr*™ Barbora Bshmova 20| 4 2 1 1 8 13
BceM Karel Tesar 13| 3 0 13
25. | Be™ Jakub Stocek 10 1 0| 1 10
26-27. | Bc™ Martin Holecek 13 9
Tomas Trégner 9 9
28-29. | Mgr™ Anna Chejnovska 26 8
Mgr*™ Martina Vavackova 24| 4 0| 4 8
30-33. | Mgr'™ Katefina Honzakova 39 6
Mgr'™ Alena Juraskova 27 0 1 6
Mgr'™ Pavel Novotny 22 0] 4 6
Ondrej Micka 6 6
34. | Marek Stehlik 5 5
35-36. | Mgr' Michal Husek 25 4
Daniel Safka 4 4
37-39. | Pavel Kratochvil 8 3
Josef Klesa 3 2 1 0 3 3
Pavel Pejfimovsky 3 3
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Ulohy
Por. | Jméno > 1lrl r2 r3 r4 r5 t5 t6 k + Do 21
40-43. | Mgr'™ Zuzana Docekalova 36 2
Bc™ Barbora Smidova 10 2
Katefina Jirdkova 211 0 1 0 2 2
Dominik Miketa 2 2
44. | Karel Tesar 1 0 1 0 1 1
45. | Simona Ondrckova 0 0

Sloupecek > _, je soucet vSech bodi ziskanych v naSem seminéii, ), je soucet bodu
v aktudlni sérii a ) ; soudet vSech bodil v tomto roéniku. Sloupecek ,+“ znaéi bonu-
sové body udélované podle ro¢niku a sou¢tu bodu za tlohy.

Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro tucely M&M.

S obsahem casopisu M&M je moZné nakladat dle licence Creative Commons At-
tribution 3.0. Dilo smite Sifit a upravovat. Mate povinnost uvést autora. Autofi jed-
notlivych ¢lank jsou uvedeni pod nadpisem. Autory ostatnich textt jsou organizatofi
M&M.

Adresa redakce:
M&M, OVVP, UK MFF

Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: +420 221 911 235

E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz

WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastfesen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stfedoceské
pobocky Jednoty Ceskych matematiki a fyzika.




