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Mili kamaradi,

chtéli bychom se vam omluvit za mirné zpozdéni ve vydani tohoto cisla. Vel-
kou mérou se na ném podepsalo probihajici zkouskové obdobi a také drobné
technické problémy, které se nam jiz nastésti podafilo vyresit.

Timto ¢islem jsme se prehoupli do druhé poloviny letosniho ro¢niku. Co to
pro vas znamena? Hlavné to, ze se zacind blizit termin jarniho soustfedéni, které
probéhne ve dnech 10. az 18. dubna v krasném prostiedi Moravskoslezskych
Beskyd nedaleko Roznova pod Radhostém. Vzhledem k tomu, ze bychom vam
chtéli poslat pozvanky na soustfedéni s dostatecnym pfedstihem, je uzavérka
bodti 7. bfezna. Do tohoto data mizete jesté posilat feSeni témat a tloh ze 4.
série.

Novinkou je, ze webova verze naseho ¢asopisu bude jiz brzy archivovana Na-
rodni Knihovnou. Z toho diivodu jsme nuceni upfesnit licen¢ni pravidla naseho
casopisu. Nové bude nas casopis, spolu s celym obsahem naseho webu, volné
§ifen pod licenci Creativ Commons. V pfipadé, Ze nam zaslete ¢lanek k otisténi,
predpokladame, Ze s touto licenci souhlasite. Odménou vam za to bude, ze vase
texty budou uchovany pro budouci generace. Podrobnosti o licenci naleznete
na nasem webu.

Pékny zbytek zimy pteji

organizdtori FRRA

Zadani uloh

Termin odeslani étvrté série: 29. 3. 2010
(7. 3. 2010 pro ucéast na soustiedéni)

Uloha 4.1 — Alarm (5b)

Agent R se blizil k budové. Hbité se schoval za strom a pockal, nez projde
hlidka. Nésledovalo par rychlych krokt a uz byl u vchodovych dveti. Odklopil
kryt bezpe¢nostniho zafizeni a chtél zadat pristupové heslo. Ale tu se zarazil.

»,Jak Ze byl ten pfistupovy kod?* zamyslel se a vytahl z kapsy papirek, na
kterém mél napsano: Kéd jsou vSechna feseni rovnice!

al+bl+cl=al-bl.

»,Je jasné, ze Cisla a, b a ¢ jsou prirozend, jina se nedaji zadat®“, uvédomil si
a jesté chvili fesil tuto rovnici. Pak ho to pfestalo bavit a radéji nasel kamen,
kterym rozbil nejblizsi okno a vniknul do budovy.

Uméli byste si poradit méné napadné nez agent R, tedy vyfesit tuto rovnici
v oboru pfirozenych ¢isel?

1 Cislo n! znamen4 n faktorial a vyjadiuje souéin 1-2-3-...-n.
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Uloha 4.2 — Vytah (5b)

Agent R probéhl prazdnou mistnosti a vesel do prostorné haly. Predstava, ze
by mél jit az do nejvyssiho n—tého patra pésky, ho moc nenadchla. Proto si
pfivolal vytah.

Kdyz cekal, nez prijede, rozeznéla se kolem néj siréna. Hlidka si koneéné
vSimla rozbitého okna a vyhlasila poplach. Vytah zrovna pfijel, a tak do néj
agent nastoupil. Za¢inal byt ¢im dal vice nervozni, nebot se véci zacinaly kom-
plikovat.

Vytah pomalu stoupal nahoru a agent premyslel, jak ho zrychlit. Jedna
z moznosti by bylo vylézt na stfechu kabiny, pfefezat lano a nechat se vynést
protizévazim vytahu nahoru. Ale kolik takové protizdvazi muze vazit?

Predpokladejte, ze kabina ma hmotnost M a nosnost m. Vytah si mizete
predstavit jako kabinu a protizavazi na opacnych koncich lana, které prechazi
pres buben motoru. Jakou hmotnost byste zvolili pro ono protizavazi, aby byl

vvvvv

jak zatizeny bude vytah jezdit, tak si n&jak poradte.

Uloha 4.3 — Zatoulana souéastka (4b)

Po otevieni dveii agent R bleskurychle zneskodnil straze a konecné se dostal
do padouchovy kancelare. Rutinné prohrabal par stold, nez nalezl, co hledal.
Kuftik plny malych integrovanych obvodt.

Agent sebral kuffik a chystal se k odchodu. Tu se vSak stala velikd nepii-
jemnost. Kuffik se oteviel a souc¢astky se rozkutalely po celé mistnosti. Agent
je sesbiral, ale zjistil, Ze z pavodnich n soucastek nalezl pouze k. Vi, které ob-
vody jsou dilezité, a které ne, a proto by potieboval védét, které soucastky mu
schazeji.

Integrované obvody jsou na pouzdrech ocislovany prirozenymi ¢isly 1 az n.
Agent R je uz od cesty vytahem velmi nervézni a tak po ném nechtéjte, aby si
pamatoval néjaka cisla. M4 s sebou specialni agentské hodinky, do kterych si
muze zapsat omezené veliké ¢islo. Soucet ¢isel od 1 do n se do hodinek vejde,
ale soucin nikoliv.

Jak ma agent R postupovat, aby zjistil, kterych n — k obvodua chybi? Jak
by mél postupovat, kdyby chybél jenom jeden obvod? A kdyby chybély dva?

Uloha 4.4 — Rogalo (2b)

Po prekontrolovani agent R zjistil, Ze mu chybi ten nejdtlezitéjsi integrovany
obvod, a tak ho zacal hledat. Béhem hledani jej prekvapil padouch, ktery se
vratil do své pracovny. Pri velmi vzrusujicim boji proti pfesile prelezl agent R
na venkovni fimsu, a zac¢al po ni utikat pronasledovatelim. Ti mu vSak nadbéhli
z druhé strany a obklicili ho.



Agentova situace se zdédla beznadéjnéd. Kdyz tu si v§iml velkého padouchova
loga, které bylo pfipevnéno na zdi budovy. Logo vypada jako osmitihelnik ve-
psany do kruznice. Délky stran tohoto osmithelniku jsou po fadé 2,2,2,2, 3, 3,
3,3dm.

Agent R logo strhl a velmi rafinované jej pfichytil ke své kombinéze. Pak se
otocil, zamaval svym pronasledovatelim a skocil dola.

Co nésledovalo? To zalezi na plose rogala. Jaka je plocha popsaného osmi-
thelniku?

Bonusova otazka: je plocha rogala dostatecna a agent R bezpecné dosedne
na zem a splni tkol, nebo je plocha rogala mald a agent misi nesplni?

Reseni témat

Téma 6 — Ménova reforma

K tématu pfisel jediny ¢lanek od Doc™ Stépéna Simsy, ktery si miizete precist
nize?.

Stépan pomoci poéitace nalezl optimalni FeSeni pro 3 aZ 6 hodnot minci,
ovsem pouze za zjednodusujicitho predpokladu, ze pfi placeni pouzijeme vzdy
nejveétsi minci, ktera neprevysuje ¢astku, kterou je jesté potieba zaplatit — tento
zpusob byl popsan uz v druhém ¢disle a pro zjednoduseni jej nadale budeme
oznacovat jako standardni.

Jak Stépan sam zpozoroval, pro nékteré hodnoty minci, které navrhl, neni
standardni zpusob placeni optimalni. Otazkou tedy zustava to, jaké jsou nej-
lepsi hodnoty minci pro n rtznych typt minci, pokud pozadujeme, aby stan-
dardni zptisob placeni byl ten nejlepsi mozny, pripadné zda takové hodnoty
viitbec mohou existovat.

Druhou otazkou je, jaké jsou pro n riiznych typt minci nejlepsi hodnoty, po-
kud povolime nestandardni zptisoby placeni. Jsou to ty, které nasel Stépan?

Déle se muZete zabjvat teoreti¢téjsimi aspekty problému: Stépan ve svém
¢lanku ukazuje, jak lze odhadnout median poc¢tu minci potfebnych k zaplaceni
dané ¢astky. Dokazete odhadnout také primérny nebo maximalni pocet minci?
Pokud povolime vice nez 6 typ minci nebo budeme chtit platit i vétsi castky
(tfeba od 1 do 1000000), pocitacové FeSeni, které zkousi vSechny moznosti,
zacne byt nepouzitelné pomalé. Dokézali byste najit néjaké obecné vlastnosti,
které budou mit nejlepsi (nebo alespoii ,,dobré“) hodnoty minci — mam na mysli
vlastnosti typu ,hodnoty“ vsech minci budou vzajemné nesoudélné apod.

2 Pozn. red.: Redakéné upraveno a zkraceno.
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Ménova reforma s vyuzitim pocitace
Doc™ Stépdn Simsa

Problematika ¢lanku

Rozhodl jsem se, ze jednodussi bude, kdyz za mé vSechno vypocita pocitac,
a tak jsem napsal program, o némz budu hovorit. Samoziejmé zde bude i ¢ast
teorie. Pro lepsi rozhodovani, kterd rozlozeni minci jsou lepsi, jsem vytvotil
jista kritéria, ke kterym budu pfi rozhodovéani prihlizet.

Zabyval jsem se castkami 1-99 K¢, pficemz jsem pfedpokladal, ze kazda
Castka se plati stejné ¢asto. Déle jsem predpokladal, ze kazda castka je treba
alespon jednou zaplatit, proto ma vzdy jedna z minci hodnotu 1 K¢. Navic jsem
pocital s tim, Ze maji vSechny mince rtiznou hodnotu, nebot kdyby mély dvé
mince stejnou hodnotu, bylo by to stejné, jako by bylo pouzito o jednu minci
méné.

Pozadované vlastnosti rozlozeni

Jak bylo zminéno v zadani tématka, chceme od minci, aby bylo nejvyhodnéjsi
platit nejdfive nejvyssi minci mensi, nez je ¢astka, kterou chceme zaplatit, poté
nejvyssi minci mensi, nez je zbyvajici ¢astka, a takto pokracujeme, dokud ne-
zaplatime celou ¢astku. J& tento pozadavek trochu pozménim. Budu jednoduse
pocitat, jak by se které rozlozeni minci vyplatilo, kdybychom platili vyhradné
zminénym postupem.

Poté budeme samoziejmé pozadovat, aby byl co nejmensi pramérny pocet
minci pouzitych na castky 1-99 K¢. Jinak Feceno, kolik bychom museli mit
v penézence minimalné minci, kdybychom platili vySe zminénym zptisobem,
abychom zaplatili postupné ¢astky 1-99 K¢ (to bude ¢islo 99-krat vétsi a zba-
vime se tim nepéknych zlomku). Na tento aspekt budu klast nejvétsi daraz.

Algoritmus jednoduse vyzkousi pro kazdé rozlozeni, kolik minci je potfeba,
coz udéla tak, ze si pro kazdou z ¢astek 1-99 zjisti, kolik je na ni potfeba minci,
coz udéla algoritmem zminénym v zadani tématu. Respektive, nevyzkousi si
vSechny rozloZeni, vypusti ty, u kterych je nepravdépodobné, Ze maji Sanci na
dobry vysledek.

Dalsi ze zkoumanych vlastnosti je, jaky je maximalni pocet minci na za-
placeni libovolné ¢astky 1-99 K¢ (samoziejmé opét pii placeni vySe zminénym
zpusobem) a na kolik éastek je tolik minci tfeba ,pro rozhodovéani pfi remize“.
Jak bylo zminéno v zadéni, pro 6 minci a rozlozeni 1,2,5,10, 20,50 potfebu-
jeme na zaplaceni napriklad ¢astky 88 K¢ 6 minci a tolik minci je tfeba pro
Ctyti Gastky (88,89,98,99).

Daéle nas zajimé median minimalniho poctu pouzitych minci na zaplaceni
jednotlivych castek, samoziejmé vyse zminénym zptsobem. Ten nam fika, ze
alesponi polovinu ¢astek lze zaplatit tolika mincemi.

A nakonec nas bude zajimat, kolik ¢astek se da zaplatit 1-3 mincemi.



Pocet Castek, které lze zaplatit 1-3 mincemi a median

Nyni se zminim, kolik by to mohlo byt idedlné. V idedlnim pripadé by slo prave
tfemi mincemi zaplatit az (”;2) ¢astek, kde n je pocet minci. Pro¢? No zajimaji
nas vlastné vSechny soucty tii minci, pricemz je mtizeme pouzit i vicekrat. To
jsou kombinace s opakovanim, o nichz vime, Ze jich je (”‘Lllz*l). Pokud nas tedy
zajima, kolik ¢astek by §lo v idedlnim pfipadé zaplatit 1-k mincemi, bude to:

()« (0= (1) e ()= (1)

Pro¢ plati rovnost vyse, je celkem ziejmé. Pokud si k levé strané piicteme
¢islo 1 = (6‘), jasné vidime, ze podle zékladnich pravidel kombinac¢nich ¢isel
se secte s kombina¢nim ¢islem (711), a dostaneme misto nich ¢islo ("'1“) To se
seCte zase s dalsim kombina¢nim ¢islem v nasi sumé a takto nakonec dostaneme
kombinacni ¢islo (") od kterého jesté musime odeéist ¢islo jedna, abychom
dostali stejnou hodnotu, jako méa ptivodni suma. Je zjevné, ze pro vétsi n, tedy
pro vétsi pocet minci, dostaneme vétsi ¢islo. Kdyz si nyni dosadime, zjistime
idealni hodnoty podle minci. Pro t¥i mince az 19 ¢astek, pro ¢tyfi mince az 34
Castek, pro pét minci az 55 ¢astek a pro Sest minci az 83 ¢astek. Jak ale zane-
dlouho zjistime z vysledku prace, nejsou tyto hodnoty realistické pro 5 a 6 minci
pokud se zajimédme pouze o castky 1-99.

Podle pfedchoziho vztahu si miizeme velice jednoduse zjistit, ze pro tfi
mince nemuze byt median ¢tyfti, ale pét uz byt muze. To proto, Ze (314) —1 < 50,
ale (3:%'5) — 1 > 50. Pro ¢tyfi mince nemize byt median tii a méné, ale miize
byt ¢tyTi a vice. Pro pét a Sest minci mize byt median tfi a vice, ale méné byt
nemuze.

Vysledky

Zde se zminim o vysledcich, které jsem pomoci programu zjistil, a pokusim se
vybrat pro kazdy pocet minci né€které rozlozeni, které prohlasim za ,,vyherce“
pro tento pocet minci. Prilozim tabulky 10 nejlepsich vysledk.

— 3 mince: Dvé nejlepsi rozlozeni, 1, 5,22 a 1,5, 23, maji naprosto stejné
vlastnosti. Zbyvajicich osm vypsanych rozlozeni nema zadnou vlast-
nost lepsi nez tyto dvé, jsou tedy jasnymi vitézi. Kdybych nyni vybiral
mezi témito dvéma, zalezi jestli vezmu v potaz, Ze mensi castky se plati
Castéji nez vyssi. Pak by se vice vyplatilo prvni ze zminénjch rozlo-
zeni. Jelikoz ale celou dobu piedpokladam, ze se kazda castka plati
aby pomér poctu pouzitych minci na ¢astky 50-99 ku poctu pouzi-
tych minci na castky 1-49 byl co nejmensi. Tomu zcela ziejmé lépe
vyhovuje rozlozeni 1, 5, 23. Na druhém misté bude rozlozeni 1, 5, 22.

— 4 mince: Vyuziji opét stejnou funkci programu, ale tentokrit pro
CtyTi mince. Dostavame stejnou situaci jako v predchozim pripadé.
Stejné ,nejlepsi“ vlastnosti maji rozlozeni 1,3,11,37 a 1,3,11,38.
7 nich bych opét vybral druhou moznost, ze stejného duvodu jako
predtim.
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5 minci: Zde dokonce dostadvame pro Sest prvnich rozlozeni stejné
vlastnosti: 1,3,7,16,40; 1,3,7,16,41; 1,3,7,18,44; 1,3,7,18,45; 1,3,
8,20,44; 1, 3,8,20,45. Vsimneme si ovSem jedné zajimavosti. My jsme
soucty délali tak, ze jsme ¢astky platili standardnim zptisobem. Neza-
branili jsme ale, aby nebylo vyhodnéjsi platit jinym zptsobem. U po-
sledniho rozlozeni naptiklad mizeme ¢astku 60 zaplatit tfemi dvace-
tikorunami, misto abychom pouZivali pét minci (45,8, 3,3,1). Proto
bych v tomto ptipadé pouzil toto rozlozeni.

6 minci: Prvni ¢tyfi rozlozeni maji na prvni pohled stejné vlast-
nosti 1,2,5,11,25,62; 1,2,5,11,25,63; 1,2,5,13,29,64; 1,2,5,13, 29,
65. Ze stejného divodu jako v predchozim pfipadé bych zvolil posledni
z téchto rozlozeni, kde mtizeme ¢astku 87 zaplatit tfemi 29 korunami,
misto abychom ji platili péti mincemi (65, 13,5, 2,2).

Tabulky

Pouzité znaceni:

(Sum) ...Suma poc¢tu minci pro zaplaceni ¢astek 1-99.

(Max) ... Maximélni po¢et minci na zaplaceni jedné ¢astky (kolik ¢as-
tek se plati tolika mincemi).

(Med) ...Medidn po¢tu pouzitych minci na zaplaceni jednotlivych
castek 1-99.

(Poc) ...Pocet ¢astek, které 1ze zaplatit 1-3 mincemi.

Poradi Mince Sum Max Med | Poc¢
1 1,5,22 526 10(1) 5 19
2 1,5,23 526 10(1) 5 19
3 1,4,22 534 10(1) 6 19
4 1,5,21 534 10(2) 5 19
5 1,5,24 534 10(2) 5 19
6 1,5,27 534 10(1) 6 19
7 1,5,28 534 10(1) 6 19
8 1,4,18 536 10(1) 6 19
9 1,6,28 536 10(1) 6 19
10 1,4,19 537 10(2) 6 19

Tabulka t6.2.1: Nejlepsi rozlozeni pro tfi mince

Nase rozloZeni

A jak je to s nasim rozlozenim? Zatimco u naseho vyherce pro 6 minci jsme
doséhli souctu 313, u naseho rozlozeni dostédvame soucet 340, coz je o dost



Poradi Mince Sum Max Med | Poc¢

1 1,3,11,37 | 410 7(4) 4 32

2 1,3,11,38 | 410 7(4) 4 32

3 1,3,8,29 | 412 7(4) 4 32

4 1,3,10,32 | 412 8(1) 4 | 33

5 1,3,10,37 | 412 7(4) 4 32

6 1,3,10,38 | 412 7(4) 4 32

7 1,3,11,29 | 412 7(5) 4 32

8 1,3,11,40 | 412 7(4) 4 32

9 1,3,11,41 | 412 7(4) 4 32

10 1,4,11,38 | 412 7(5) 4 32

Tabulka t6.2.2: Nejlepsi rozlozeni pro ¢tyfi mince

Poradi Mince Sum Max Med | Poc¢
1 1,3,7,16,40 346 6(3) 4 48
2 1,3,7,16,41 346 6(3) 4 48
3 1,3,7,18,44 346 6(3) 4 48
4 1,3,7,18,45 346 6(3) 4 48
5 1,3,8,20,44 346 6(3) 4 48
6 1,3,8,20,45 346 6(3) 4 48
7 1,3,7,18,40 348 6(4) 4 48
8 1,3,7,18,46 348 6(4) 4 48
9 1,3,7,19,46 348 6(4) 4 48
10 1,3,8,18,40 348 6(4) 4 48

Tabulka t6.2.3: Nejlepsi rozlozeni pro pét minci

horsi. U naSeho rozlozeni se dokonce ¢tyii ¢astky plati Sesti mincemi, zatimco
u toho, co vyhrédlo v nasem programu, na kazdou ¢astku staci jen 5 minci. No
a v nasem rozlozeni se jen 51 castek zaplati nejvyse tfemi mincemi, zatimco
u nami zjisténého rozlozeni je to celych 60 castek. Tak pro¢ tedy pouzivame
takové rozlozeni, jaké pouzivame? Za prvé se s Cisly 1, 2,5 a nasobky desiti lépe
pocita. Navic jsme zanedbéavali, ze mensi ¢astky se plati ¢astéji nez ty vétsi. No
a nase rozlozeni neni jen pro ¢astky do stovky, ale i pro vyssi ¢astky, coz jsme
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Poradi Mince Sum Max Med | Poc¢
1 1,2,5,11,25,62 | 313 5(8) 3 | 60
2 1,2,5,11,25,63 | 313 5(8) 3 60
3 1,2,5,13,29,64 | 313 5(8) 3 60
4 1,2,5,13,29,65 | 313 5(8) 3 60
5 1,2,5,11,24,62 | 314 5(8) 3 59
6 1,2,5,11,25,58 | 314 5(8) 3 59
7 1,2,5,11,25,61 | 314 5(8) 3 59
8 1,2,5,11,25,64 | 314 5(8) 3 59
9 1,2,5,11,25,67 | 314 5(8) 3 59
10 1,2,5,11,26,60 | 314 5(8) 3 59

Tabulka t6.2.4: Nejlepsi rozlozeni pro Sest minci

také zanedbavali. Proto jsme toho zatim nezjistili dost na to, abychom mohli
skutecné rozhodnout, jestli by se nevyplatilo jiné rozlozeni nez to nase.

Vybér poctu minci
Jesté zbyva rozhodnout, které z vitéznych rozlozeni bychom vybrali, samo-
ziejmé stale s nasimi omezenimi. TF mince maji opravdu prili§ $patné vysled-
ky. Hledat 10 minci, abych zaplatil jednu pomérné levnou véc bych opravdu
nechtél. A tak tézkou penézenku taky ne. Ctyfi mince na tom jsou sice o dost
lépe, ale porad dost Spatné oproti péti a Sesti mincim. Naproti tomu u péti
a Sesti minci uz nejsou tak rapidni rozdily, zde by to bylo na povazenou.
Zavér

Jak jsem se uz zminil, dost jsem toho zanedbéval. Nebylo by na skodu zjistit,
jak by to bylo pro sedm minci, jak by to bylo, kdybychom pocitali i s vysSimi
¢astkami (do tisice, desetitisic, ...). Navic je také vhodné piihlédnout k to-
mu, ze nizsi ¢astky se plati castéji, idedlné podle néjakého redlného schématu
ziskaného statistikami z nékolika obchodi. A nakonec jesté prihlédnout na-
priklad k pohodlnosti, ¢imz myslim jednoduchost pocitani, kterd mi u naseho
stavajictho rozlozeni opravdu vyhovuje.
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Reseni uloh
Uloha 2.1 — Slavnostni pfipitek (5b)

Zadani:

Jisté zndte, jak maly princ putoval po asteroidech 325, 326, 327, 328, 329 a 330 a pak se
dostal na Zemi. Nebylo to tak uplné presné. Nez maly princ na Zemi potkal lisku a zaZil dalsi
dobrodruzstvi, navstivil jesté nekolik planet. Po tom, co maly princ opustil zemépisce, se dostal
na malinkatou planetku, kde Zil ceremoniar.

»Bud pozdraven vzdcny hoste!“ vital malého prince.

»Dobry den,“ odpovédél maly princ.

LSpatne! Mds odpovédét: také bud pozdraven slovutny ceremonidri. A wibec, nerus mé,
mam praci,“ odbyl ceremonidr malého prince a sklonil se zpét ke svému papiru.

,Co déldte?“ neudrzel svou zvédavost maly princ.

L, PFipravugi velmi dileZitou recepci. Ale memiZu prijit na to, jak to vhodné zrealizovat.
Recepce bude zacinat pripitkem a v tom je ten problém. Vsech n hosti bude sedeét kolem kulatého
stolu. Samosebou si kazdy musi pri pripitku prituknout s kaZdym. Ale jak to udélat? V jednom
kole tukdni si miZe pFituknout i vice dvojic, ale nikdy se nesmi kriZit rukama. To je ve vyssi
spoleénosti neprijatelné, nebot nékteri lidé véri, Ze to nosi smilu. Zdroven ale pripitek nesmi
byt moc dlouhy, protoZe by omezil dalsi program. Tak vymyslim, jak to udélat, aby se to zvladlo
na co nejméné kol,“ tekl ceremonidr a uz byl opét sklonény nad svym papirem.

A co vy, vedéli byste jak poradit ceremonidri?

Reseni:

Nejdfiv si rozmyslime, jak bude situace vypadat pro malé hodnoty n (mlcky
predpoklddejme n > 2, jinak se netukd). Pro n = 2 ndm stadi jedno pfituknuti,
pro n = 3 uz potiebujeme tii. Dale tedy méjme n > 4.

Pojmenujme si hosty po sméru hodinovych rucicek A; az A,. Ay si musi
prituknout se vSemi ostatnimi. Navic si ale v nékterém kole musi fuknout A,
s A, a v tomto kole si A; nemiZe tuknout s nikym, protoZe by ,pfekiizil“
Ay — A,. Ap si tedy n — 1-krat tukd a jednou ekd, takZe urcité potiebujeme
alespon n kol.

Tim jsme zdarné vytesili jednu polovinu tlohy. Zbyva jesté ukazat, ze umime
slavnostni pfipitek po n kolech skutec¢né ukoncit k vSestranné spokojenosti.
Hura do toho.

Podivejme se na sttil shora. Bez ijmy na obecnosti (,,bino“) mizeme pied-
pokladat, Ze hosté stoji ve vrcholech pravidelného n-tthelniku (rozmysli si).
Pospojujeme kazdého hosta s kazdym (tj. dokreslime strany a thlopiicky n-
thelniku).

Nejdfive obarvime cCervené spojnici A;—As a vSechny spojnice s ni rov-
nobézné. Déle obarvime oranzové A;—Aj a vSechny spojnice s ni rovnobéz-
né. Postupujeme podobné dale, az koneéné obarvime zluté spojnici A;—-A4, (a
vSechny spojnice s ni rovnobézné). Navic jesté obarvime zelené spojnici As—A,,
a vSechny spojnice s touto rovnobé&zné. Celkem jsme pouzili n barev (ovef si).
Nasim cilem bude ukézat, Zze se zadné dvé stejné barevné spojnice nekfizi, a
ze kazdou spojnici jsme obarvili. Pak totiz budeme moci vyhlasit prvni kolo
»cervené“, druhé kolo ,oranzové“ atd. az posledni kolo ,zelené* a budeme ho-
tovi.
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Kazdé dvé stejné barevné spojnice jsou rovnob&zné, takze se nekrizi. Ted
pro spor predpokladejme, Ze existuje néjaké spojnice Ai—A;, kterou jsme neo-
barvili. Jelikoz n-thelnik je pravidelny, je urcité Ax—A; rovnobézna s A;—A,,
kde z = k41 — 1, popiipadé zbytek z tohoto ¢isla po déleni &islem n (jen jsme
osklivé napsali, ze Ay, A;, A1 a A, jsou v néjakém poradi vrcholy rovnoramen-
ného lichobéznika). Jediny problém, ktery muzZe nastat, je, ze vrcholy A; a A,
splynou, ale pak je k+1 =n+2 a Ap—A; je rovnobéina s Ax—A,,. Tak jako tak
jsme nasli rovnobézku, kterd je urcité obarvena a to je spor.

Popsali jsme tedy, jak Gspésné zrealizovat pfipitek na n kol (pro n > 3), a
ukazali jsme, Ze méné kol nestaci, takze si mizeme poblahoprat a udélit si b
bodi :-).

Pepa

Uloha 2.2 — Atlet (4b)

Zadani:

Dalsi planetka uz z ddlky zdvila svou ¢ervenou barvou. Vypadala, jako by z oka vypadla Marsu.
Uprostred jedné z planin stal atlet. Kolem néj lezely asi kilové koule. Stejnou drzel atlet ve své
ruce a usilovné se soustredil.

,Dobry den, co tady déldte?“ zeptal se maly princ, kdyz atleta uvidél.

wIrénugi. Chei totiZ vyhrat sazku,“ odpovédél atlet. Jesté chvili se soustredil. Pak zatval a
odhodil kouls.

A jakou sdzku checete vyhrdt?“ vyzvidal maly princ.

,Vsadil jsem se s bratrem, Ze pokud hodim spravnou silou a spravnygm smérem, tak zasihnu
libovolné misto na této planeté. Nékterd mista jsem uz trefil, ale na jind jsem zatim nedohodil,
tak trénuji,“ odpovédél atlet a uz si vybiral novou kouli.

Tato sdzka malého prince zaujala, a tak zacal o problému premyslet. Povrch planety byl
dostatecné rovny, aby se to atletovi povedlo. Atmosféra byla také zanedbatelnd. Jak md atlet
postupovat, aby vyhrdl svou sdzku?

Reseni:

Abychom tento problém vyfteSili, neni ani potfeba pocitat, stac¢i mit napad.
Vyjdeme z prvniho Keplerova zakona. Ten tiké, ze planety se pohybuji po ro-
vinnych kiivkich (kuzeloseckich), kolem stalého stfedu. Ted jiz si jisté vzpome-
nete na celou kapitolu fyziky o raketach opoustéjicich Zemi (vrhy v centralnim
poli), tohle je pfesné ono. Zacneme jednodussim piipadem, kdy atlet vrha koule
vodorovné.

Problém miizeme rozdélit do n€kolika situaci podle rychlosti koule. Jedno
ohnisko kfivky je vzdy ve stfedu planety, druhé zvétSovanim rychlosti posou-
vame po polopiimce atlet-stfed planety. ReSeni je uz ¢isté geometricky problém
priseciku dvou krivek:

1. Pro malé rychlosti je trajektorie koule ¢asti paraboly. Protoze hdzeme
vodorovné, je pocatek v jejim vrcholu. Koule dopadne celkem blizko
(obrazek u2.2.1).

2. Pro vétsi rychlosti je trajektorii ¢ast elipsy. Jeji velikost a kfivost za-
viseji na kombinaci sily vrhu a gravita¢niho zrychleni. Jedno z ohnisek
elipsy je vzdy ve stredu planety. Druhé ohnisko s se s rostouci rychlosti
koule vzdaluje od atleta, dohodi dal a dal (obrazek u2.2.2).
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3. Pak ale nastane situace, kdy obé ohniska splynou v jedno, a dosta-
neme kruznici. Atlet ted misto povrchu planety strefi sdém sebe. Koule
doséhla kruhové rychlosti (obrazek u2.2.3).

4. Pokud se druhé ohnisko elipsy vzdaluje jesté vic od atleta, dostavame
elipsy, které zasahuji dal do prostoru mimo planetu. Ale stile koule
strefuje atleta do hlavy (obrazek u2.2.4).

5. Pro jesté vétsi sily vrhu, kdy koule pfekroc¢i inikovou rychlost planety,
leti po hyperbole, a odleti Gplné pry¢ (obrazek u2.2.5).

Vysledek tedy zni: Atlet neni schopen vodorovnym vrhem dohodit nikam
na protilehlou polokouli.

Pokud uvazime, ze atlet nebude vrhat vodorovné, ale sikmo nahoru, pak
stale plati, ze se koule musi pohybovat po elipse, kterd ma jedno z ohnisek
ve stfedu planety. To druhé vSak jiz nelezi na polopfimce atlet—stfed planety,
ale obecné jinde (obrazek u2.2.6) Pokud si zvolime, kde atlet stoji (jeden bod
elipsy), kam mé dohodit (druhy bod elipsy), a zndme jedno ohnisko, mame
stale nekonecné mnoho elips, po kterych mutze kamen letét. Volbou velikosti a
thlu rychlosti zvolime takovou elipsu, Ze koule dopadne na pozadované misto
povrchu.

Takze pokud atlet haze Sikmo nahoru, je schopen trefit jakékoli misto na
planeté.

Ulohu sice lze Fesit i pocetné, ale vzhledem k tomu, Ze se v zadani nepo-
zadovalo zjisténi pocatecni rychlosti a thlu na zasazeni konkrétniho mista na
povrchu, bylo by to zbytecné slozité, a nevyhnuli bychom se pouziti pocitace.

Bohuzel vétsina z vas do TeSeni nenapsala, jestli uvazuje jen vodorovné
vrhy, nebo i §ikmé, nicméné to vypadalo, Zze vesmés uvazujete pouze vodorovné.
Jediny, kdo explicitné uvazoval vrhy pod jinymi thly, byl Mgr* Tomas Pokorny,
ktery tlohu simuloval v metapostu. Jako ukazku, ze fyzikalni ilohu netfeba resit
fyzikalné, ale Ze je podstatné néco jiného, otiskujeme jeho FeSeni.

Reseni Mgr™ Tomase Pokorného

Vychézel jsem ze znamého faktu, Ze gravita¢ni sila klesa kvadraticky se vzda-
lenosti, jako bonus jsem implementoval i chovani gravitace uvniti planety, kde
klesa linearné se vzdalenosti od povrchu planety.

Popis programu

Po inicializaci proménnych nastavime parametry simulace — pocet kroki, po-
lomér planety, gravitaci a silu vrhu. Vykreslime planetu, zvolime parametr i,
ktery reprezentuje proménny thel nebo rychlost vrhu, spocitame pocatecni
smér a vstupujeme do hlavniho cyklu. Najdeme smér do stfedu planety a zjis-
time, jestli jsme na povrchu nebo pod nim, a podle toho spocitame velikost
gravitacéni sily. Poté spocitame vektor vysledné sily. Je to bod na spojnici ak-
tudlniho bodu a stfedu ve vzdélenosti f, od aktudlniho bodu. Protoze chceme
relativni pozici, musime tento bod posunout o minus (aktudlni bod), protoze
potfebujeme polohu vici nule a ne aktualnimu bodu. Poté slozime tento vektor
s aktualnim smérem a vyjde nam vyslednice, o kterou posuneme aktualni bod,
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Obr. u2.2.1 — Reseni Obr. u2.2.2 — Regeni
pro malé rychlosti. pro vétsi rychlosti.

Obr. u2.2.3 — Splynuti obou Obr. u2.2.4 — Elipsa, ktera za-
ohnisek. sahuje mimo planetu.

(ONCY

Obr. u2.2.5 — Pfekroceni tinikové rych-  Obr. u2.2.6 — Elipsa pii obec-
losti. ném elevac¢nim uhlu.

a zapamatujeme si jeho novou pozici. Po dostatecném poctu kroki vezmeme
pole bodu a prolozime jim krivku g. Zjistime, kde se tato kiivka protina s povr-
chem planety a vykreslime jen tu ¢ast pred prisecikem, ¢i celou kiivku, pokud
se s povrchem neprotnula. Pokud zakomentujeme fadky oznacené ,,Zakomentuj
pro celou trajektorii“, ziskdme celou trajektorii véetné ¢asti uvnitf planety.
Pozn. red.: Protoze stejné nezname hmotnost ¢i polomér planety ani koule,
autor logicky zanedbal vSechny konstanty a pracuje s abstraktnimi nové defi-
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novanymi velicinami, které s témi fyzikalnimi nemaji mnoho spolecného. To ale
neni na Skodu véci.

Vypis programu (ke staZeni na http://mam.mff.cuni.cz/index.php3?
stranka=zajimavosti)

beginfig(1);
path smerstred; % smérnice gravitalini sily, tj. smér
% spojnice aktudlniho bodu a stf¥edu planety
path planeta; % planeta -- kruZnice
path g; % trajektorie koule
path h; % trajektorie koule pred dopadem
pair f_v; % viysledny vektor gravitacni sily
pair smer; % vysledny vektor trajektorie v daném bodé&, tj.
% okamzita rychlost
pair smermem; % vektor trajektorie v pfedchozim bodé
pair dopad; % ¢&as dopadu -- pro ofiznuti trajektorie na
% povrchu planety (&as zde neni redlny fyzikalni
% Cas, ale metaposti parametr pro polohu na
% kfivce)
numeric f; % Pokorného gravitaéni konstanta (=\kappa mM)
numeric polomer; % polomér planety
numeric f_g; ' velikost gravitaéni sily
numeric i; % iteraéni proménna
numeric j; % iteraéni proménna
numeric kroku; % polet krokldi, jak dlouho se bude trajektorie
% pocitat
numeric rychlost; % koeficient rychlosti vi&i poloméru
% (kolik polomé&rd planety urazi koule za
% jeden iteraéni krok)

% stanoveni pot¥ebnjch konstant
kroku=400;
polomer:=8cm;
£=0.08cm;
rychlost=0.14;

% vykresleni planety
planeta:=fullcircle scaled (2*polomer);
pickup pencircle scaled 1mm;

draw planeta withcolor red;

% trajektorie koule
pickup defaultpen;
for i:=0 upto 60:

z[0] [i]=(polomer+3,0);
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smermem:=point (.1%i) of zeme scaled rychlost;

/%Prepinani mezi konstantni silou

%smermem:= point 1 of zeme scaled i/500;

%a konstantnim uhlem

for j:=0 upto kroku:
smerstred:=z[j] [i]--(0,0); % urceni sméru do st¥edu
% planety
if (arclength(smerstred)<polomer) :
% zji&téni, zda jsme v planeté, nebo mimo ni
f_g:=(arclength(smerstred) /polomer)*f ;
% F_g=r*mM\kappa
else:
f_g:=(polomer/(arclength(smerstred)))*
(polomer/(arclength(smerstred)))*f;
% F_g=(1/r"2)mM\kappa
fi
f_v:=(point (arctime (f_g) of smerstred) of
smerstred) shifted -z[j][i];
% umisténi vektoru gravitaini sily do spravného
% bodu
smer :=smermem shifted f_v;
% sloZzeni okamZité rychlosti s gravitaéni silou
% (skladat pouhjm soultem rychlost se silou zni
% hrozivé, ale vzhledem k tomu, Ze rychlost ke
% st¥edu nabyta za jeden iteralni krok vlovem
% gravitacniho zrychleni v daném bodé&, je
% odlisna od sily jen konstantnim faktorem --
% zavislym na hmotnosti koule a velikosti
% iteraéniho kroku, tak to nevadi)
z[j+1]1 [i1=z[j]1 [i] shifted smer;
sSmermem:=smer;
endfor;

g:=z[0] [i] % tvorba trajektorie z pole bodi proloZenim

for

% beziérovou k¥ivkou
j:=1 upto kroku+l:
...z[j1[4]

endfor;
dopad:=g intersectiontimes planeta;% protnuti k¥ivky s

% povrchem planety

if (xpart(dopad)=-1): ¥ Zakomentuj pro celou trajektorii

h:=g;

else: % Zakomentuj pro celou trajektorii

fi;

h:=subpath(0,xpart(dopad)) of g; % Zakomentuj pro
% celou trajektorii
% Zakomentuj pro celou trajektorii
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draw h;
endfor;

endfig;
end

Vykreslil jsem si rtizné varianty pouzité sily a uhlu vrhu, a dospél k to-
mu, ze lze dosdhnout libovolného mista na planeté, a to jak s konstantni silou
(Pokud je alespori tak velkd, abych dohodil na opaéné misto, nez stojim.) tak
s konstantnim thlem (Pokud neni kolmy na povrch.).

Zuzka

Uloha 2.3 — Cisnik (4b)

Zadani:
Ndsledujici planeta byla malicka. Veétsi cast ji zaplnoval c¢tvercovy stul, ktery meél uprostred

jednu nozku, takze se s nim dalo otdcet. U stolu stal ¢isnik, ktery lestil sklenici. KdyZ wvideél
malého prince, tak ji odloZil na stul k dalsim trem a pFivital malého prince: ,Vitej, vdzeny
hoste! Posad se u tohoto stolu prosim,“ a usadil jej.

wDeékugi,“ spitl maly princ a rozhlizel se po stole. Byly zde ctyri sklenice a jinak nic.

»Mohu ukdzat své umeéni. Pouhé obsluhovani hosti mé uz prestalo bavit, tak jsem se naucil
nécemu novému. ZavaZ mi oci, a pak muzes nékteré z téchto sklenic obrdtit dnem vzhiru.
Polozim ruce na dvé z nich. Nékteré otoc¢im. Pak ti reknu a muzes stolem otocit o libovolny
celoéiselny ndsobek 90°. Ndsledné opét poloZim ruce na dvé sklenice a nékteré otocim a tak to
pujde dal a dal. Uvidis, Ze za chvili budou vSechny sklenice stejné orientované.“

Malého prince to opét zaujalo a tak zacal premyslet. Podaii se to ¢isnikovi? Jak to déla?
Co kdyby mél c¢isnik tri ruce a na stole bylo pét sklenic umisténych do vrcholi pravidelného
pétithelniku? Stil by se potom otdcel o ndsobky T2°.

Reseni:

Cignik si vzdy vybere dvé sklenice, zjisti jejich orientaci a podle toho je potom
muze pripadné néjak otocit. Vzhledem k tomu, zZe nevi, jak byl stil otocen,
muzeme rozliSit pouze dva mozné vybéry sklenic: vedle sebe nebo na thlopficce.
Vic toho pfi svém vybéru ¢isnik ovlivnit nemuize.

Zkusme si nejdiiv uvédomit jeden zajimavy fakt: muze se stat, ze na nékte-
rou sklenici si ¢iSnik nesdhne ani jednou. Takze zadné TeSeni zaloZené tieba na
tom, Ze vSechny sklenice bude otacet dnem vzhiru nebude fungovat. Muzeme
predpokladat, zZe maly princ je zlomyslny a méa ¢isnika na prvni pohled pfecte-
ného, takze nebude fungovat tieba ani zkouSet otacet sklenice nejdiive dnem
vzhiru a potom, kdyz to dlouho nebude fungovat, obracené.

Presto tlohu lze vyftesit. Na zacatku nevi ¢isnik o sklenicich nic. Nejdrive
si vybere néjaké dvé sklenice vedle sebe a otoci obé stejné, tieba dnem vzhiru.
Po otoceni stolu si ¢iSnik vybere sklenice na thlopficce a otoc¢i obé opét dnem
vzhiru. Ted uz vi, Ze urcité jsou tfi sklenice otoéené vzhiru. Pokud je otodené
i ¢tvrta, tak mu to maly princ prozradi a ¢isnikovi se otaceni povedlo. Jinak
vi, Ze posledni sklenice je otocend dnem dol.

KdyZ uz ¢i$nik zna polohu sklenic (aZ na otoceni stolu), méa hned jednodussi
praci. Nejdfive si vybere dvé na thlopticce. Pokud je jedna z nich dnem doli,
otoci tu a mé vsechny otocené stejné. Jinak oto¢i jednu ze sklenic dnem dold.
Ma tedy vedle sebe dvé sklenice dnem dold a dvé dnem nahoru.
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V piistim (uz predposlednim) kroku si ¢isnik vybere dvé sklenice vedle
sebe. Pokud budou stejné, otoci je, a budou opét vSechny orientované stejné.
Pokud ne, stejné obé sklenice otoci. Dostane tak stejné orientované sklenice na
obou thloptickach. V poslednim kroku si uz jednoduse vybere dvé sklenice na
uhlopficce a ty otoc¢i. Vsechny sklenice budou nyni uz urcité otoceny stejné.

Po péti otocenich se mu tedy vzdy povede docilit toho, aby byly sklenice
stejné orientované.

Pét sklenic
Ukézeme, Ze v tomto pripadeé se ¢isnikovi nemusi podafit vSechny sklenice otocit
stejné. I ted m4 ¢isnik pouze dva mozné tahy. Budto si vybere t¥i sklenice vedle
sebe nebo dvé vedle sebe a jednu proti nim.

Pokud nejsou vSechny sklenice otocené stejné, urcité existuji dvé s jinou
orientaci vedle sebe. A dokonce existuji dvé jinak otoCené sklenice ob jednu.
Jinak by uz vsechny sklenice musely mit stejnou orientaci.

Predpokladejme, ze ¢isnik ma néjakou strategii, podle které bude sklenice
otacet. Pokud bude v néjakém kroku otacet sklenice vedle sebe, umistime mu
dvé rizné vedle sebe tak, aby je neotocil. Podobné kdyz bude otacet sklenice
naproti, oto¢ime sttl tak, aby nemohl otocit dvé riizné orientované sklenice ob
jedna.

Pokud budeme znat ¢isnikovu strategii, tak mutzeme zafidit, aby nikdy ne-
otocil vSechny sklenice do stejné polohy. Takze ¢isnikovi se otaceni nemusi
povést.

Na zavér bych chtél poznamenat, Ze tiloha méla dvé ¢asti. Tedy plny pocet
bodd bylo mozné ziskat pouze za spravné vyfeseni obou. Na druhou stranu
néjaké body bylo mozné dostat za libovolnou z nich. Mnozi se o ¢ast s péti
sklenicemi ani nepokouseli. A mozn4 se tak zbytecné piipravili o body.

Kuba

Uloha 2.4 — Kuchaiky (2b)

Zadani:
Posledni planeta uzZ z ddlky vonéla. Planetce vévodila velikd pec, u které stdly tri kucharky.
Stridaly se v michdni velikého hrnce a o nécem se dohadovaly.

,O ¢em se haddte?* vpadl jim do rozhovoru maly princ.

LVarime polivku. Suroviny do polévky mame spolecné, ale nemély jsme drevo, abychom
mohly zatopit v peci. Proto jsem donesla ze svych zdsob tri polinka,“ Tekla jedna.

,Ja jsem donesla dokonce pét polinek,“ rekla druhd.

»A jd jsem tém dvéma dala 8 penéz, protoze uZ doma Zddné drevo nemdm,“ dodala ta
posledni.

,Nevite jak rozdélit penize, aby to bylo spravedlivé? Ale to je prece jednoduché, 3 a 5 to ne-
ni, to vi kazdy,“ ekl vesele maly princ a uz utikal na dalsi planetu, zpét do svého dobrodruzZstvi,
které popsal pan Antoine de Saint-Exupery.

A co vy? Dovedli byste spravedlivé rozdélit penize?

Reseni:
Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze spravny pomeér déleni penéz je 3 : 5,
ale jak si ihned ukaZeme neni to spravedlivé déleni. Hospodynky totiz vafrili
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spolu na jednom ohni, ktery spotfeboval 8 polinek. V pripadé spravedlivého
zasobovani dfevem by tak kazd4 z nich musela pfinést do ohné 8/3 polinka.
Jenze prvni dala 3 polinka, druha 5 polinek a tfeti nedala zadné.

Pokud se na to podivime trznim systémem, prvni a druha hospodynka si
spotfebovali sviij dil polinek potfebny na vafeni a zbytek prodali tfeti hospo-
dyrice. Prvni tedy prodala tfeti hospodynce

1
3 — 2 =3 polinka,

zatimco druha ji prodala s 7
5— g = g polinka.

Treti hospodyiika zaplatila 8 penizkd za 8/3 polinka, takZe jedna tfetina
polinka ji stala jeden penizek. Prvni hospodyné ji prodala pouze 1/3 polinka,
za co ji nalezi pravé ten jeden penizek. Druhé, kterd sponzorovala témér celé
vafeni pro tfeti, zistava tedy 7 penizki za 7/3 polinka. Spravny podil je tedy
1:7.

Honzik

Uloha 2.5 — Mé¥eni tihového zrychleni (2b)

Zadani:

Asi vSichni zndte tithové zrychleni. Tato konstanta uréuje velikost gravitacni sily, kterou Zemé
pusobi na objekty v blizkém okoli povrchu. K jejimu méfeni muZeme vyuzit fyzické kyvadlo.
Doba kmitu fyzického kyvadla je dana vzorcem

I 1 a
T=2m— 1+ =sin® - 1
m mgd<+4sm 2), (1)

kde I je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k ose otdcend, m hmotnost kyvadla, d vzddlenost
teézisté od osy otdcent, o je mazimalni thlovd vjchylka tézisté z rovnovdzné polohy a g je hledané
mistni zrychlent. Z této rovnice vychdzi nasledugjict model.

Matematické kyvadlo je idealizace fyzického kyvadla, kdy je predpokladdno, Ze mdme ne-
hmotnou nit, na které je zavésen hmotny bod, ktery vykondvd periodicky pohyb. Moment setr-
vacnosti hmotného bodu je zde ddn vztahem

I=mi?, 2)
kde m je hmotnost bodu a l je délka niti. Pokud predpokldddme, Ze se kyvadlo pohybuje v malgjch
vyjchylkdch, mizeme ¢len (1/4) ~sin2(a/2) ze vzorce (1) zanedbat. Upravou pak ziskdvdme vztah

pro zdvislost mistniho gravitacniho zrychleni g na periodé T'

472]
9= T2 (3)

Pokud chceme dosahnout presnéjsich vysledki, musime hmotny bod nahradit kulickou. Tim
se zméni moment setrvacnosti. V nasem pripadé je to

2
I= gmr2 +mi?, (4)
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pridemZ m rozumime hmotnost kulicky, r je polomeér kulicky a l je délka zdvésu.

Pyi mévend jsme zmévili kmotnost kulicky m = (278,7£0,1) g, délka zdvésul = (998+1) mm.
Kulicka byla trochu potlucend, proto jsme ji zmérili na nékolika mistech. Namérené hodnoty
jsou v tabulce u2.5.2. Primér kulicky jsme mévili s chybou s = 0,2 mm.

Pak jsme se pustili do mérent periody. Zmeérili jsme dobu 10 kmitd. Data jsou v tabulce
u2.5.1. PouZivali jsme stopky ovlddané optozdvorou. MéFili jsme tak s chybou s = 0,005 s.

Z nameérenych dat urcete tihové zrychleni a vypocitejte chybu méreni. Srovnejte vypocet
pomoct vzorce (3) s pripadem, Ze bereme moment setrvacnosti ve tvaru (4). Pokud byste ne-
chtéli jen zpracovdvat tato data, muzete provést vlastni merent, pak vds odménime bonusovymi
body.

Tyto data byla namérena ve fyzikdlnim praktiku I na MFF UK. V pfipadé zajmu naleznete
cely studigni text k této uloze na adrese
http://physics.mff.cuni.cz/vyuka/zfp/txt_121.pdf.

Reseni:
Nejdiive vypocitame zrychleni pomoci vztahu
B 472l
g - T2

Délku niti I = (998 &+ 1) mm vime. St¥edni hodnotu doby kmitu uréime jako
aritmeticky primér nameéfenych hodnot. Pro jednotlivé hodnoty uréime také
stfedni kvadratické odchylky, které zapiSeme do tabulky u2.5.1.

Nesmime zapomenout ovérit, zda se néjaka hodnota nelisi o vice nez 3 - s
od priimérné hodnoty T}o. Pokud ano, vyfadime ji z dal$iho zpracovani. Jak je
v tabulce vidét, musime vyloucit méfeni ¢islo 7. Po prepocitani zjistime, ze se
smérodatné odchylka zna¢né zmensila, ovSem ukazalo se, ze méfeni 2 a 4 taky
yujela, a musime je proto vypustit.

K statistické chybé musime jesté pripocitat chybu méreni stopek, tedy
s710 = 0,005s. Odtud dopo¢itame 3

T = (2,0383 = 0,0005)s.

Dopocitame tihové zrychleni g. Pro urceni chyby méfeni z vypoctené hod-
noty miizeme pouzit pomocné vztahy a-b = (a@-b) % (a- s, +b-s,) pro vypodet
T? a a/b= (a/b) £ (s,/b+ a- sp/b) pro vypodet I/T?. Tyto vztahy jsou pouze
priblizné, proto radéji pouzijeme kvadraticky zédkon pfenosu chyb

Formulku aplikujeme na g a dostaneme

g 2 dg 2 472\ ? —872\ 2
0 <az) sitlar) =\ \g2) i) o
3 Pokud nevétite, #e miizeme pouze vydélit hodnotu a chybu méfeni desiti,

tak si muzete vytvofit stejnou tabulku pro 7' = T10/10 a uvidite, Ze vSe vyjde
stejné.




20

Tiols] | [Tio—Twol | Twls] | |Tw—Tiol | Tiols] | [Tio— Tiol

1| 20,3821 0,0052 20,3821 0,0009 20,3821 0,0009

2 | 20,3795 0,0078 20,3795 0,0035

3 | 20,3836 | 00037 | 20,3836 | 0,0006 | 20,3836 | 0,0006

4 | 20,3872 0,0001 20,3872 0,0042

5 | 20,3842 0,0031 20,3842 0,0012 20,3842 0,0012

6 | 203820 | 00053 | 20,3820 | 0,010 | 20,3820 | 0,0010

7 | 20,4251 0,0378

8 | 20,3820 0,0053 20,3820 0,0010 20,3820 0,0010

9 | 20,3840 0,0033 20,3840 0,0010 20,3840 0,0010

10 | 203828 | 0,0045 | 203828 | 0,0002 | 20,3828 | 0,0002

20,3873 | s =0,0043 | 20,3830 | s =0,0007 | 20,3830 | s = 0,0004

Tabulka u2.5.1: Uréeni doby periody T30 a chyby méfeni této veliciny.

V prvnim sloupci je uvedeno ¢islo méfeni, v dalsich sloupcich naméfena

hodnota a rozdil hodnoty a primeéru, v poslednim fadku je uvedena
prumeérna hodnota 7T1¢ a smérodatna odchylka s.

Po dosazeni (nesmime zapomenout pfevést milimetry na metry) dostaneme
5 =0,0055m -5~ 2 a tedy

g = (9,483 +0,006)m - s 2.

V pripadé, ze nezanedbavame moment setrvacnosti kulicky, budeme tihové
zrychleni pocitat pomoci vztahu

4m? 2
g:m (5T2+(7”+l)2) .

Mozna vés prekvapi, pro¢ ve vzorci mame r + [ a ne pouze [, ovSsem pokud
uvazujeme, ze kulicka ma urcity polomér, tak si musime uvédomit, Ze se nam
Ve vzorci nam pfibyl polomér kulicky, ktery zatim nezndme. Urcime jej
z vice méfeni, podobné, jako jsme urcovali dobu kmitu.
Z d snadno vypodéitame r = d/2 = (20,13 £ 0,04) mm. Po zohlednéni chyby
meéfeni Suplerou dostaneme s, = £0,11 mm. Nyni mizeme spocitat hodnotu g,
vyjde ndm ¢ = 9,8711m - s~ 2.

4 Pozn. red.: Vzhledem k nejasné formulaci v zadani jsem za to nestrhival
body.
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dmm] | |d—d| | dfmm] | |d—d]
1| 4042 0,25 40,42 0,03
2 | 39,80 0,37
3 39,90 0,27 39,90 0,13
4| 40,10 0,07 40,10 0,02
5 40,44 0,27 40,44 0,03
6 | 40,42 0,25 40,42 0,03
7| 4012 0,05 40,12 0,02
8 | 40,38 0,21 40,38 0,02
9| 39,86 0,31
10 | 40,26 0,09 40,26 0,00
40,17 | s=0,09 4026 | s=0,07

Tabulka u2.5.2: Uréeni primeéru kulicky a chyby méfeni této veliciny.

V prvnim sloupci je uvedeno ¢islo méfeni, v dalsich namérené hodnoty

a rozdil hodnot a prémeéru, v poslednim fadku je uvedena primeérna
hodnota d a smérodatna odchylka s.

Opét vyuzijeme kvadratického zakona pfenosu chyb a ur¢ime chybu méfeni
vypocitaného g. Pro vétsi prehlednost si rozepiseme jednotlivé ¢leny

99 W 2(r + 1) 1T — (202 + (r + 1)*)T7?

a " ((r + )T?2)? ’
dg 42 (%T +2(r+0))(r+0T? - (%1"2 +(r+10)?*)T1?
a7 ((r + T2 !
dg 47? 2
37 = 72m . <51"2 +(r+ l)2> .

Cleny umocnime na druhou, pienisobime kvadratem piislusné chyby, se¢teme
a vysledek odmocnime. Dostaneme s, = 0,018 m - s72.
Hledana hodnota je

g=(9,676+£0,018)m s 2.

Pri zapocitani momentu setrvacnosti kulicky, jsme dosahli vysledku, ktery
se vice blizi tabulkové hodnoté g = 9,80665 ... m - s~2, nez v prvnim piipadé.
Presto se v ramci chyby méfeni neshodujeme. Je to ddno tim, zZe jsme zanedbali
vliv niti, zavésu a dalSich faktord, které ovliviiovaly méreni. Smyslem ulohy
bylo seznamit vas se zpracovanim méfeni a ne podrobna diskuse méfeni, proto
se pro tentokrat s timto vysledkem spokojime a nebudeme dale diskutovat

systematickou chybu méfeni.
(R)adim
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Seznamenis programem gnuplot

Béhem matematicko-fyzikalné-informatického badani casto narazime na po-
tfebu zobrazit graficky néjakou funkci, naméfend data, vysledky pocitacového
vypoctu apod. Pokud se chceme v datech sami zorientovat, hodi se moznost
zobrazeni nejriznéjsimi zplisoby upravovat a ménit, naopak pokud chceme nase
vysledky publikovat, zajimaji nas moznosti grafické apravy vysledného obraz-
ku.

K vétsiné zminénych a podobnych tkold mizeme pouzit program nazvany
gnuplot. Nez se pustime do podrobného popisu, za¢neme kratkym souhrnem
vyznacnych vlastnosti:

— Gnuplot umi kreslit grafy. Jak klasické s dvéma osami, tak trojrozmérné.
Umi také kreslit polarni grafy a zobrazovat parametrické funkce. Grafy je
mozné interaktivné prohlizet a zkoumat a s pfiméfrenym usilim také ziskat
velmi thledny vystup vhodny k publikovani.

— S gnuplotem si popovidate prevazné pomoci textovych prikazt. Nazory na
takové ovladani budou urcité subjektivni, ale objektivni vyhodou je snad-
nost uchovani a znovupouziti prikazt, které jste si odladili pro vytvoreni
pékného grafu, stejné tak jako jednoduché vyuZiti gnuplotu ve skriptech a
pro hromadné zpracovani dat.

— Vstupnimi daty pro kresleni mtize byt obycejny textovy soubor, ktery jed-
noduse vytvorite jakymkoliv programem véetné vasich vlastnich. Data jdou
dokonce ulozit do jednoho souboru spolu s pfikazy pro kresleni, takze po-
uziti gnuplotu mutze byt jednoduchou realizaci grafického vystupu z vaseho
vlastniho programu.

— Vystupem mize byt kromé zobrazeni na monitoru mnoho riznych vekto-
rovych i bitmapovych obrazkt, i vystup vhodny pro vlozeni do TEXového
dokumentu.

— Gnuplot umi proklddat data libovolnou zadanou funkei (tj. umi najit hod-
noty parametrti ve funkei tak, aby funkce co nejlépe vystihovala data).

— Gnuplot je open source program, navic docela maly a nevyzadujici slozitou
instalaci, takze si jej muzete kdekoliv jednoduse stahnout a spustit. Pokud
byste chtéli, muzete si jej i upravovat.

Kde vzit ...

Dle informaci na doméci strance projektu (http://www.gnuplot.info) je pro-
gram ke stazeni ze serveru SourceForge na adrese http://sourceforge.net/
/projects/gnuplot/files/. Pokud pouzivéite linuxovou (BSD atd. :-)) dis-
tribuci s balickovacim systémem, budete mit balicek gnuplotu uz pravdépo-
dobné pfipraven, a staci jej nainstalovat béZnym zptsobem.

Jak uz jsme zminili na zacatku, licence gnuplotu umoznuje volné pouziti
bez omezeni. V pripadé zajmu si také muizete dle libosti upravovat zdrojové
kédy programu.
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Nerozumim reci vaseho kmene . ..
Po spusténi gnuplotu (piikazem gnuplot, ikonkou, jak je libo) se objevi kurzor,
ktery trpélivé ¢eka na nase prikazy. Pfikaz je jedno slovo, pripadné parametry,
¢i dalsi upfesnéni jsou oddélené mezerami (az na par vyjimek zminénjch dale).
Kazdy ptikaz nebo klicové slovo se da zkratit az na nejkratsi jednoznacnou
délku a gnuplot ndm bude stale rozumét.

Kromé pifkazi vyvolavajicich né&jakou akci (kresleni grafu, vypis hodnoty
proménné, ukonceni programu apod.) existuje trojice piikazii set, unset a
show, které souvisi s nastavenim chovani gnuplotu (jak se bude kreslit, jak
pocitat apod.). Za set nésleduje ndzev parametru, ktery nastavujeme, a za
nim (pokud je to potieba) pozadovana hodnota. Ve oddélené mezerami. Piikaz
unset ma vyznam vypnuti pfislusné vlastnosti. Nakonec, show vypise hodnotu
prislusného parametru.

Dalgim dtlezitym piikazem je help. Budto zadany samostatné, anebo né-
sledovany mezerou a nazvem hledaného tématu, funkce, ¢i pfikazu. Dostanete
se tak ke kompletni dokumentaci gnuplotu, muzete si precist popis konkrétni
funkce apod.

Mimo ptikazti mizeme definovat funkce a zadavat hodnoty proménnych.
Nézev proménné nebo funkce muze byt libovolna posloupnost pismen, kterd
neni rezervovana pro piikaz gnuplotu. Rozlisuji se (stejné jako vsude jinde
v gnuplotu) velkd a mald pismena. Hodnotu proménné piifadime rovnitkem,
tedy napiiklad®

gnuplot> a=42

MiuZeme vypsat hodnotu konkrétni proménné (print a), anebo vSech nastave-
nych proménnych (show variables).

Zde je tfeba upozornit, ze gnuplot rozlisuje celoc¢iselné a necelociselné hod-
noty a pokud budou kolem lomitka jen celo¢iselné hodnoty, provede se i déleni
v celych ¢islech. Odpomoci se tomu da tim, Zze budeme za celoc¢iselné hodnoty
psat desetinnou tecku ,navic*:

gnuplot> print 3/2, 3./2, 3./2., a/4

Prvni ¢islo odpovédi bude jednicka, protoze oba operandy jsou celociselné.
Stejné tak poslednimu vysledku chybi desetinna ¢ast, protoze hodnotu pro-
ménné a jsme také zadali celociselné.

Funkce se od proménnych lisi tim, Ze za jejich nazvem nasleduje zavorka se
seznamem nazvu argumenti (pfi deklaraci), pfipadné hodnot argumenti (pfi
volani), oddélenych ¢arkou. Zadefinujeme funkci norma, kterd pocita velikost
dvouslozkového vektoru:

gnuplot> norma(a,b)=sqrt (a*x*2+b**2)

5 Doslovné piikazy pro gnuplot budeme v tomto ¢lanku sézet na samostatné
fadce uvozené textem gnuplot>.
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Zapis sqrt oznacuje druhou odmocninu, tak jak je zvykem ve vét$iné progra-
movacich jazykl. Seznam vsech pfeddefinovanych funkci si pfecteme po zadani
pfikazu help functions. Dvé hvézdicky jsou v gnuplotu vyraz pro mocninu.
Dalsi operatory jsou vcelku standardni, jak je mizete znat z jinych jazyku
nebo programu. Gnuplot umi i otaznikovy operator ve stylu jazyka C, umoz-
nujici vlozit podminku piimo do vyrazu. Napiiklad funkci vracejici maximum
dvou ¢isel tak mizeme zapsat jako

gnuplot> max(a,b)=(a>b)7a:b

Stoji za zminku, Ze gnuplot umi pracovat i s komplexnimi ¢isly. Zadat kom-
plexni ¢&islo mizeme (mimo postupt ve stylu sqrt(-1)) jako dvojici &isel (re-
alné a imaginarni slozka) ve slozenych zavorkach oddélenych ¢arkou. Jednotlivé
¢asti komplexniho ¢isla ziskdme funkcemi real a imag, piip. abs a arg (vraci
absolutni hodnotu a thel pravodiée v komplexni roving). Napfiklad

gnuplot> set ang d
gnuplot> x={2.,1.}
gnuplot> print arg(x), arg(x**3)

vypise tihly &isla x a jeho t¥eti mocniny, tj. 26,57 a 79,70. Uhly jsou ve stupnich,
jak jsme nastavili prvnim ptikazem (zkracend verze set angles degrees).

Nakresli mi obrazek
Kresleni klasickych grafi se dvéma osami zajisti pfikaz plot. Za mezerou na-
sleduji ¢arkou oddélené definice jednotlivych kiivek. Miize to byt budto mate-
maticky vyraz s x na misté argumentu, anebo nazev souboru s daty. Muzete
zkusit naptiklad

gnuplot> plot sin(x), x*cos(x)

Po potvrzeni tohoto pfikazu ,enterem“ uvidite graf funkci. Zobrazeni se da
interaktivné upravovat. Podle konkrétniho kresliciho vystupu (muze se lisit
s verzi gnuplotu, opera¢nim systémem, vasim nastavenim apod.) mohou byt
k dispozici rzné ikonky, ale pro kazdy interaktivni vystup bude fungovat na-
sledujici.

Pii pohybu mysi po grafu vidite v dolni ¢asti souradnice a dvojklikem mii-
zete aktualni soufadnice ulozit do schranky. Kliknutim pravym tlacitkem za-
Cnete vybirat oblast grafu pro zvétSeni. Pokud je okno s grafem aktivni, fun-
guji navic i nékteré klavesy: K vychozi velikosti grafu se vratite klavesou u,
k pfedchozimu zvétseni pak klavesou p. Pomoci g zobrazite ¢i schovate miizku
v grafu, kldvesou 1 pfepnete svislou osu do, resp. z logaritmické skaly. Klave-
sou L prepinate logaritmickou skilu u osy blizké kurzoru mysi. Klavesu e pro
znovunakresleni grafu vyuzijete hlavné pfi zobrazovani dat ze souboru, kdyz
chcete aby se graf aktualizoval podle nového obsahu souboru. Stisknuti h vam
v prikazovém okné vypise kompletni seznam moznosti.
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Hned za ptikaz plot muzeme do hranatych zavorek pridat rozsahy pro x a
y osu grafu. Napiiklad

gnuplot> plot [0:30][-5:] sin(x), x*cos(x)

Prvni zévorka udava rozsah pro x, druhd zavorka pro y. Hodnoty, které ne-
chceme zadat, mtizeme vynechat (miizeme vynechat i celou zavorku pro svislou
osu).

Gnuplot ve vétsiné nastaveni umi pracovat s historii pfikaz. Stiskem Sipky
nahoru se dostanete k diive zadanym piikazim a miiZete je upravovat a znovu
pouzit. Takze neni tfeba pfi praveé grafu psat vse znovu, staci si najit predchozi
prikaz, upravit a potvrdit.

Dvojrozmérné grafy jdou mimo pfedchoziho rezimu kreslit také jako para-
metrické anebo jako polarni (pfipadné kombinace obojiho). Pfi parametrickém
kresleni pouzivame na misté parametru proménnou t a kazda kiivka musi byt
zadana jako dva vyrazy oddélené ¢arkou, kde prvni je souradnice x a druha
soutadnice y. Pro polarni grafy se pouzije také proménna t, kterd ma ale vy-
znam uhlu a nabyva postupné hodnot od nuly do plného thlu (anebo tolik,
kolik ur¢i prvn{ hranaté zévorka). Ur¢uje tedy tihel kresleného bodu od vodo-
rovné osy. Funkce definujici kfivku musi na zakladé hodnoty t vratit vzdalenost
prislusného bodu od pocatku. Napf.

gnuplot> set ang r

gnuplot> set size sq

gnuplot> set polar

gnuplot> plot [0:pi] sin(5.*t) t "kyticka"

nakresli kyticku. Prvni set nastavi thly v radidnech (coz je potfeba jen pokud
jsme je zménili, jinak jsou radidny vychozi), druhy set nastavuje tvercovy
graf (square), posledni pak pfepind na zadavani k¥ivek polarné. Pismenko t
v kreslicim prikazu je zkratkou od title a nastavi popisek v legendé grafu.

Data ze souboru se kresli podobné — misto funkce zadame nazev souboru
uzavieny do uvozovek. Zakladni format souboru s daty je jednoduchy. Kazdy
tadek je jeden vzorek dat, na fadku jsou mezerou nebo tabuldtorem oddélené
hodnoty patfici do jednotlivych sloupcii.® Standardné se prvni sloupec povazuje
za soufadnici z, druhy za y. Dalsi sloupce se vyuziji v nékterych rezimech
kresleni, anebo je mozné pii vykreslovani datového souboru explicitné urcit,
jak se sloupce interpretuji. (V pfipadé jediného sloupce se tento povazuje za
hodnoty y a hodnotou x je ¢islo faddku.) Radky zacinajici znakem miizky (#)
se ignoruji a prazdny fadek mé vyznam oddéleni bloku dat (zptisobi tieba
preruseni ¢ary pii vykreslovani dat lomenou ¢arou).

6 Takovy formét souboru miizete mimo jiné ziskat z vétsiny tabulkovych kal-
kulatori, tfeba kopirovanim pies schranku.
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Pro vyzkouseni si vytvorime jednoduchy textovy soubor obsahujici

1. 6. -3.
6. 2. -2.
14. -1. 3.
17. -3. 10.

a nazveme jej tfeba ,data“. Pokud je ve stejném adresaii, odkud poustime
gnuplot, miizeme zkusit”

gnuplot> plot "data" w 1, "" u 1:3 w 1, \
> " ou 1:(($2-$3)*%%2/10.) w 1

Pismenko w je zkratkou with a Fikd, Ze body budou v grafu spojené ¢arami (ve
vychozim nastaveni se datové soubory kresli jen jako jednotlivé body). Pokud
bychom misto 1 uvedli tfeba 1p, bude na ¢afe navic znacka v misté kazdého za-
daného bodu. Prazdné uvozovky znamenaji znovupouziti predchoziho souboru,
u je zkratka using urcujici, co budou souradnice bodu. Vyraz pfed dvojteckou
je predpis pro soutadnici x, za dvojteckou pro y. Pokud je souradnice tvofena
konkrétnim sloupcem v datech, uvede se ¢islo sloupce. Ale muZzeme pouzit li-
bovolny vyraz, jak je vidét u tfeti kiivky (v tomto pfipadé se sloupce oznaduji
znakem dolaru a ¢islem). Tteti kiivka tedy bude ¢tverec rozdilu prvnich dvou
vydéleny deseti.

Funguji i nékteré specidlni nédzvy na misté souboru. Poml¢ka (plot "-")
tiké, ze se data ocekavaji ze stejného vstupu jako piikazy, tedy v tomto pii-
padé z klavesnice. Ndzev za¢inajici ,vétsitkem® (<) ¥ik4, Ze se spusti program
uvedeny za vétsitkem a jeho vystup se pouzije misto datového souboru.

Gnuplot umi kreslit i t¥irozmérné grafy. A to jak ve tfirozmérném pohledu,
tak jako dvojrozmérnou barevnou mapu. Tyto funkce se skryvaji za prikazem
splot, ale jejich popis je uz nad moznosti tohoto ¢lanku.

At to néjak vypada

Zménu popisku konkrétni kfivky pfidanim title do kresliciho pfikazu uz jsme
uvedli. K tomu se slusi zminit, ze naopak notitle danou kfivku z legendy vy-
jme. Celu legendou je mozné rtzné posouvat, anebo ji kompletné schovat pri-
kazy set key, resp. unset key. Popisky os nastavime piikazem set xlabel,
pfipadné set ylabel. Zobrazeni miizky v grafu ovliviiuje pfikaz set grid.
Hodit se také muze set samples, coz je prikaz nastavujici pocet bodu, ve kte-
rych se pocita graf funkce zadané vyrazem. Pokud je tedy néjaka kiivka moc
kostrbatd, je namisté hodnotu zvysit (vychozi je jen 100).%

7 Viimnéte si moznosti rozdélit pitkaz na vice fadek, pokud je poslednim
znakem na fadce zpétné lomitko.

8 Ale pili§ velké hodnoty mohou viditelné zpomalit vykreslovani a hlavné
neimeérné zvetsit vystupni vektorové obrazky.
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U kazdé polozky v prikazu plot miZete uvést, jakym zptisobem se ma kres-
lit. Klicové slovo linetype (zkrdcené 1t) nasledované ¢&islem uréuje typ Gary.
Konkrétni interpretace ¢isla zavisi na vystupnim zatizeni. Podle moznosti barva
¢ary anebo rizné styly ¢arkovani. Standardné ma ¢ara v piikazu plot takové
¢islo linetype, kolikaté je v pofadi v tomto pifikazu. Analogicky funguje para-
metr pointtype alias pt, ktery nastavuje styl kresleni bodud (t¥eba pro w 1p).
Sitku ¢ary upravime parametrem 1w alias 1inewidth, velikost znacky bodu pak
ps alias pointsize. K dispozici je také mnoho styli za with, naméatkou svislé
¢i vodorovné ,fousky* oznacujici chybu méfeni, sloupecky od vodorovné osy,
stupinky apod.

Do grafu je mozné vkladat popisky na libovolné misto prikazem set label.
Piikazem set format je mozné ovlivnit format popiskl osy. Na logaritmickou
skalu prepneme osu piikazem set log.

Jedna ukézka na zavér:

gnuplot> set key above

gnuplot> set samples 1000

gnuplot> set xlabel "cas [s]"

gnuplot> set ylabel "amplituda"

gnuplot> F(£f, t)=sin(t*2.*pix*f)

gnuplot> plot [0:2] F(5, x) t "5 Hz", F(6, x) t "6 Hz", \
> F(5, x)+F(6, x) 1lw 2 t "soucet", \
> 2.#F(.5,x-.5) 1t 4 1w 2 t "vysledna amplituda", \
> 2.xF(.5,x+.5) 1t 4 1w 2 notitle

Vytvéarime obrazky, ukladame

Kdyz uz jsme se na nase vytvory dost vynadivali, bylo by dobré, umét je také
prevést na formét vhodny k dalsimu zpracovani (vlozeni do textu, tisku apod.).
Gnuplot toto fesi nastavenim vystupniho souboru piikazem set output a vy-
stupniho formatu prikazem set term. Pfikazem set term bez dalsich parame-
tri ziskdme vypis dostupnych vystupnich formétt. Na vybér jsou jak bitma-
pové, tak vektorové, vcelku siroka je moznost integrace s TpXem.”

Ukéazeme si jednoduchy vystup do obrazku ve formatu PNG:

gnuplot> set output "obrazek.png"
gnuplot> set term png
gnuplot> plot sin(x)

9 Pro vjrobu obrazkt vhodnych pro TeX je cest vice, jedna ze zajimavéjsich
je vyuzit vystup ve formétu metapostu, ktery jde budto vlozit pfimo do TEXu
anebo prevést na PDF. Vyhodou je (i kdyZ obc¢as tato vlastnost umi byt za-
ludnd), ze vSechny popisky jsou zpracoviny TgXem, takZe si miZzeme vyhrét
dle libosti. Po nastaveni vhodnych formatt popiskt os vypada vystup témér
dokonale :), ale na podrobny navod zde bohuzel neni misto.
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Interaktivni psani prikazi je Sikovné ve chvili, kdy prohlizime data anebo
néco zkousime a zkouméame, ale finalni sekvenci ptrikazt vedouci k vyslednému
obrazku by bylo lepsi mit nékde ulozenou. Pak ji mtizeme dle potfeby dodateéné
upravovat, znovu pouzit apod. Asi nejjednodussi cestou je vytvorit sekvenci
prikazii v obycejném textovém souboru a spustit gnuplot s pfidavnym para-
metrem — nazvem tohoto souboru. Piikazy by mély obsahovat i nastaveni vy-
stupniho formétu a vystupniho souboru.'® Potom spusténim gnuplotu docilime
okamzitého vytvoreni obrazku bez potieby dalsi interakce. Nékdy se hodi pi¥i-
kaz save, ktery ulozi do souboru kompletni aktudlni nastaveni gnuplotu véetné
posledniho pfikazu plot. Prikazem load docilime naopak vykonani pfikazi
gnuplotu ulozenych v souboru, ktery specifikujeme jako parametr prikazu.

Pokud se vam nelibi nékteré z vychozich nastaveni gnuplotu, mtzete si vy-
tvofit vlastni soubor pfenastavujici pozadované véci (bude tedy pravdépodobné
obsahovat hlavné piikazy set), ktery ulozite na misto, kde jej gnuplot najde.
V ptipadé Linuxového systému to bude soubor nazvany .gnuplot, v pfipadé
Windows pak gnuplot.ini. Umistény musi byt budto v domécim adresari,
anebo v aktualnim adresafi platném pii spusténi gnuplotu.

Fitujeme

Hodné zajimavou a uZite¢nou funkci gnuplotu je prokladani dat zadanou funkci,
vétSinou nazyvané ,fitovani“. Mame néjaka namérend data a chceme je pro-
lozit funkci, u které zname obecny tvar, ale ne Ciselné koeficienty. Naptiklad
mame kadinku, do které kapeme kapky. Kadinku s kapalinou umime zvazit,
kapky umime pocitat. Chceme zjistit, jakou hmotnost ma jedna kapka. Za-
znamename hmotnosti pro nékolik riznych pocétt kapek v kadince a vime, zZe
zéavislost hmotnosti na poctu kapek by méla byt linearni. Ale nezndme presné
ani absolutni ¢len (tj. hmotnost kiddinky — nezapomeiite, Ze kazdé méfeni je za-
tiZeno né&jakou chybou), ani koeficient imérnosti (to je hledand hmotnost jedné
kapky). Pokud budeme mit v souboru kapky dva sloupecky dat, pocet kapek
a zjisténou hmotnost, mizeme v gnuplotu psat

gnuplot> m(n)=mO+mk*n
gnuplot> fit m(x) "kapky" via mO,mk
gnuplot> plot m(x), "kapky"

Prvnim prikazem zadefinujeme tvar hledané funkce — hmotnost kadinky m zévisi
na poctu kapek n tak, jak je uvedeno. Hmotnost kapky je mk a prazdné kadinky
mO. Nasledujici prikaz rika gnuplotu, aby nasel takové hodnoty mO a mk, aby
celkové odchylka mezi daty v souboru ,kapky“ a funkci m() byla minimélni. Po
skonceni ndm gnuplot na obrazovku vypise spocitané hodnoty i s odhadovanou
chybou. Poslednim pfikazem jen vysledek zobrazime.

10 Pokud mate radi presmérovavani vystupu programi, je samozfejmé mozné
nechat vychozi nastaveni na standardni vystup a konkrétni soubor vybrat pre-
smérovanim az pii spusténi gnuplotu.
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Gnuplot umi prokladat data libovolnou zadanou funkci, coz je vcelku silny
nastroj, ale méa své meze. Je dobré védét, jak prokladani pfiblizné funguje.!!
Gnuplot vezme néjaké vychozi hodnoty hledanych parametri (mtzete mu je
sami zadat, nékdy je potfeba zvolit ruéné pocatecni hodnoty pfiblizné odpo-
vidajici dattim). Spoé¢te hodnoty prokladané funkce v bodech, kde jsou i na-
meéfena data a v kazdém bodé urci druhou mocninu rozdilu funkéni hodnoty a
hodnoty ze souboru. Soucet téchto ¢tvercu rozdilt uréuje ,kvalitu® prolozeni.
Poté gnuplot zkusi o trochu zménit hodnoty parametrt a zjisti, jak se pii tom
zméni suma odchylek. Najde takovy smér zmény parametrt, ktery odpovida
nejvétsimu poklesu odchylky a tim smérem udéld maly krok (tj. zméni hod-
noty parametrii). Poté se cyklus opakuje dokud se nedostane do mista, kde
krok jakymkoliv smérem situaci zhorsi.

Tento postup ma zakladni slabinu ve véci zvané lokalni minimum. Vétsina
v néjakém malém okoli z hlediska odchylky nejlepsi, ale pro Gplné jiné hodnoty
parametri existuje mnohem mensi odchylka. Nicméné gnuplot zkousi jen blizké
hodnoty parametrii, takze nepteleze ,kopecek“ horsich reseni, aby nasel lepsi
feseni v sousednim ,doliku“. Proto je vhodné fit vizudlné ovérit vykreslenim
funkce a dat a pripadné zkusit ru¢né upravit hodnoty parametri a spustit dalsi
fit.

Také je potifeba dat pozor, abychom pro fitovani nezadali vzajemné za-
vislé parametry. Pokud se budeme snazit fitovat funkci a*b*x s parametry a
a b, rozumného vysledku se nedockame, protoze stejné reSeni muzeme dostat
libovolnou kombinaci téchto parametrti. V podobnych piipadech je potieba
sloudit vzajemné zavislé parametry do jednoho. (Pak ndm samoziejmé fit neda
odpovéd na to, jakd je hodnota jednotlivych ,slozek®, ale takovou odpovéd
nemuZeme ocekdvat uz z principu.)

Marble

Uloha 4.5 — Gnuplot (6b)

A) Fibonacci

Vykreslete pomoci gnuplotu graf 100 prvnich Fibonacciho éisel (posloupnost

mizete vytvofit i externim programem). Najdéte péknou jednoduchou analy-

tickou funkci, kterd ptiblizné vystihuje (tuto ¢ast) Fibonacciho posloupnosti

(muZete vyuzit fitovani v gnuplotu) a vytvoite graf (anebo vice grafl), které

rozumnym zpusobem ukazuji, jak dobfe tato funkce posloupnost vystihuje.
Jako Teseni posilejte jak prislusné pfikazy pro gnuplot, tak i obrazky, pokud

je vytvorite.

B) Odporovy teplomér

Predstavte si nasledujici experiment: Do vakua jsme umistili wolframovy drat,

ktery miizeme zhavit priichodem elektrického proudu. Drat je umistény ve va-

1 Nésledujici popis je zjednoduseny, pro piesny a podrobny popis se podivejte
treba do napovédy gnuplotu.
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kuu a chladi se jen zafenim'2. Ztratovy vykon chlazeni bude tedy spliiovat
Stefan-Boltzmanntv zakon
P =e0ST*,

kde S je plocha vldkna, T jeho termodynamicka teplota, o je Stefan-Boltz-
mannova konstanta a ¢ emisivita wolframu. Emisivita wolframu bude s do-
state¢nou presnosti pro tepelné zareni primo imérna termodynamické teploté.
Navic nesmime zapomenout na tepelné zafeni ze stén vakuové komory, které
dopadé zpatky na vldkno. Vysledny vyzafeny vykon tedy bude

Pk (10 1F).

kde k je konstanta charakterizujici vldkno (plocha, koeficient emisivity), T je
teplota vlakna a Ty teplota stén vakuové komory.

Vladkno je zahfivano prochazejicim proudem I a méfime na ném napéti U.
Z namérenych dvojic I a U bychom radi zjistili, jak vypada zavislost odporu
wolframu na teploté. Predpokladame, ze odpor pujde v celém rozsahu teplot
vystihnout vyrazem ve tvaru

R(T) = Ro [1+ (T — Tp) + B(T — To)* + (T — Tp)?] .

Odpor Ry ma vldkno za teploty Tj a koeficienty «, 3 a «y urcuji teplotni zavislost
odporu (tedy to, co nds zajima).

Za situace, kdy Ty = 293K, byly zmeéfeny nasledujici dvojice proudu a
napéti:'3

# I [A] U [V]

4.5611 3.0905 7.1691 6.6622 9.4244 10.7185
4.9969 3.5887 7.5498 7.2937 9.7411 11.4316
5.146 3.7689 7.6562 7.4823 10.144 12.2395
5.7449 4.5521 7.9009 7.9177 10.334 12.689
6.0473 4.9856 8.1375 8.326 10.533 13.111
6.4435 5.5276 8.4241 8.8325 10.794 13.6605
6.6478 5.8647 8.8754 9.703 10.869 13.8397
6.9925 6.4106 9.1319 10.1839

Urcete z téchto informaci teplotni zavislost odporu wolframu a k vyslednym
hodnotam nezapomernte poslat i pékné ilustracni obrazky a podstatné piikazy
gnuplotu pouzité pro spocteni vysledkil a vytvoreni obrazk.

Mala napovéda: Pti pouzivani piikazu fit bude pravdépodobné potieba
gnuplotu ponékud napovédét. Uvédomte si, ze koeficient k£ v sobé obsahuje
Stefan-Boltzmannovu konstantu a bude to tedy velmi malé ¢islo. Také neni
nutné hledat vyraz, ktery vystihuje pfimo zavislost napéti na proudu. Klicové
slovo using mizZete v gnuplotu pouzit i u pfikazu fit a vstupni data si diky
nému predzpracovat do vhodnéjsi podoby.

12 Pfedpokladejme, Ze experiment je postaveny tak, Ze ztrity vedenim jsou
skutecné zanedbatelné.

13 Tato data jsou k dispozici ke stazeni na adrese http://mam.mff.cuni.cz/
vstupy/gnuplot.txt
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Vysledkova listina
Ulohy
Po¥. | Jméno R.|> _;|rl r2 r3 r4 r5 t6 + |2 o
1. | Doc™ Stépan Simsa 1. 154 5 4 2 2 8 3| 24
2. | Dr'™ Karel Kraus 4. 60| b5 2 0 8
3. | Mgr™ Karel Kral 4. 31| 5 3 2 0] 11
4. | Mgr™ Vojtéch Kolar 4. 23 3 2 0| 5
5-6. | Mgr™ Michaela Kochmanova | 3. 48| 3 0 2 0 5
Mgr™ Vojtéch Milos 4. 37| 5 3 2 0| 10
7. | Mgr™ Kristyna Onderkova 4. 20| 5 2 1 0 8
8-10. | Mgr'™ Alena Harlenderova 2. 21| 4 2 0| 6
Bc™ Michaela Hubatova 3. 17
BceM™ Katefina Marova 4. 17
11-12. | Mgr™ Tom&s Pokorny 3. 27 0 0 5
Bce™ Matéj Kocian 3. 15 5 2 2 0| 9
13. | Bc™ Petra Vahalova 4. 14 2 0 6
14-16. | Mgr™ Martina Bekrova 3. 30| 4 2 0 6
Mgr!™ Jan Skoda 3. 28
Bc™ Lukas Langer 4. 16| 4 2 0] 6
17. | Dr™ Alena Busékovéa 3. 94
18. | Bc™ Karel Tesar 4. 10| 3 0 3
19-21. | B¢™ Martin Holecek 4. 13
Jakub Stodek 3. 9 2 0 2
Tomas Trégner 2. 9
22. | Mgr™ Anna Chejnovska 3. 26| 4 0 0| 4
23. | Gabriela Kubickova 3. 7 5 2 0 7
24-27. | Mgr™ Filip Stédronsky 3. 49| 4 2 0] 6
Mgr'™ Katefina Honzakova 4. 39
Mgr™ Filip Hlasek 3. 28
Ondiej Micka 1. 6
28-31. | Doc™ Petr Pecha 3. | 158 2 0| 2
Mgr™ Alena Juréaskova 2. 26
Bce™ Barbora Bshmova 2. 12| 2 1 2 0 5
Marek Stehlik 3. 5
32-34. | Mgr™ Michal Husek 4. 25| 1 0 3 0| 4
Mgr™ Martina Vavackova 4. 20
Daniel Safka 3. 4
35-36. | Pavel Kratochvil 2. 8
Pavel Pejfimovsky 3. 3 3 0] 3
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Ulohy
Po¥. | Jméno R.|> _;|rl r2 r3 r4 r5 t6 + |2 o
37-41. | Mgr™ Zuzana Docekalova 4. 36
Bce™ Pavel Novotny 4. 18 2 0 2
BcM™ Barbora Smidova 1. 10
Dominik Miketa 3. 2
Kristyna Zemkova 2. 2 0 2 0 2
42-43. | Josef Klesa 2. 0
Simona Ondrckova 1. 0

Sloupecek ) _; ve vysledkové listiné je soucet vSech bodu ziskanych v nasem
seminafi, ), je soucet bodii ziskanych v aktualni prvni sérii.

Ve sloupci ,R.“ je uveden roénik (pfepocteny na ¢tyfleté gymnézium, mi-
nimalni hodnota je prvni roénik). Pokud mate v tomto sloupci uvedeno Spatné
(nebo zadné) ¢islo, napisSte ndm sviij rok maturity, a my si opravime idaj v da-
tabazi. Sloupecek ,,+“ znaci bonusové body udélované podle ro¢niku a souctu
bodu za tlohy.

Tituly uvedené v pfedchozim textu slouzi pouze pro Gcéely M&M.

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3 )
121 16 Praha 2 9

Telefon: +420 221 911 235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastieSsen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stredoceské
pobocky Jednoty ceskych matematiki a fyziku.



