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Milé ctenarky a Ctenafi,

opét se k vam vracime s dalsim, tentokrat predvanocénim, ¢islem naseho ca-
sopisu. Vedle zadani tloh a prvnich pfispévka k tématim zde naleznete také
dalsi odborny c¢lanek. Tentokrat vas Irigi seznami s programem Mathemati-
ca, ktery se hodi k nejriznéjsim matematickym vypoctim. Naleznete zde také
prvni ¢lanek ke konferenci, kterd probéhla na soustiedéni v Krasnu. Muze to
byt motivace pro ty z vas, ktefi nam sviij ¢lanek jesté neposlali.

Specialitou tohoto ¢isla je anketa. Radi bychom s jeji pomoci zjistili, jak jste
spokojeni s nasim seminafem. Pro ty z vas, ktefi posilaji feSeni elektronicky,
jsme anketu umistili na adresu http://mam.mff . cuni.cz/anketa09.txt, kde
si ji mzete stahnout a pak ndm ji spolu s feSenim odeslat. V anketé jsme
pripravili dvé bonusové otazky. Ti z vas, ktefi vyplni anketu a nejlépe odpovi
na prvni bonusovou otazku, se mohou tésit na novoroc¢ni darek v podobé tricka.
A ti z vés, kteti dobfe odpovi nejen na prvni ale i na druhou bonusovou otazku,
se mizou tésit na tricko ve spravné velikosti. :-)

Chtéli bychom vas také pozvat na jeden den s fyzikou, ktery probéhne 4.
tnora 2010. V ramci této akce se mtzete tésit na rtizné exkurze a prednasky z fy-
ziky. Podrobnosti naleznete na http://www.mff.cuni.cz/verejnost/jdf/.

Pékné vanoce a tispésny nasledujici rok pteji

Organizdtori FEAA

r r r
Zadani uloh
Termin odeslani t¥eti série: 25. 1. 2010

Uloha 3.1 — Za zrcadlem (4b)

Alenka bézela ze vsech sil, jen aby nemusela vystoupit pfed vSemi témi podiv-
nymi dospélymi. Chtéla utéct tak daleko, jak jen to Slo. Kdyz tu spatfila bilého
kralika, jak natahuje zvédavé hlavu do nory ve vyschlém kmeni, kde v mziku
zmizel. Natahla se za nim a najednou, jako by se celd propadla dutym kmenem
az na samotné dno dlouhatanského cerného tunelu.

,Prask!“ ozvalo se, jakmile dopadla na ledovou zem. KdyZ se pevné posta-
vila na obé nohy, které se ji jesté stale t¥asly tlekem, uvidéla veliké ¢tvercové
zrcadlo a za nim toho malého bilého kralicka. Natahla ruku k lesklé plose zr-
cadla a zlehka se ji dotkla.

»AZ vylustis hadanku,” usklibl se kralik.

,2Hadanku?“ znejistéla Alenka.

,Hadanku, copak neznas hadanky a uz se tak hloup€ neptej a poslouche;j. . . «

,Podivej se na to veliké ¢tvercové zrcadlo pred tebou. Je potfeba jej rozrezat
na n ne nutné stejnych ¢tvereckl. Az pfijde$ nato, pro kterd n se ti to muze
povést, projdes zrcadlem.*
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Uloha 3.2 — Lék (5b)

Alenka se celou svou silou oprela do sklenéné desky a najednou se propadla na
druhou stranu, daleko za zrcadlo. Zmatené se vratila zpét a pokusila se projit
znovu skrz, zlehka se dotkla, ale zrcadlo, jako by najednou bylo Gplné lhostejné
ke vSem jejim snaham.

Rozhodla se tedy vyjit skrz dlouhy sil s mnoha dvefmi, v némz se ocitla.
Jedind véc, kterd ji ponékud znepokojovala, byla jeji vyska. Od té chvile, co se
ocitla v tomto prapodivném svété, méla pocit, Ze stropy jsou tu o néco niz, nez
kdekoliv jinde.

Alence jeji zvédavost nedala a oteviela velké dvefe z lipového dieva na
konci chodby. Za dvefmi uvidéla velikou zahradu s prapodivnym obyvatelem
uvnitf. Byl to pan Kornelius, Snek, ktery vlastnil tovarnu na vyrobu zazra¢ného
lektvaru pro prilis velké navstévniky.

,Dobry den,“ pozdravila Alenka a zlehka se uklonila.

,Vitejte madam, racte si prat.”

,2Mam velikou Zizen, mohu dostat trosku vody?*

,O, madam, neni nic snazsiho, dovolte mi, abych vam nabidl daleko lepsi
pochoutku. . .

Bohuzel, ale nic neni jen tak, musite mi nejprve pomoci. Jiz dlouho si lamu
hlavu nad tim, odkud se bere energie, kterou potiebuji pro chod své domaci
tovarny. Samoziejmeé, Ze nase elektrarny vyuzivaji nejruznéjsi zdroje energie,
jako tfeba prilivova elektrarna, kterou vlastni mij vzdaleny bratranec, ta pre-
ménuje energii prilivu a odlivu na elektfinu. Problém je ale v tom, Zze pokud
néjakou elektfinu vyrobi, musi jinde energie zmizet. Tak mi vazena sle¢no po-
vézte, odkud se bere energie, kterou vyuzivaji prilivové elektrarny? Kolik ji je
v tomto zdroji schovano, a co by se stalo, kdyby se vSechna vycerpala? Slunce
nemusite uvazovat.“

Jako bonus muzete zkusit odhadnout, jak moc stavba pfilivovych elektraren
urychluje vyCerpavani této energie. Chapejte, je to pro mne opravdu zésadni
véce, vzdyt na energii zavisi celd méa zivnost!”

Uloha 3.3 — Dlazdéni (3b)

Rozhodli jsme se do MEM zatadit novy druh praktickych informatickych iloh.
Zaddni ulohy obsahuje problém, ktery je treba vyresit, ale neni nutné pouZivat
néjaky konkrétni programovact jazyk ani popisovat asymptotickou sloZitost.

Soucdsti zaddni je popis problému a soubor se vstupnimi daty. Resenim je
soubor s vystupnimi daty, ktery ndm poslete. MuzZete ndm poslat i zdrojovy
kod svého programu. Zdrojovy kod neni nutny, ale muzZete za néj dostat az dva
bonusové body. Navic k nému pripiseme uZitecné pozndmky nebo doplnéni, ale
nent to nutne.

Protoze soubory se vstupnimi i vystupnimi daty budou zpravidla dosti roz-
sahlé, vase Teseni (vystupni soubor) budeme akceptovat pouze mailem, nikoliv
papirovou postou.
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Alenka dostala za svou pomoc obchodnikovi mali¢kou lahvi¢ku s bledémodrou
tekutinou a ze samé Zizné ji ve vtefiné vypila. Ani se nenadéla a jeji nohy se
pocaly neuvéritelné rychle zkracovat, hned za nimi ruce, krk i hlava. A najednou
byla docela malicka, jako vSechno v tomhle prazvlastnim svéteé.

Mozné snad proto se vratila zpét do veliké mistnosti a nasla ty nejmensi
dvere, které byly pfimo uprostied a bez obav jimi prosla. Ocitla se na dlouhé
cesté vedouci k lesu. Rozbéhla se piimo vpfed. Probéhla krajem lesiku, kdyz
zaslechla opravdu hlasitou hadku.

Uprostted cesty stali dva muzici od hlavy az k paté obleceni do plechu. Sotva
se jeden z nich pohnul, plechové platky se na ném rozhoupaly a rozfincely na
cely les. Preli se o jakousi tuze slozitou véc a jeden druhého vyzyval na souboj,
v pripadé, ze mu ned4 za pravdu.

Do hovoru vstoupila Alenka a s neskryvanou ucasti se otazala, co Ze to
vlastné fesi. Oba dva panové zacali jeden pies druhého Alence vysvétlovat.

,Od kralovny jsme dostali krabici dominovych kostek, vétsi, nez si zdaleka
dokazete predstavit, a nékolik dlouhych ¢tvereckovanych pasu Sirky nanejvys
étyti étverecky. Ctverecky na pasech jsou vybarveny portiznu ¢erné a bile.

Kralovna rozkazala vydlazdit ¢ernd pole dominem tak, aby je vSechny za-
kryla, ale zaroven aby zadna dominova kostka nelezela na bilém c¢tverecku.
Dominové kostky maji velikost dvou ¢tverecki a mame jich dostatek pro vy-
dlazdéni vsech cernych ctverecki.“

Ve vstupnim souboru jsou pasky zakresleny jako bitmapy, kde ,,0“ znamena
Cerny a ,,1“ bily ¢tveredek. Jednotlivé pasky (vstupy) jsou oddéleny prazdnym
tfadkem. Pro kazdy pasek musime zjistit, jestli jde takto vydlazdit dominem.
Pokud ano, vypiste na vystup ,,ANO“, pokud ne, vypiste ,,NE“. Pro i—ty pasek
se tak bude feseni nachazet na i—tém radku.

Priklad vstupniho souboru:

111111100001111111110111111
110000101111100011110110000
111000001110001111110111110
111111111111000011110100000

111111111111111110111100001
111000011011100000111000101
111110000011110000111100001
111111111000001111111111111
Piislusny vystupni soubor:

ANO

NE

Soubor se vstupnimi daty naleznete na adrese
http://mam.mff.cuni.cz/vstupy/r16-3-3-pasky.txt

No vidite a kdyz takovy tkol nesplnime, kralovna nam da setnout hlavu.
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Uloha 3.4 — Klobouénik (2b)

Alenka samoziejmé obéma muZiktim poradila, coz rozhodné zlepsilo i jejich
vzajemné vztahy, uz se totiz nehadali, naopak, pozvali Alenku na odpoledni
sélek Caje a partii Sachu ke kralovné. Pfed branami zahrady Alenka potkala
docela malého ¢lovicka s cylindrem dvakrat vétsim, nez on sam.

»Jsem Klobouc¢nik a pfichédzim na partii Sachu ke kralovné,“ predstavil se.

,10 je milé, také jsem byla pozvana.“

,Hrajete rad Sachy?*

»,Rad, ale pamatujte si, ze musite nechat vyhrat kralovnu, jinak bude zle.“
Alenka se nechdpavé podivala na Klobouc¢nika a jisté by se radda jesté zeptala,
ale to uz byli v zahradé pfed kralovnou.

Alenka se uklonila a uz uz se chystala k pozdravu, ale kralovna jen prohodila:
,Posadte se, zacneme. Prineste Sachy!“

Tak tedy zacali. Po chvilce vypadala rozehrand partie jako na obrazku. Na
zacatku partie vénoval bily hraé jednu figuru éernému (to znamend, Ze ji pred
zaCatkem hry odstranil z Sachovnice). Hra se pak vyvijela podle standardnich
sachovych pravidel. Poznate jakou figuru bily obétoval?

A Wedd
AAAA‘R:AA

A AYAYA
X SR RAP=

Alenka zfejmé pfilis neporozuméla Klobouénikovym sloviim a kralovnu po-
razila.

»oetnéte ji hlavu, setnéte ji hlavu!“ pistéla kralovna.

Alence bylo v mziku jasné, jak to chodi v téhle povedené krajiné. Nebylo
ji to v8ak nic platné, nez se totiz stihla vzpamatovat, z kazdé strany ji drzela
kralovnina straz. Nastésti se jim Alenka vytrhla a rozbéhla se ze vSech sil. . .

... kdyz v tom se probudila doma, ve své postylce, zpatky za zrcadlem.

A
AAA
'



ResSeni témat
Téma 3 — Prebijena

Zd4 se, Ze jste (aZ na par vyjimek) zapomnéli na pfebijenou! V tomto krdsném
kombinatorickém tématku se toho zatim moc nedokézalo. A pravé pro to je
tu spousta prilezitosti pro Vas! Zatim byla zkouména jen existence nekoneéné
hry. Potom byla dokazana jesté dalsi jednoducha véc a to tato: Kdyz kromé
normalniho silového Fazeni karet (Eso je nejsilnéjsi karta) zavedeme jesté fa-
zeni podle barvy (napfiklad kdry jsou nejsilnéjsi, pak jsou srdce, které porazi
vSechny ostatni znaky vyjma kar. A piky porazi kiiZe). Protoze potom existuje
nejvyssi karta (Podle prostého sefazeni podle sily), a potom ten hrag¢, ktery ji
ma, ji nemize nikdy ztratit (vSechny karty jsou porovnatelné — zadné remizy),

vvvvv

dle sleény Bc™ Michaely Hubatové.

Nekonec¢na hra
BeM™ Michaela Hubatovad

Rozhodla jsem se zkoumat, pro ktera pravidla prebijené dosahneme nekonecné
hry. Budu uvazovat hru se 6 kartami hodnoty 1 < 2 < 3 a jelikoz hleddm neko-
nec¢nou hru, zvolila jsem pro toto hledani vyhodné prvotni soumérné rozdélent,
které je v tabulce t3.2.1.

Hrac 1 Hrac 2
3 1
2 2
1 3

Tabulka t3.2.1: Zvolené sou-
meérné rozdéleni.

Pravidla jsem zvolila klasickd jen s drobnym rozdilem. Ten rozdil spociva
v tom, ze pokud ,,zahraji“ dvé karty stejné, tak vlozi do banku misto dalSich tii
karet na obou stranach kazdy jen jednu kartu, a to tu, se kterou oba remizovali.
Neuvazuji-li, ze hraci budou karty davat dospodu nahodné, budou se tedy ridit
jistou kombinaci téchto pravidel:

1. hrac nejprve bere bank a potom se fidi jednim z pravidel 3 nebo 4

2. hra¢ nejprve bere karty, které se soupefem porovnavali (opét se Fidi
jednim z pravidel 3 nebo 4) a potom bere karty z banku

3. hrac¢ dava dospodu vzdy nejprve svoji kartu a potom soupefovu

4. hrac¢ dava dospodu nejprve vzdy soupefovu kartu a potom svoji

Tedy jeden hra¢ ma celkové 4 moznosti, jak se zachovat (1. a 2. pravidlo x
3. a 4. pravidlo). Pokud mame dva hréade, tak je to celkové 4x4 moznosti, jak by
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mohla dopadnout mnou zvolena hra.Pozn. red.: Zde autorka rozebrala vsech 16
moznosti. Vysledek je zajimavy: Tedy jeden hra¢ ma celkové 4 moznosti, jak se
zachovat (1. a 2. pravidlo x 3. a 4. pravidlo). Pokud mame dva hrace, tak je to
celkové 4 x 4 moznosti, jak by mohla dopadnout mnou zvolena hra.! Vysledek
je uveden v tabulce t3.2.2.

un
5
©
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Vysledek
2.hra¢ vyhraje

2.hrac¢ vyhraje. v banku zbyly 4 karty

1.hrac¢ vyhraje. v banku zbyly 4 karty

1.hrac¢ vyhraje. v banku zbyly 4 karty

remiza

remiza

1.hra¢ vyhraje. v banku zbyly 4 karty

1.hrac¢ vyhraje. v banku zbyly 4 karty

Nekonecna hra

Nekonecéné hra

Nekonecéné hra

Nekoneénéa hra

Nekonecénéa hra

Nekonecna hra

Nekonecénéa hra

O L i i SN SRR R TR =

NN~ = NN NN R = NN

Nekonecna hra

Tabulka t3.2.2: Rozbor moZnosti.

Tabulka t3.2.2 je shrnutim zjisténych koncti her pro jednotlivé kombinace
pravidel 1, 2, 3 a 4 (vzdy je pod hrddem napsino, kterd pravidla splituje, a
vysledek je, jak potom hra dopadla). Je zfejmé, Ze v této hfe se musi hraci
chovat podle stejného pravidla (3 nebo 4), jinak je hra nekoneéna.

Pozn. red.: Toto bylo pomérné zdarilé resent, ale bohuZel autorce chybél pre-
sah na ostatni karetni situace treba pro 5 karet na kaZdé strané nebo napriklad
pro klasickou hru 52 karet.

Pokud se Vam zdd, Ze zde opravdu neni co vymyslet, pak Vds musim vyvést
z omylu: co kdyZ neni tazeni karet klasické, ale cyklické (A prohrdvd s ¢isly od 2
do 7 a s ostatnimi vyhravd, a podobné toto zavedeme i pro ostatni karty. Ddme
st je na kruznici a dalsich 6 karet po kruhu danou kartu pordzi a predchozich

L Pozn. red.: zde autorka rozebrala vSech 16 mozZnosti
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6 karet s danou kartou prohrdvd). A jak hru podle Vds ovlivni pocet karet
dangch do banku, kdyZ se Vam podaii tzv. shoda (vytdhnete se soupeiem karty
stejné hodnoty)? A pokud se toto zdd nékomu pofdd jednoduché, tak si vezmeme
jednotlive proky mnoZiny karet a tu néjak usporaddme — a prave na Vds je zkusit
se podivat pro jakd uspordddni muzZe existovat nekonecnd hra. A pokud se Vam
predchozi otdzky zdaji naopak tézke, tak co treba balicek plny karet hodnoty 0
a 1. Jak se nam v tomto pFipadé bude chovat hra?

Honzik

Reseni uloh

Uloha 1.1 — Panna, panna, orel, orel (3b)

Zadani:
Jednou se mi stalo, Ze mi autobus ujel piimo pied nosem. Cekalo mé asi hodinové cekdni na
autobusové zastdvce. Nemél jsem s sebou Zddnou knizku, a tak jsem zasmdtral v kapse. Byla
tam mince, tak jsem si s ni zacal pohazovat.

Zkousel jsem si nékolikrat hdzet minci a sledoval pri tom, jaké posloupnosti panen a orli
mi padaji. Zaujalo mé to, a tak jsem si posloupnosti zacal zapisovat a pocitat pravdépodobnosti,
se kterymi mi padnou rizné podposloupnosti. Jakd je pravdépodobnost, Ze mi padne diiv pod-
posloupnost panna, panna, orel nez podposloupnost orel, panna, panna? A jak je to ve srovndni
s podposloupnosti orel, orel, panna? Své tvrzeni nezapomerite fadné zduvodnit.

Reseni:

Tato tloha byla mezi fesiteli velmi popularni. Bylo vSak jen pomérné malo téch,
ktefi ji vytesili tplné. Za Gplné vyfeseni jsem daval tfi body, za vyfeSsenou prvni
¢ast nebo zajimavé, nicméné tlohu neresici iivahy po bodu. Druhou ¢ast jsem,
spolu s né&jakou zajimavou tvahou v &asti prvni, hodnotil body dvéma. Regeni
alohy velice pékné a srozumitelné popsal Doc™ Stépan Simsa, jehoz feseni
otiskujeme jako vzorové:

Pro lepsi prehlednost si oznac¢im podposloupnosti po fadé, jak jsou zminéné
v zadani, jako ppo, opp a oop. Nejdfive se podivame, jak je to s podposloup-
nostmi ppo a opp. Urcité vime, ze pokud padnou na prvni dva hody dvé panny,
urcité se vyskytne diive podposloupnost ppo. Na druhou stranu, pokud alespon
na jednom z prvnich dvou hoda padne orel, urcité vyhraje podposloupnost opp.
To proto, ze jakmile poprvé padne dvakrat po sobé panna, coz je nutné pro
obé podposloupnosti, urc¢ité predtim piredchézel orel, coz znamené vyhru pod-
posloupnosti opp. No a pravdépodobnost, Ze ze dvou hodd padne dvakrat po
sobé panna je 1/4 a pravdépodobnost, ze alesponi jednou ze dvou hodi padne
orel je 3/4. Tedy pravdépodobnost, Ze dfive padne podposloupnost panna, pan-
na, orel nez podposloupnost orel, panna, panna je 25%.

Nyni se vrhneme na podposloupnost oop. Pravdépodobnost, ze padne diive
podposloupnost ppo nez oop je 1/2. To je vidét na prvni pohled, nebot orel a
panna padaji se stejnou pravdépodobnosti, proto jsou pfipady vlastné ,stejné“.

A co podposloupnosti opp a oop? Uré¢ité, pokud se vyskytne podposloupnost
oo drive nez podposloupnost opp, ,,vyhraje“ podposloupnost oop. To proto, ze
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jakmile se poté vyskytne prvni panna, kterd je nutna u obou podposloupnosti,
podposloupnost oop vyhraje. Pravdépodobnost Ze se vyskytne podposloupnost
oo dfive nez pp je 1/2. OvSem aby ,vyhrala“ podposloupnost pp, musi pfed ni
néasledovat orel, coZ je pravdépodobné na 50%. Pravdépodobnost, Ze se diive
vyskytne podposloupnost oop je tedy dvakrat vétsi, nez ze se dfive vyskytne
podposloupnost opp.

Pravdépodobnost, Ze se podposloupnost opp vyskytne dfive nez oop je 1/3.

A jak to bude s pravdépodobnosti, pokud budeme sledovat vSechny tii pod-
posloupnosti najednou? Pravdépodobnost, Ze se nejdiive vyskytne podposloup-
nost ppo bude 1/4 (to bude v pfipadé, ze prvni dvé hodnoty, co padnou, budou
panny). No a jelikoz pfipad, kdy posloupnost zaéinala dvakrat pannou, nijak
neovlivnila souboj mezi opp a oop, tak pomér pravdépodobnosti pro vyhru
zistane stejny, tedy 1:2. V tomto piipadé z toho tedy vyplyvaji nasledujici
vysledky. Podposloupnost ppo bude nejdiive s pravdépodobnosti 1/4, podpo-
sloupnost opp se stejnou pravdépodobnosti a oop s pravdépodobnosti 1/2.

Irigi

Uloha 1.2 — Déleni roviny (7b)

Zadani:

KdyZ zase takhle jednou Riki sedél ve skole a nudil se, zacal si ¢mdrat na papir rizné cédry.
Po chvili si viimnul, Ze pokud vede ¢dry pres cely papir (jako primky), miZe takto rozdélenou
plochu vZdy vybarvit dvéema barvickami tak, aby Zdadné dvé sousedni oblasti nemély stejnou
barvu.

Dalsiho dne si zapomnél pastelky doma, a tak se rozhodl misto vybarvovani pokladat na
papir drobné, vidy jednu minci na oblast. Téch md ale jen omezeny pocet a tak by ho zajimalo,
kolik muZe nejvyse nakreslit ¢ar, aby mu urcité na vybarveni penize stacily. Zajimd ho tedy,
na kolik nejvyse oblasti rozdéli n primek rovinu. Pak by jesté Rikiho zajimalo, na kolik nejvice
oblasti rozdéli rovinu n kruznic, n parabol a n hyperbol, protoze primky jsou prece takové moc
rovn€ a nudné. Kdyz uz se pustite do resent, rovnou Rikimu vysvétlete, pro¢ mu na vybarvovani
v¥dy staci dvé barvicky, af kresli primky, krusnice & jiné krivky jakkoliv.

Tato uloha je vlastné nekolik mensich uloh, samozrejmeé tedy dostanete body i za cdstecné
resent.

Reseni:

Body za tuto tlohu jsem rozdéloval nasledovné: 1b za diikaz obarveni a 1b za
kazdy odvozeny vzorec (pro pfimky, kruznice, paraboly a hyperboly). Zbylé 2b
(nebo jejich ¢ast) jsem pridéloval podle toho, jak dobie bylo odvozeni vzorcl
odtvodnéno.

Probereme si poporadé vsechny podulohy.

Na kolik ¢asti rozdéli n primek rovinu?

Oznacme si tento pocet jako a,. Jedna pfimka rozdéli rovinu na 2 ¢asti, neboli
a1 = 2. Mame n primek v roviné a chystame se pfidat n + 1-ni. Tato n + 1-ni
pfimka muze protnout kazdou jinou pfimku v nejvyse jednom bodé. Pokud
tak ucini, tyto priseciky ndm nasi novou piimku rozdéli na n — 1 tsecek a 2
polopfimky (celkem mame n prisecikt). Kazda z téchto tsefek a polopiimek
pak déli diive existujici ¢ast roviny na 2 ¢asti.
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Pridanim této nové n + 1-ni pfimky nam tedy vznikne n 4 1 novych oblasti
roviny, coz plati pro libovolné n. Z toho ziskavame rekurzivni vzorec

Upt1 =an+ (n+1).

To uz je vlastné odpovéd na nasi otdzku, ale misto rekurzivniho vzorce (tj.
takového, ktery odkazuje sdm na sebe) vyrobime radéji nerekurzivni. Vsimneme
si, ze vzhledem k tomu, Ze a; = 2, n pfimek rozdéli rovinu na 24+2+43+4+. . .+n,
coz je 1 +1+ 2+ 3+ ...+ n. Bez Gvodni jednicky se jedna o aritmetickou
posloupnost, pro jejiz soucet plati vzorec s = 4 (z1 + z,) a tedy:

n2—|—n

an=1—|—g(1—|—n): +1.

Coz je nas hledany vzorec.

Na kolik ¢asti rozdéli n kruznic rovinu?

Pouzijeme podobnou tvahu jako u pfimek. Kdyz nova kruznice protne vsech
n—1 ptredeslych kruznic, kazdou ve 2 bodech, vznikne nam na nasi nové kruznici
2(n—1) bodi, které ji rozdéli na 2(n — 1) kruhovych obloukt. A kazdy z téchto
oblouktl opét déli ¢ast roviny na 2 dily — pfi pridani n-té pfimky ndm vznikne
2(n — 1) novych oblasti.

by =2,
n—1
by =bp1+2(n—1)=2+2+4+6+8+...+2n—1)=2+) 2=
=1
n—1

=242) =2+2

i=1

n—1

(1+n—1)=n®>-n+2.

Na kolik ¢asti rozdéli n parabol rovinu?

Dvé paraboly se mtzou protnout maximalné ve 4 bodech. Z toho vyplyva, Ze
n-t4 parabola mé celkem 4(n — 1) priisecikt s pfedchozimi parabolami, které ji
déli na 4(n — 1) + 1 k¥ivek (¢asti paraboly) — z toho jsou 2 okrajové (jdou ,do
nekoneéna“). n-ta parabola tedy vytvori 4(n — 1) + 1 novych oblasti.

01227

n—1 n—1
th=Cn1+4n—1)+1=2+) (4i+1)=2+(n—-1)+4)> i=

=1 =1

1
:1+n+4nT(l+nfl):2n2—n+l.

Na kolik ¢asti rozdéli n hyperbol rovinu?
Dvé hyperboly se mizou protnout maximalné ve 4 bodech (nikoliv 8-mi, jak
néktefi fesitelé tvrdili). Maji ovSem 2 ramena, takze kdyZz nova (n-td) hyper-
bola protne vSechny stavajici hyperboly, vznikne s nimi 4(n — 1) prusecika (na
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kazdém rameni 2(n —1)). Celkovy pocet novych oblasti je ale 4(n — 1) + 2, pro-
toZe hyperbola mé 2 ramena (u paraboly a pfimky jsme v tomto bodé pfidévali
1, u kruznice 0).

dy =3,
n—1
dy=dp1+4(n—1)+2=3+) (4i+2)=
i=1

—1
=3+2(n—1)+4nT(1—|—n—1):2n2—|—1.

Dukaz obarvitelnosti dvéma barvami.

Dtikaz povedeme matematickou indukci. Obarvitelnost roviny s 0 kfivkami je
ziejma. Vzdy kdyz nakreslime piimku, kruznici, nebo parabolu, rozdéli ndm
(spravné obarvenou) rovinu na 2 ¢éasti — uvnitt a venku, vlevo a vpravo, je jed-
no, jak tomu fikdme. V obou téchto ¢astech mame spravné obarveni, ale tim, ze
jsme nakreslili tuto novou p¥imku (kruznici, parabolu), sousedi ndm na jeji hra-
nici vzdy stejné barvy. Proto udélame to, ze v jedné z oblasti prohodime barvy
— Cerna bude bila a bila bude ¢erna. Tim se ndm urcité zachova spravnost obar-
veni uvnit¥ oblasti, ale navic jsme ziskali spravné obarveni i na hranici téchto
oblasti — tam, kde jsme nakreslili novou kfivku. Stejny postup pouZzijeme i pro
hyperbolu, kde si oznacime oblasti jako: uvnitf 1. ramena, uvnit 2. ramena,
mezi rameny. Pii obraceni barev obratime vSechny barvy mezi rameny.
Dokéazali jsme tedy, ze pridanim nové k¥ivky do spravné obarvené roviny se
nam spravnost obarveni nepokazi — rovina jde potrad obarvit dvéma barvami.
A protoze prazdnd rovina vidy dvéma barvami obarvit jde, jde jimi obarvit i
rovina s libovolnym poctem pfimek, kruznic, parabol i hyperbol.
Honza

Uloha 1.3 — Elektrarna (4b)

Zadani:
Pojdme si postavit (vodo)vodni elektrarnu! Ve vodovodu éekd voda s tlakem 5 atmosfér. Pokud
si ale napoustime hrnec nebo vanu, tak ten tlak preci nepotrebujeme, naopak nds kvili nému
voda kolikrdt zlomysiné pocdkd. Konec plijtvdni, pojdme ten tlak vyuZit. Na vodovodni rouru
primontujeme malou turbinku a aZ se budeme pristé sprchovat, protékagici voda rozhybe turbinu,
ta roztoci generdtor a budeme si moct pri koupani svitit zadarmo ... A nebo ne?

Kolik elektriny miZe nase vodovodni elektrdrna vyrobit? Jak moc se nam to vyplati s pri-
hlédnutim ke skutecnosti, Ze litr vody stoji b haléii a kWh elektiiny 3 koruny?

Reseni:

Prvnim faktem, ktery si musime uvédomit, je, Ze tlak ndm bez pohybu Zadnou
praci nevykond (analogicky znamé skutecnosti, Ze sila kona praci jen pokud
ptisobi po draze). Takze vodu z vodovodu vypustime ven. Tim nédm ale tlak na
konci potrubi o néco klesne, jak si kazdy mizete ovérit jednoduchym experi-
mentem, ke kterému staci jen vodovod a prst. Otazku o kolik pfesné odlozime
na pozdéji, a zacneme zkoumat obecnou situaci, kdy mame vodu protékajici
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trubkou o prufezu S rychlosti v, pficemz na ,nasem*“ konci trubky ma voda
tlak p.

Energii, kterou mame k dispozici, je mozné rozdélit na kinetickou energii
pohybujici se vody a potencialni energii reprezentovanou jejim tlakem. Kine-
tickou energii bychom mohli vyuzit napifiklad pomoci lopatkového kola (kon-
krétn{ postup ale neni pro vysledek podstatny). Pokud ¢ast vody o hmotnosti
m zastavime z puvodni rychlosti do klidu, mame k dispozici energii %va. Za
jednotkovy ¢as protece potrubim hmota Sv, takze dostupny vykon je

1
Piin = 3 Sovd. (ul.3.1)

Ziskany vykon bude o néco nizsi kvili i¢innosti pfemény na elektiinu, nicméné
prozatim budeme Gc¢innost povazovat za blizkou jedné.

Potencialni energii schovanou v tlaku vody mtize vyuzit tfeba néjaky pistovy
mechanismus. Pokud je na jedné strané pistu o plose S tlak vody p a na druhé
tlak nulovy (otevieny konec potrubi), miize voda na pist piisobit silou pS. Pist
se pohybuje stejnou rychlosti, jako proudi voda (hleddme limitni p¥ipad, kdy
nebereme zadnou kinetickou energii). Potom je dostupny vykon

Pyot = pSv. (ul.3.2)

Celkovy teoreticky dostupny vykon je potom

1
P = P + Poot =5 - (2 gv?’ —I—pv) , (ul.3.3)

i kdyz konkrétni realizace, jak jej ziskat, by asi narazela na praktickou pouzi-
telnost takto upravené sprchy k pivodnimu tcelu. Nicméné, zistanme zatim
v teoretické rovin€ a toto budiz horni odhad.

K doreseni tlohy zbyva najit zavislost spojujici vytokovou rychlost a tlak
v potrubi. Pokud bychom mohli vodu povazovat za idealni neviskézni tekutinu,
ve které nejsou ztraty, bude situace pomérné jednoducha. Tlak vody si mizeme
bez Gjmy na obecnosti pfedstavit tvofeny vodnim sloupcem o vysce h = p/gg,
jak plyne ze znamého hydrostatického vztahu. Nizsi tlak odpovida nizsi vysce.
Protoze predpokladame nulové ztraty, ziskd voda takovou rychlost, jaka odpo-
vida volnému padu mezi témito vyskovymi rozdily, tedy %’UZ = gh = p/o. Jinak
napsano i ov? + p = po, coz je znadma Bernoulliho rovnice.

V tomto pripadé dosdhneme maximéalniho vykonu pfi maximalni vytokové
rychlosti, jak ihned plyne z (ul.3.3). Spo¢téme ale odpovidajici rychlost. Jed-
noduchym dosazenim nulového tlaku p a zadané hodnoty py = 5atm ziskame
néco pres 30 m/s. Trividlnim pozorovanim muzeme ovéfit, Ze voda opoustéjic
vodovodni baterii nedosahuje ani vzdalené podobnych rychlosti. Nez za¢neme
podezirat fyzikalni zdkony z neplatnosti, méli bychom si vzpomenout, ze jsme
zacali pfedpokladem nulové viskozity, ktery tedy asi neni opravnény.



B XVI/3 13

Dobrym srovnavacim kritériem je takzvané Reynoldsovo ¢islo. Jedna se
0 bezrozmérné cislo, které urcuje, jestli bude proudéni kapaliny linedrni anebo
turbulentni. I v pfipadé linedrniho proudéni jsou ve viskdzni kapaliné urcité
ztraty energie, ale tyto ztraty prudce nartistaji ve chvili, kdy proudéni pfechazi
na turbulentni. Kritickd hodnota Reynoldsova ¢isla, kdy proudéni zac¢inad byt
turbulentni, je zhruba 4000. [1] Reynoldsovo ¢islo se spocte podle vztahu

R:U-Q:v-(zw‘*m*-s), (ul.3.4)
14

kde v = 1-107%m?/s je dynamické4 viskozita vody [2] a d je primér potrubi
(pouZijeme hodnotu 2cm). Z rovnice (ul.3.4) vidime, Ze turbulentni proudéni
zafind uz pii rychlosti zhruba 0,2m/s. Pfi snaze o zvySeni rychlosti nad tuto
mez uz bude vétsina energie mizet ve ztratach v turbulencich a uvedena rychlost
by méla byt blizkd maximalni vytokové rychlosti.

Odhadneme, jak tento vysledek odpovida realité. Uvedena rychlost znamena
pfi priaméru potrubi 2 cm prutok zhruba 1 litr za 15s. Maximalni pratok vody
skrz bézny doméci kohoutek nebude vice nez dvojnasobny, coz vcelku odpovida
nasim predpokladiim.

Pokud zkusime najit néco o pocitani proudéni vody v trubkach, dostaneme
se k Hagen-Poiseuilleové rovnici [3], kterd nam fika, Ze pokles tlaku je imérny
rychlosti proudéni. Konstantu iimérnosti ziskdme z toho, Ze volné vytékajici
voda (nulovy tlak) mé rychlost vmax. Tedy

Do

vmax

Po— D= V. (ul.3.5)

Po dosazenim do (ul.3.3) mtZzeme hledat hodnotu rychlosti, kterd ndm dé
maximalni vykon. Vysledna rovnice je

P 1
5=3 ovd — Ui(;x v% 4+ pov . (ul.3.6)

Jednoduchym zderivovani a dosazenim ptibliznych hodnot ovérime, Ze vztah
je pro nulovou rychlost rostouci a pro rychlost vyax klesajici. Protoze pro rych-
lost rostouci nade vSechny meze kladnym smérem vychazi kladné hodnoty, musi
mit tato kubicka rovnice v intervalu (0, vpmax) pravé jedno maximum.

Zderivovany vztah (ul.3.6) je obycejné kvadratickd rovnice:

dP_3 2 2p0

dv S 2QU Umax

v+ po. (u1.3.7)

Diskriminant vyrazu na pravé strané je

4p? 4p? 3 002
D:UZPO — 6opy = 2 (129190>. (ul.3.8)

max max
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Protoze druhy ¢len v zavorce je podstatné mensi nez jedna, mizeme odmocninu

z diskriminantu nahradit jednodussim vyrazem:?
2 3 ov? 2 3
VD~ 20 (13 %ha)_ 20 3
Umax 4 Po Umax 2
Hledany kotfen bude
2p0 2p0 3 1 Umax
oop = _ — U || - — = 1.3.9
! Pt |:Umax <Umax 2 er 39 2 (u )

a ziskany vykon spo¢teme dosazenim do (ul.3.6):

3
Popt _ OUpax + PoVUmax

S 16 4

38kW/m?  pii vpayx = 0,3m/s. (u1.3.10)

Vykon vypadé na prvni pohled Gctyhodné, ale nezapominejme, Ze nase po-
trubi nema ani zdaleka metr ¢tvereény prufezu. Pro uvazovany primér 2cm
vychézi vykon jen 12 W. Na sviceni by to mozna stacilo, ale nic moc vic. Navic
nesmime zapominat, ze toto je horni odhad bez zapoc¢itani Gc¢innosti celého
fetézce pfemény na elektfinu.

Tento vykon ziskdvdme pokud voda tece rychlosti vpayx /2, tedy v nasem pii-
padé mé objemovy pritok 1701/hod. Podle tidaji v zadani bychom za ni platili
8 korun a 50h za hodinu. Ziskanych 12 Wh elektfiny znamend uSetfené 4 ha-
léte. Tedy strucné feceno, potencialni tispora neni nijak oslniva ani v idealnim
pripadé.

Literatura

[1] Wikipedie: Reynoldsovo ¢islo, 23. 11. 2009, http://cs.wikipedia.org/
/w/index.php?title=Reynoldsovo_%C4%8D%C3%ADslo&oldid=4637409
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Marble

2 Plati totiz, ze /1 —x ~ 1 — /2 pokud je x < 1. Kdo nevéri, ten necht si
tento vztah odvodi, anebo pocita kofen rovnice bez tohoto zjednoduseni.
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Uloha 1.4 — Spole¢na oslava narozenin (2b)

Zadani:

Ctirad ispésné odmaturoval a piihldsil se na MatFyz. Spolu s ozndmenim o piijeti (vidyt nyni
berou vsechny) mu prisly také informace o zapisu, ktery probihd na piipravném soustiedéni na
Alberi.

Po prijezdu se vsichni ubytovali do stani. Pri predstavovani Ctirad zjistil, Ze jeho spolubyd-
lici md narozeniny ve stejny den jako on. To ho prekvapilo, a tak se zamyslel, jakd je prav-
dépodobnost, Ze mezi n studenty budou existovat libovolni dva lidé s narozeninami ve stejny
den?

Reseni:

Nejprve feseni jednodussi varianty, kdy uvazujeme, ze rok ma 365 dni a pro
vSechny dny je stejnd pravdépodobnost, ze dany ¢lovék slavi narozeniny praveé
v tento den.

Pak je vysledna pravdépodobnost pp, Ze mezi n lidmi budou existovat ale-
spon dva s narozeninami ve stejny den, ddna poc¢tem moznosti, kdy existuje
alespoinl jedna takovato dvojice ku poctu vSech moznosti. Jednodussi je urcit
pravdépodobnost ps toho, Ze zadni dva lidé z celkového poc¢tu n nemaji naro-
zeniny ve stejny den v roce. Pak plati p; + ps = 1.

Celkovy pocet moznosti je 365™, nebot kazdy c¢lovék se miize narodit v li-
bovolny den v roce nezavisle na ostatnich.

 365-364-...-365— (n—1)
N 365™ ’

D2

o B65:364-..365—(n—1) 365!
pr==2mr2= 365" ~ T 3657 (365 —n)!

Pravdépodobnost, Zze mezi n studenty budou existovat libovolni dva lidé
s narozeninami ve stejny den, je 1 — 365!/(365™ - (365 — n)!).

Ted vyfesime tilohu bez zjednoduSeni, uvazujeme i pfestupné roky. Tedy rok
mé 365 dnt, u nichz je pravdépodobnost narozeni a a 1 den (28 tnor, ktery je
pouze v pfestupném roce) s pravdépodobnosti p. Pficemz plati 365a+ p = 1.

Opét si uréim pravdépodobnost, Ze neexistuje zadna dvojice lidi s narozeni-
nami ve stejny den. Poté ji odectu od 1 a ziskdm vyslednou pravdépodobnost,
ze mezi n lidmi budou existovat alespon dva s narozeninami ve stejny den.

Nejprve si zkusim vypsat pravdépodobnost pro mala n. Prvni ¢lovék se
muze narodit s pravdépodobnosti a v 365 riznych dnech a s pravdépodobnosti
p v jednom dni, dalsi s pravdépodobnosti a v 364 dnech a p v jednom dni, pokud
se predchozi narodil dne s pravdépodobnosti a a nebo s pravdépodobnosti a
v 365 rtznych dnech v pripadé, Ze se pfedchozi narodil dne s pravdépodobnosti
.

n=1 p =365a + p,

n=2 p = 365a(364a + p) + p - 365a,
n=3  p=365a(364a(363a + p) + p- 364a) + p - 365a - 364a.



16

Pravdépodobnost pro vétsi n vytvaiime obdobnym zptisobem. Po roznasobeni
dostaneme

n=1 p = 365a+p,
n=2 p = 365a - 364a + 2p - 365a,
n=3 p = 365a - 364a - 363a + 3p - 365a - 364a .

Coz miizeme pro obecné n > 1 (pro n = 1 je pravdépodobnost, Ze bude existo-
vat dvojice lidi, ktefi maji narozeniny ve stejny den nulova) zapsat jako

n—1 n—2
p=]](365—i)a+np [](365—i)a.
1=0 1=0

Vysledna pravdépodobnost p,

n—1 n—2
po=1-[](365—i)a+np [] (365 i)a.
=0 =0

Bétka

Konference Krasno 2009

Kombinatorika
Doc™ Stépdn Simsa, Bc™ Katerina Mdrovd,
Bc™ Alena Harlenderovd

Na této konfefe jsme se zabyvali kombinatorikou. Nejdiive jsme si povidali néco
o kombinacnich ¢islech, jak se pocitaji, co vyjadiuji, aj. Poté jsme si na nékolika
jednoduchych piikladech ukazali jak lze kombinac¢nich ¢isel vyuZit pii zjistovani
poc¢tu moznosti. Dale jsme si fekli néco o pocitani dvéma zplsoby a opét si
to nazorné ukazali na dalsich ptikladech. Také jsme se zabyvali prochazenim
mfizkou a kombinacemi s napisy. Pokracovali jsme u Pascalova trojuhelniku,
ktery jsme si nejdiive popsali a poté z néj odvodili nékteré vzorecky. Konferu
jsme zakonéili zajimavym pozorovanim dvojic ve skupinach.

Kombinacni cislo
Kombinacni ¢islo se zapisuje (Z) Vyjadiuje pocet moznosti, jak z n prvku
vybrat k prvki. To je samoziejmé stejné jako pocet zpisobi jak nevybrat n —
— k prvki. Navic lze zapsat toto ¢islo s pomoci faktoriala:

()= (") =

kden > k > 0; n,k € Ng.
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Mame-li tedy napfiklad knihovnu s n knizkami a chceme zjistit kolika zpi-
soby z nich muzeme vybrat dvé, je to pravé (72’) zpusoby.

Podobné, kdyz chceme dat dvé knizky z n knizek jednomu c¢lovéku a poté
dalsi tii jinému. Pocet zpiisobt bude (3) - (”g2) Nejdifve vybirdme dva prvky
z n a poté t¥i prvky z n — 2.

Pocitani dvéma zplsoby

Uvédomili jsme si, ze nékteré véci lze pocitat vice zpusoby. To jde vyuzit tak,
ze pokud mame zadanou jednu tilohu, mtizeme ji vypocitat vice zptisoby, v za-
vislosti na tom, jak se na tlohu divime a z toho pak primo vyvodit, Zze tyto
dva vysledky se rovnaji. Osvétli nam to priklad.

Méame knihovnu s n knizkami. Knizky chceme rozdélit mezi dva lidi a za-
jima nas, kolika zptisoby to lze provést. Na tlohu se muzeme podivat tak, Ze
se u kazdé knizky rozhodneme, jestli ji ddme prvnimu ¢i druhému clovéku,
moznosti bude tedy 2". Pak se ale mizeme na tlohu podivat takto. Pocet cel-
kovych moznosti, jak knizky rozdélit, je vlastné stejny jako pocet moznosti, jak
nedat jednomu Zédnou knizku a druhému vsechny (§), plus pocet moznosti jak
dat jednomu jednu knizku a druhému zbytek (7{), plus pocet moznosti, jak dat
prvnimu dvé knizky, t¥i knizky, atd. Celkovy pocet moznosti tedy je:

() (D)) ()=-20)

Jelikoz vime, Ze oba vysledky fesi tutéz tlohu, dostdvame rovnost:

" /n
=2"
> ()
Népisy
Zajimavé je také zkoumat pocet moznosti, jak vytvorit néjaky napis. Zajimava
je sitka vyuzitelnosti. Na napisy lze pfevést mnoho prikladt. Mizeme vyuzivat
nékolik rtuznych pismen, zavést pravidla typu: “za pismenem A se nesmi vysky-
tovat pismeno B”, mlzeme napisy rozdélit do nékolika podnapist se stejnymi
pravidly, aj. Na napisy bychom mohli prevést i priklad vyse: “Kolika zptsoby
lze sestavit napis délky n s pouzitim pismenem A a B?” JelikoZ jsme uZ tuto
tlohu jednou fesili, vrhneme se na jinou.

Kolika zpusoby lze vytvofit napis délky n tvoreny z pismen A, B, C?

Bud se miiZeme pokazdé rozhodnout, jaké z pismen bude na aktudlni po-
zici napisu, dostavame 3™ moznosti, nebo budeme postupovat podobné jako
v predchozim pripadé. Nejdiive vybereme nula, jednu, dvé, ..., n pozic pro
pismeno A a na zbylych pozicich se rozhodneme, jestli na nich bude pismeno B
nebo C'. Dostavame tedy tento vzorecek:

5(0) 50

k=0
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Mrizka
Méme néjakou m¥izku (viz. Obrazek) a zajima nés, jak se dostat z jednoho
mista do jiného. Abychom ale nemohli chodit pofad tam a zpatky, miZeme se
pfitom pohybovat jen v né€kterych smérech. V nasem piipadé se mame dostat
z bodu O do bodu P a smime se pohybovat jen nahoru a vpravo.

P

Obr. k1.1 — Mrizka.

Uvédomime si, Ze at jdeme jakkoliv, vzdy se musime pohnout pravé a-krat
nahoru a b-krat doprava. Ulohu si tedy mtZeme pievést na tlohu o napi-
sech: “Kolika zptisoby lze vytvorit napis délky a+b, ve kterém pouzijeme a-krat
pismeno A a b-krat pismeno B?” A to uz je jednoduch4 tiloha. Nebot nas zajima
jak vybrat a prvka (b) z a + b prvki. Z bodu O do bodu P se tedy dostaneme

tolika zptsoby:
a+b\ fa+b
a B b

Ovsem muzeme mit také mrizku nepravidelnou, nékteré hrany mohou chy-
bét, mohou zde byt i hrany pod jinym thlem, apod. Pak muzeme postupovat
tak, ze si u kazdého bodu poznamename pocet zpisobt, jak se dostat do to-
hoto bodu. Tedy jako soucet ¢isel u bodfti, ze kterych se mizeme do tohoto
bodu dostat. Ptiklad je uveden na obrazku k1.2.

1 1 3 6 10

1 2 12 [3 |4

1 1 1 1 1
Obr. k1.2 — Mrizka 2.

Pascaliiv trojahelnik

Pascaliv trojuhelnik je velmi znamy. Je tvofeny tak, ze v prvnim fadku je
jen ¢islo jedna. V kazdém dalsim fadku je vzdy o jedno ¢islo vic nez v fadku
predchozim a ¢isla v tomto fadku jsou tvorena vzdy souctem dvou c¢isel nad
nim. Navic jsou ¢isla v tomto trojihelniku pravé kombinac¢nimi ¢isly. Neékolik
prvnich fadki je uvedeno v tabulce k1.1.
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1 3 3 1 6 ¢ G 6

Tabulka k1.1: Cést Pascalova trojthelniku.

Z definice Pascalova trojuhelniku uz tedy ihned vyplyva to, Zze soucet dvou
kombinacnich ¢isel, ktera lezi vedle sebe je roven kombinac¢nimu ¢islu pod nimi.

edy 1
(Z> " (qu) - (ZL) : (k1.1)

Déle jsme si vSimli, ze napriklad suma

> ()

1=

Z (;) - (Zii) . (k1.2)

i=k

se da vyjadrit také

To plati z jednoduchého divodu. Mtzeme si predstavit, ze misto prvniho
Cisla (ﬁ) mame cislo (Zﬁ) (to miizeme, nebot 1 = 1), to se seéte podle pra-
vidla (k1.1) s dalsim &islem (¥f'), vysledné éislo se secte s dalim ¢islem na
radé, a takto ,prolezeme“ az na konec, kde se ¢islo (Z) seCte s Cislem (kil)

a dostaneme prave feceny vysledek.

Dvojice ve skupiné

Mame nasledujici problém. Vezméme skupinku m muzi a z zen. Zajima nas,
kolik je smiSenych dvojic (muZ a Zena) a stejnych dvojic (muz a muz, nebo Zena
a zena). Pak nds bude zajimat pro jaké skupinky bude téchto dvojic stejné, kdy
bude vice smisenych dvojic a kdy jich bude naopak méné.

Vime, Ze dvojic mezi muzi je ('y) a dvojic mezi Zenami je (7). SmiSenych
dvojic je mz (to proto, Ze kazdy muz mize byt ve dvojici s kazdou Zenou).
Celkovy pocet dvojic je pak (™ *). Odtud jiz dostdvame zajimavou rovnost,
ktera musi platit pro kazdé m,z € N;m,z > 2:

("a7) = (5) () e

Nyni se budeme zabyvat nasledujici rovnici:

(3) () =
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Nejdriv si kombinaéni ¢isla napiSseme pomoci tvaru s faktorialy a upravime.
Po nékolika ekvivalentnich apravach dostaneme:

m? —m(2z 4+ 1)+ (2 —2) =0,
nasledné si vyjadiime m v zavislosti na z:

2z+1+ 8z +1
5 .

myie =

Nyni, kdyz si pro nasi konkrétni skupinu dosadime z, tak pokud jeden z ko-
fend rovnice bude pocet muzid v nasi skupiné, je v nasi skupiné stejné smi-
Senych dvojic jako stejnych. Pokud je pocet naSich muzi nékde mezi kofeny,
pak je v na$i skupince vice smiSenych dvojic (to proto Ze ndsobek u kvadra-
tického ¢lenu rovnice je kladny a parabola je otocena hlavnim vrcholem dold.
Zkouméme-li tedy, kdy je mz > ('}) + (5), ptéme se, kdy ma vyraz hodnotu
mensi nez nula, no a kviili natoceni paraboly je to ve chvili, kdy m lezi mezi
kofeny). V ostatnich pfipadech bude vice dvojic stejnych.

Pak jsme si vsimli jesté jedné zajimavosti, kterou jsme ale nestihli dokazat.
A to, Ze dvojic je stejné, pokud je Zen (g) a muzi (";1) nebo naopak.

Zavér
Na konfefe jsme se seznamili s kombinatorikou, predevsim pak s kombina¢nimi
¢isly. Ukazali jsme si n€kolik moznych typd kombinatorickych ptikladt a uéinili
néktera zajimava pozorovani. A to hlavné v posledni ¢éasti konfery, kdy jsme
fesili ony dvojice ve skupiné nebo napfiklad néktera pozorovani v Pascalové
trojthelniku (k1.2). Neni zde uvedeno vSe, co jsme zjistovali a pocitali, ale
¢lanek ma byt také spise srhnutim nasi konfery.
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Seznameni s programem

Mathematica

Mathematica je vypocetni matematicky software vyvinuty firmou Wolfram Re-
search zaméfeny predevsim na algebraické manipulace s vyrazy. To znamena,
ze vypocty neprovadi jen ¢iselné, ale pfimo ve vyrazech. Obdobnych programi
tivou je napf. program Maxima. Mathematica a Maple vSak patii ke Spickam.
V nasledujicim textu popiSeme zaklady Mathematiky, ale prikazy v Maple jsou
Casto pomeérné analogické.

Z3aklady

V Mathematice se algebraicky vyraz pise pomoci proménnych, které jsou sesta-
veny z kombinaci pismen a specidlnich znaki, jako velkd a malé feckd pismena.
Cislice povoleny nejsou. Recka pismena je mozno psat stiskem klévesy ESC jako
ESC, pismenné zkratka symbolu, ESC. Vétsina feckych pismen je zkracena od-
povidajicim pismenem latinky. Dilezité je upozornit na zkratky ESC pi ESC,
ESC ee ESC, ESC inf ESC a ESC ii ESC, které oznacuji konstanty m, e, co a
imaginarni jednotku i.

Zakladni operace jsou vyjadfeny symboly +, -, *, /, jejichz vyznam je zjevny,
operaci umocnovani ~, a, v pripadé tzv. listd, operace -, kterd reprezentuje
skalarni soucin dvou vektort nebo nasobeni matic.

Priklad vyrazu:

(x~2+y°2) " (1/2)

Ke zbytku operaci se pouzivaji funkce. Pro jména funkci plati to samé co pro
proménné, za jméno funkce se do hranatych zavorek pisi argumenty. Piiklady
jsou tfeba funkce Log[x] — pfirozeny logaritmus, Sin[x] — sinus, Cos[x] —
kosinus, apod. Pokud je argumentt vice, oddéluji se ¢arkou — Log[n, x] —
logaritmus x o zakladu n.

Zjednoduseni vyrazu

Ted, kdyz vime, jak se vyrazy sestavuji, bylo by hezké s nimi moci néco dé-
lat. Je nékolik zdkladnich manipulaci, které tak ¢ini. Pfedevs§im jsou to funkce
Simplify[x] a FullSimplify[x], které vyraz x ,zjednodusi“. Zatimco prvni
z téchto funkci uvazuje pri zjednoduSovani predevsim zakladni algebraické
operace typu vytykani nebo kraceni, funkce druhd zahrnuje mnoho identit
vcetné goniometrickych funkci az po razné specialni identity Besselovych nebo
Gama-funkci. Proto je funkce FullSimplify[x] pomalejsi a naro¢néjsi na pa-
stacila i funkce Simplify[x]. Je proto potfeba zvazovat, kterou z nich pou-
Zit.
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Mathematica s proménnymi zachazi pokud mozno co nejobecnéji, takze
napf. nikdy neroztrhne odmocninu, protoze podobna operace je v komplexnich
¢islech ilegalni Viz hezky piiklad

1=Vi=(-1) - (-)=vV-1-vV/—-1=i-i=—1.

Lze proto zjednodusovacim funkcim pomoci tak, ze jako druhy argument
zapiSeme podminku, za které plati, napf.
FullSimplify[(x~2)"1/2, x >= 0]

zjednoduseni uz provede. Pokud je podminek vic, je tfeba je spojovat logic-
kymi spojkami && a | | pro a a nebo, nikoliv oddélovat ¢arkou!

Pokud explicitné vime, ze odmocniny lze rozsekdvat napf. proto, Ze pro-
ménné jsou realné, hodi se pouzit funkci PowerExpand[x]. Pak je dobré ji
kombinovat zptusobem zjednodusit, rozsekat, zjednodusit, atd. Dalsi fikanou
fintou se pfi zjednoduSovani mtze byt namisto symbola pouZzit specidlni ¢isla,
kterd se samovolné ve vyrazu nemaji jak objevit (e, w, EulerGamma, ...). Je
sice potfeba hlidat, jestli skutecné vyraz porad jesté odpovida vyrazu, ktery
chceme pocitat, ale muze se ukazat, ze Mathematica si pak s vyrazem poradi
daleko 1épe, nez kdyby byl v algebraické podobé. (V ¢islech si ,vice véFi“.)

Pro vypséani ¢iselné hodnoty vyrazu x se pouziva funkce N[x, nl, kde n je
pocet desetinnych mist, na kterd chceme vyraz vypsat.

Kresleni grafii

Funkce kresleni grafti vas asi moc neohromi, protoze tu umi kdejaky program,
nemusi to zdaleka byt algebraicky systém. Presto se tato funkce mize ukazat
byt velice uzite¢na. Provadi se funkci Plot [vjraz od x, {x, xmin, xmax}],
kde xmin, xmax jsou minimalni a maximalni hodnoty proménné x. Pfitom
,Vyraz od x* musi byt kromé x uz jen numerickd hodnota, jinak se graf ne-
vykresli.

K funkci plot je mozno pridavat nékteré volby, které je uziteéné znat.
Napt.:
Plot[vyraz od x, \{x, xmin, xmax\}, AspectRatio->1, PlotRange->
All, PlotPoints->150]

po fadé Tikd, Ze x-ova a y-ova osa maji mit stejné métritko (nikoliv automa-
tické), ma se vykreslit cely obor hodnot funkce, nikoliv jen automaticky zvoleny
rozsah a ke kresleni mé byt pouzito 150 bodt. Regulace po¢tu bodt mize byt
dilezitd napt. pokud ma funkce néjaké velmi uzké peaky, které by jinak zustaly
nevykresleny.

Mathematica umi ovSem i 3D grafy, grafy intenzity ¢i grafy ,vrstevnicemi®.
UZivaji se stejné jako funkce Plot [] — jde o funkce
Plot3D[vyraz[x,y]l, {x, xmin, xzmax}, {y, ymin, ymax}],
DensityPlot[vjraz[x,yl, {x, xzmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] a
ContourPlot [vjraz[x,y], {x, xmin, xzmax}, {y, ymin, ymax}].
Zde je regulace po¢tu bod pomérné dulezita, protoze viditelné ovliviiuje hlad-
kost grafu a vykon.
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Funkce

Proménnym lze pfifazovat vyrazy. To se déla piikazy = a :=. Jakmile proménné
vyraz pfifadime, proménnd se v dalsim béhu programu bude pfifazenym vy-
razem nahrazovat. Piikaz = vypocte vyraz na pravé strané a poté jej prifadi.
Prikaz := jej pritadi tak, jak je. To mize v rtiznych ptipadech zpiisobit zvySeni
nebo snizeni rychlosti programu, takze pouziti zalezi casto na tom, ¢eho chceme
dosahnout. Pfifazeni vyrazu danému symbolu se zrusi piikazem symbol=., tj.
»prifazenim tecky*.

Obdobnym zptisobem lze vytvaret vlastni funkce. To se déla pFifazenim
funkcel[x_, y_, ..]l:=vjraz z konstant a proménnjch.

Proménné jsou vyjmenovany v hranaté zévorce a je k nim pfidano podtr-
zitko. To programu fika, Ze napf. proménnou x ve vyrazu nahradi prislusnym
argumentem, ktery funkce dostane. Proménné ve vyrazu, které nejsou v listu
argumentil, se nenahrazuji, misto toho se pouzije jejich aktualni hodnota, nebo
proménnd jako nepfifazeny vyraz. Je mozné i pfifazeni operatorem = . Poté
se proménnym, které nejsou v listu argumentt pfifadi hodnota, jakou vyraz
mél pii pfifazeni, nikoliv pri zavolani funce. Neni mozné kombinovat prirazo-
vand funkce (s hranatymi zdvorkamsi) a proménné (bez zdvorek) stejného jména.
Program prikazy provede, ale chovd se poté dosti nepredvidatelné!

Reseni (soustav) rovnic, derivovani a integrovani

Skutecéna sila algebraickych systému ale netkvi v kresleni grafi a zjednoduso-
vani vyrazl, ale pravé ve schopnosti fesit rovnice a jejich soustavy, potazmo
derivovat a pocitat integraly. Zvlasté v poslednich dvou je Mathematica velmi
silnd — tvirci programu prohlasuji, ze pokud neurcity integral feseni pomoci
elementarnich funkci ma, pak jej integrator vzdy najde. V uréitych integralech
(hlavné v komplexni roving) mé program problémy, nicméné v kazdém piipadé
alespon velmi u¢inné nahrazuje integracni tabulky.

Reseni rovnic se provadi pitkazem Solve [{vjrazilL == vjraziR, vjraz2L
== vyraz2R, ...},{prom&nna 1, prom&nna 2, ...}]. Prvnim argumentem
je seznam rovnic oddélenych ¢arkou (ano, rovnitko je zdvojené!), druhym se-
znam proménnych. Mozna kvili pouZzité metodé, méa funkce nékdy problém
s Tesenim linedrnich rovnic, pokud zaddme méné proménnych, nez kolik mu-
Zeme chtit. (U vice proménnych je to pochopitelné.) Pak se vypléci fesit rovnice
jednotlivé s tim, ze vysledek vzdy dosadime do ostatnich. U neline4drnich sou-
stav rovnic se tento problém neobjevuje. (Zato feSeni existuje méné Gasto.)

Derivuje se ptikazem D[vyraz, proménna]. Jde o derivaci parcidlni, tzn.
o vsSech ostatnich proménnych se predpokladé, Ze na dané proménné nezavi-
si. Pokud chceme zavislost explicitné vyznacit, napiSeme za symbol proménné
hranaté zavorky a do nich argumenty, na kterych zavisi, jako by $lo o funkci,
ktera ovSem neni nikde pfifazena.

K integrovani slouzi piikaz Integrate [vjraz, proménna], ktery spocte ne-
urcity integral, popf. Integrate [viraz, {promé&nna, min, max}], ktery spocte
urcity integral s danymi mezemi. Jako tfeti argument lze psat parametr
Assumptions->logicka podminka,
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za které se ma integral vycislovat. To ma podobny smysl, jako u zjednoduso-
vacich funkci — integral mize jit pak 1épe spodist.

Zavérem
Snad se mi podafilo vids naldkat na program Mathematica, jehoz moZnosti
nejsou timto kratkym prehledem ani zdaleka vycCerpany. Chtél bych ovsem
pridat i drobné varovani, ze pokud se naucite pocitat vyhradné pomoci al-
gebraickych systémt, mize vam pak snadno chybét pocetni zrucnost, jakmile
se dostanete k téz8Iim poétim. Tak opatrné! ;-)
Irigi

Uloha (2.5) — Mathematica (2b)

Nakonec par jednoduchy prikladi, na kterych si mizete své schopnosti s Mathe-
matikou (pokud k ni méate pfistup) zkusit. Jako Feseni posilejte zdrojovy kdd.
Pokud k programu pristup nemate a bylo by vam lito, Ze nemuzZete soutézit
o body z této tlohy, mizete poslat, jak by podle vas mél zdrojovy kéd vypadat
a co si myslite, ze by se mélo stat.

1. Vykreslenim grafu a spoc¢tenim nékolika bodt na 42 desetinnych mist
se presvédcte, ze funkce (x72)~(1/2) a Abs[x] davaji stejné hodno-
ty.

Vysledek tohoto zdanlivé nesmyslného cviceni se miize hodit znéat,
protoze Mathematica neumi zjednodusit funkci Abs [x] v redlnych ¢is-

lech (ovéfte zjednodusenim rovnice Abs[x]°2 == x~2), zatimco u al-
ternativniho vyrazu ano (ovéfte zjednodusenim ((x~2)~(1/2))"2 ==
x"2).

2. Zjednoduste vyrazy Va2 a (y/x)2. Pro¢ se vysledky lisi?
3. Spoctéte integral

o0 2
e~ dx.
— 00
Sledujte, jak se vysledek zméni, pokud jako tieti argument funkce
Integrate date logickou podminku, Ze « je vétsi nez nula. Jako «
skutecné pouzijte feckou alfu!
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Vysledkova listina

Ulohy
Po¥. | Jméno R.[>_1|rl r2 r3 r4 t2 t3 t6 + |2 o
1-2. | Doc"™ Stépan Simsa 1. 130 3 6 2 3| 22
Dr™ Karel Kraus 4. 52| 2 6 4 2 4 1| 22
3. | Be™ Vojtéch Kolar 4. 18| 3 4 4 2 4 1| 18
4. | Bc™ Katefina Marova 4. 17/ 1 6 2 0| 17
5. | Mgr™ Michaela Kochmanova | 3. 431 3 5 3 2 2| 15
6. | Mgr™ Karel Kral 4. 2003 5 3 2 1| 14
7. | Mgr™ Jan Skoda 3. 2811 5 3 2 1 1) 13
8. | Bc™ Michaela Hubatova 3. 121 2 4 0 0| 12
9-10. | Dr™ Alena Busakova 3. 94 6 4 0 1] 11
Bc™ Alena Harlenderova 2. 15| 0 3 0 11
11-13. | Mgr™ Vojtéch Milos 4. 271 1 3 4 2 0| 10
Mgr*™ Tomés Pokorny 3. 22| 2 4 1 3 0| 10
BceM™ Kristyna Onderkova 4. 12 0 5 4 1 0| 10
14-15. | Be™ Martin Holec¢ek 4. 13| 2 5 2 0 9
Tomas Trégner 2. 9] 3 2 3 1 9
16. | Petra Vahalova 4. 8| 2 4 2 0 8
17-20. | Mgr*™ Martina Bekrova 3. 24| 2 3 2 0 7
Bc™ Lukas Langer 4. 100 0 5 2 0 7
Jakub Stocek 3. 711 2 4 o] 7
Karel Tesat 4. 72 2 1 0 7
21-24. | Mgr™ Katefina Honzakova 4. 391 0 4 2 0 6
Mgr™ Filip Hlasek 3. 28! 1 5 0 0 6
Matéj Kocian 3. 6| 0 4 2 0 6
Ondrej Micka 1. 6| 0 3 2 1 6
25-26. | Mgr'™ Alena Juraskova 2. 26| 0 3 2 0| 5
Marek Stehlik 3. 50 3 2 0 0 5
27-29. | Mgr™ Anna Chejnovska 3. 22 2 2 0 4
Mgr™ Martina Vavackova 4. 20 2 2 0| 4
Daniel Safka 3. 41 1 0 2 1 0| 4
30-31. | Doc* Petr Pecha 3. 156| 0 3 0 3
Pavel Kratochvil 2. 8 2 1 0 3
32-34. | Mgr™ Zuzana Docekalova 4. 36 2 0 0 2
Bc™ Barbora Smidova 1. 10 2 0 2
Dominik Miketa 3. 210 2 0 2
35-38. | Mgr™ Michal Husek 4. 211 0 0 0 0
Bce™ Pavel Novotny 4. 16 0 0
Josef Klesa 2. 0| 0 0 0
Simona Ondrckova 1. 0o 0 O 0 0
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Sloupeéek Y, ve vysledkové listiné je souéet vech bodu ziskanych v naSem seminéfi,
>0 je soucet bodi ziskanych v aktudlni sérii.

Ve sloupci ,R.“ je uveden ro¢nik (pfepoéteny na étyfleté gymnazium, minimalni
hodnota je prvni ro¢nik). Pokud mate v tomto sloupci uvedeno $patné (nebo zadné)
¢islo, napiSte ndm svij rok maturity, a my si opravime udaj v databazi. Sloupecek
»+ znaci bonusové body udélované podle ro¢niku a souc¢tu bodti za tlohy.

Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro ucéely M&M.

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3 ).
121 16 Praha 2 L]

Telefon: +420 221 911 235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastiesen Oddélenim pro vnéj$i vztahy a propagaci Univerzity Karlo-
vy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stiedoceské pobocky Jednoty
¢eskych matematikia a fyziku.
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Anketa M&M 2009

Jak moc naro¢né ti pripadaji

matematické tlohy jednoduché 1 2 3 4 5 slozité
fyzikalni tlohy jednoduché 1 2 3 4 5 slozité
sinformatické* tlohy?® jednoduché 1 2 3 4 5 slozité
logické tilohy (obvykle 4. tiloha) jednoduché 1 2 3 4 5 slozité

Zaujal té princip uloh z praktické informatiky (iloha 3.3)?

Libi se ti propojeni tloh jednim p¥ib&hem?

Jak se ti libi leto$ni témata (jednoducha x slozita, zajimava x nezajimava)?

Které téma je podle tebe nejlepsi a které nejhorsi?

Zaujaly té organizatorské ¢lanky?

Je néjaké téma, o kterém by sis chtél/a v élanku pieéist?

3 (kombinatorika, programovani atd.)
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Jak se ti libi nase webové stranky? Chybi ti na nich néco?

Libi se ti graficka a obsahova podoba ¢isla?

Jak ses dozvédél/a o M&M?

Kolik ¢asu vénujes feseni M&M?

Zac¢ne$ néco Fesit hned, jak ti ¢islo pfijde, nebo délas vse az posledni den pred ode-
slanim?

Co bychom méli vylepsit?

Bonusova otazka ¢. 1: Kolik lidi vyplni tuto anketu a posle nam ji?

Bonusova otazka ¢. 2: Jakou velikost tri¢ek nosis? S M L XL XXL



