Studentsky matematicko-fyzikalni c¢asopis

rocnik XV  cislo 6

Termin odeslani: pondéli, 22. 6. 2009

Mili kamaradi,

prazdniny se uz zvolna blizi. A to znadi, Ze dalsi roénik M&Mka je za nami.
Ale jeSté nezoufejte, v tomto Cisle se muzete téSit na posledni ulohy tohoto
ro¢niku.

Vedle uloh zde najdete také ¢lanky k tématktim. V ramci tématu jedna
vyhlasujeme tieti a posledni kolo hry Nejmensi nevybrané, do kterého
se méate moznost zapojit i pouhym e—mailem! Vice se doctete na strané 11.

Vydareny konec skolniho roku vam preji

organizdtori EREA

Zadani uloh
Uloha 6.1 — Manzelské pary (4b)

MatFyzak Eduard tspésné odpromoval. Zacal studovat postgradudlni studi-
um. Na katedre se zakoukal do slicné MatFyzacky a slovo dalo slovo a byli
zasnoubeni. OvSem, jak se blizil termin svatby, byl Eduard zamyslenéjsi a za-
myslenéjsi.

V knize o etiketé doporucovali, aby manzelské pary, které jsou pozvany na
hostinu, nesedély vedle sebe. V knize byly také dalsi rady, ale na ty Eduard
nehledél.

Na hostiné budou vsichni sedét u velikého kulatého stolu a Eduarda by
zajimalo, kolika zpiisoby si mize sednout n manzelskych part na 2 - n zidlicek
tak, aby zadny par nesedél vedle sebe.

Uloha 6.2 — Ohni¢ku ho#! (3b)

Lisak Riki si béhem jednoho letniho dne vyrazil do
hor. Jak uz to tak byva, zastihla ho na hiebeni boui-
ka. A nez se stihl schovat, promokl on, jeho véci, ale
hlavné zapalky.

,Tak to ne, musim vymyslet, co si pfisté vzit misto
zapalek, aby to nenavlhlo,“ ekl si. ,,A co takhle lupa?
Ale co kdyz se zpozdim a slunce zapadne?*

Jak velkou lupu by Riki potfeboval, aby s ni mohl
zapalit papir i pfi mési¢nim svétle? Stacéi fadovy od-
had. Bude mit v prumeéru centimetry, metry, kilometry?




Uloha 6.3 — Pfivoz (1b)

U ptivozu v Podhoti se na biehu feky sesli otec se svymi dvéma syny, matka
se svymi dvéma dcerami a kriminalnik s policistou. VS§ichni se chté&ji dostat na
druhou stranu, ale neni to tak snadné, nebot pievoz lidi na druhou stranu se
fidi témito pravidly:

— Na lodce se mohou prevazet najednou jen dvé osoby.

— Otec nesmi ziistat ani s jednou dcerou bez pfitomnosti matky.!

— Matka nesmi ziistat ani s jednim synem bez pfitomnosti jejich otce.

— Kriminalnik nesmi ztistat ani s jednim ¢lenem rodiny, kdyz tam neni

policista.
— Jen otec, matka a policista se umi pfeplavit (tj. ovladat lodku).

Jak dostat vSechny na druhou stranu?
Uloha je inspirovana hrou, kterou si mtizete zahrat na
http://freeweb.siol.net/danej/riverIQGame.swf

Reseni uloh

Uloha 4.1 - GeoMag (4b)

Zadani:

Riki dostal pod stromecek stavebnici GeoMag. Tato stavebnice funguje na principu magnetismu.
Zdkladem jsou zmagnetizované tycky, ke kterym je mozno diky magnetickym silam pFichytit
malé kulicky.

Ovsem tento ctverec neni moc stabilni, nebot pokud na néj jen trochu zatlaci, tak se zdeformuge
na kosoctverec. Jak by mél Riki postupovat, aby dostal stabilni étverec?

Zda se, Ze teseni by mohlo byt snadné — Riki postavi oktaedr, a ctverec se uzZ nebude
deformovat. Oktaedr vsak zabere spoustu prostoru. Proto se pokuste vymyslet konstrukci, kterd
by byla v plose. A zkuste k tomu pouzit co nejméné tycek.

Redinou tloustku tycek a kulicek neuvazujte. Tycky si zidealizujte jako usecky a kulicky jako
body.

Reseni:

V zadani bohuzel chybéla informace o tom, Ze vSechny tycky jsou stejné dlouhé
a ze se smi prichytavat pouze na konci. VétSina z vas to nastésti povazovala
za samozfejmost a nebo jste se zeptali. Reseni, kterd porusuji jedno z téchto
pravidel, jsou velmi snadné, proto jsem v takovém pripadé udéloval polovi¢ni
pocet bodti.

Reseni piisla opravdu pékna hromadka a nutno Fict, ze jste vSichni vymysleli
zajimavé konstrukce. Jako pfiklad bych uvedl obrazek r4.1.1. Tato konstrukce
neni stabilni, jak by se mohlo na prvni pohled zdat, protoze je mozné vsechny
vnéjsi trojuhelniky najednou vzit a spoleénym smérem zrotovat.

1 To plati jak na bfehu, tak na lodce.
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Obr. r4.1.1 — Nestabilni konstrukce. Obr. r4.1.2 — Spravné feSeni.

Daleko zajimavéjsi konstrukee je jiz na obrazku r4.1.2. Tento zptisob pouziva
47 tycek, coz neni zas tak mnoho. Na tohle feSeni pfisla vétsina z vas. Myslenka
je takova, ze vzhledem k tomu, Ze trojuhelnik je stabilni utvar, pak tutvar
slozeny z trojuhelniktt (dotykajicich se hranou) je také stabilni. MiZzeme tak
vytvotit tii tusecky délek 3, 4 a 5 a protoze 32 + 42 = 52, je jimi trojihelnik
pravouhly. Nejenom to, je i stabilni, protoze je sestaveny ze stabilnich tsecek.
Neni tedy problém doplnit do néj dvéma tyckami u pravého tthlu ¢étverec.

Nejlepsi zndmé feSeni (na které ale nikdo nepfisel) sestéva z 27 tsecek a je
znazornéno na obrazku r4.1.3. Body A, B a C lezi na piimce.

Obr. r4.1.3 — Nejlepsi znamé fe-
Seni.

vvvvvv

Misto toho zde pouze ,ukadzeme, Ze to funguje* bez presného dikazu. S utva-
rem muZzeme délat pouze dvé deformace. Tahat za body A a C' od sebe, nebo
je tlacit k sobé. Kdyz je budeme tlacit k sobé&, bod B by se mél pohybovat
smérem vzhiru. Ale tycka seshora ho bude tdhnout vétsi rychlosti, nez dvé
tycky zespoda tlacit. Nejde tedy dosdhnout deformace. Podobné to plati i pfi
roztahovani bodia A a C od sebe.

Honza



Uloha 4.2 — Neni valec jako valec (3b)

Zadani:

Spravce kralovské pokladnice se rozhodl, Ze si trochu prilepsi k platu. Zalibil se mu zlaty vdlec
o pruméru d = 10cm a délce | = 30 cm. Aby se na kradez neptislo, rozhodl se, Ze vyrobi stejné
veliky valec z médi, kterym nahradi ten chybéjict.

Méd md ovsem mensi hustotu neZ zlato. Sprdvci se podatilo sehnat kus iridia, které je
tézsi nez zlato. Trdpt ho vsak jedna véc. Pokud by pouze obalil iridium médi, mél by jeho valec
jing moment setrvacnosti nez vdlec z cistého zlata. A to by bylo ndpadné. Poradite sprdvci,
jak by mél vdlec vyrobit tak, aby na povrchu byla vrstvicka médi a vdlec mél spravny moment
setrvacnosti?

Reseni:

Spravce pokladnice v jeho nekalych imyslech radéji podporovat nebudeme, ale
kdybychom byli, zcela teoreticky, na jeho misté, tak bychom si urcité pora-
dili. Na zacatek upresnime, co budeme chapat pod momentem setrvacnosti.
Budeme chtit najit takové rozlozeni iridia, aby moment setrvacnosti valce pfi
rotaci kolem libovolné osy byl stejny?. K zajisténi této podminky u rotacné
symetrického télesa staci, aby se shodoval moment setrvacnosti kolem geome-
trické osy a kolem osy k ni kolmé. (Z4jemci najdou podrobnéjsi informace na
konci tohoto textu.)

Pro takovy kus zlata se urcité vyplati vénovat vyrobé néjaké usili, ale neni
nutné to zbytecné komplikovat. Prvni poznatek je, ze nemame zadny duvod
porusit rota¢ni symetrii valce, naopak bychom si tim jen vSe zeslozitili. Pro
zjednoduseni vypocti budeme mit vSechny ¢asti jak médéné, tak iridiové, ve
tvaru valce nebo valcové mezivrstvy. To ndm stale nechd dost volnosti pro
splnéni zadani. Abychom ovlivnili hmotnost, musime pochopitelné ménit ob-
jem iridia. Pro zménu momentu setrvac¢nosti je tfeba umeét posouvat iridiovou
oblasti dal od osy anebo blize k ose.

Nabizi se nasledujici konfigurace: Iridium bude v médéném valci tvofit dva
vélcové ,prstynky“. Kazdy z nich m4a vnitini polomér r; a vnéjsi ro (r; < rg <
< R, polomeér celého vélce je R = d/2). Prstynek mé vysku ve sméru osy vélce
rovnu k/2 a jeho stfed je podél geometrické osy posunut o d pryé¢ ze stiedu
valce. Situaci zobrazuje obrazek r4.2.1.

Moment setrva¢nosti valce si miZzeme budto spocitat (zadjemci najdou po-
stup na konci tohoto ¢lanku), anebo najit ve vhodné literatute. Kazdopadné
zjistime, Ze moment setrvacnosti valce o hmotnosti m a poloméru r pfi rotaci
kolem geometrické osy je

1 T
Jp = §mr2 = §ph7’4.

2 Predpokladejme, Ze valec tfeba nékdo vezme do ruky a zatod s nim ve
vsech smérech. Je sice vcelku nepravdépodobné, Ze by pfi takovémto prizkumu
nerozeznal zlato a méd uz od pohledu, ale timto se ted nebudeme zabyvat.

=)
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Obr. 14.2.1 — Rez vélce rovinou obsahujici geometrickou osu. Umisténi
iridia je zndzornéno srafovanim.

P1i rotaci kolem osy kolmé ke geometrické je moment

2
J, = im <T2 + };) = %phr4 + %ph3r2 ,
kde h je vyska valce a p jeho hustota.

Je dobré si uvédomit, ze momenty setrvacnosti jde séitat a odcitat. Tedy
pokud mame médény valec s kusem iridia uvnit¥, staci spoc¢ist moment setrvac-
nosti valce, ktery by byl cely z médi, odecist ¢ast obsazenou iridiem a pricist
zpét moment setrvacnosti prislusné ¢asti z iridia. Vyjadiime ted moment ob-
lasti o tvaru iridiovych ,prstynka“, ale s hustotou (pr, — pcou), tj. ndhrada médi
(pcu) iridiem (pr;). Pro vyjadieni J' je tfeba pouzit Steinerovu vétu, kterd iika,

vvev

vvev

Vs
Ji = 5 on = pou)k(rs = 1),
s 1
JL = Z(plr — pCu) k‘(Tg - 7“411) + ﬁk’g(rg - ’"%) + 4d2k(T§ - 7“%)

Vlastnosti ,,nahradniho" valce

Napiseme podminku pro shodnou hmotnost. Hustoty zlata, médi a iridia ozna-
¢ime postupné pau, pcu @ prr-

71'pAulR2 — WpculRQ = 7T(Plr - pCu)<r§ - T%)k7
PAs 7 PCu 1p2 _ J(r2 — 42y, (r4.2.1)
PIr — PCu

Pro moment setrvacnosti kolem geometrické osy plati nasledujici podmin-
ka:
T T
EF)AuH%4 - §pculR4 = J|/\ ,
(paw = peu)LR* = (pre = pu) k(s — 1),

PAu T PCu 1 pd _ k(rd — pd) (r4.2.2)
PCu — PIr



Zbyva vyfesit moment setrvacnosti kolem osy kolmé ke geometrické. Opét
napiSeme podminku, Ze rozdil momentd zlatého a médéného valce musi byt
roven pridavku diky iridiu:

7r

1
1 (PAu — PCu) - (1R4 + 3 1332) =J,

u u 1 1
Phn — Peu <1R4 + 1332> — k(rd — 1} + K (rF — r3) + 4R (rE — ).
PIr — PCu 3 12

Dosadime z rovnic (r4.2.1) a (r4.2.2) za k(rj — r}) a k(r3 — r?):

1 1
IR* + 3 BR? =IR*+ ﬁ51521%2 +4d*IR? ,
412 — k2

4’ =
48

(r4.2.3)

Dosadime ¢iselné hodnoty hustot a pomér jejich rozdilti oznacime «:

pAw = 19320kg/m® | poy = 8960kg/m®, pr, = 22420 kg/m?;

o= PAuTPCu - 7697

PIr — PCu

Nejprve vyfesime rovnice (r4.2.1) a (r4.2.2) tak, ze k budeme povaZzovat za
parametr. Podélenim rovnic dostaneme

2_,2_ .2 2_p2_ .2
R =ry—1r7, ri=R"—1r3.

Dosazenim do rovnice (r4.2.1) ziskdme FeSeni
1 ol
i=(z—-5 ) R? 4.2.4
g (55 (r1.2.4)
1 ol
2 _ (1, )\ po
Ty = (2 + Qk) R=. (r4.2.5)

Z podminek ro < R a r; > 0 a z definice k plyne omezeni

al 1
ﬁ<§ = k>0[l, k<l.

7 tohoto rozsahu si mzeme pii vyrobé valce vybrat libovolné, ale pro jednu
zvolenou hodnotu & uZ jsou ostatni (d, r1 a r) pevné dané.

Vybereme si, vcelku nahodné, tfeba & = 0,85/ = 25,5 cm. Tim nam podle
(r4.2.3), (r4.2.4) a (r4.2.5) vyjde

d = 10,2562l = 7,69 cm
ry =0,2173R =1,09cm
ro = 0,9761R = 4,88 cm .
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Obr. r4.2.2 — Rozsah moznych parametri pro vyrobu vélce.

Iridium tedy bude tvofit dva prstynky, kazdy o délce 12,75 cm s uvedenymi
vnitfnimi a vnéjsimi poloméry. Tyto prstynky budou posunuty o 7,69 cm od
stredu valce, resp. budou mezi sebou mit 2,63 cm mezeru.

Pro Uplnost pridavame graf vSech moznych feSeni pro ruzna k, viz obra-
zek r4.2.2. Hodnota x je mezera mezi iridiovymi prstynky, y je vzdélenost iridia
od boc¢niho okraje valce.

Dodatek: vypocet momentu setrvacnosti valce

Moment hybnosti hmotného bodu (ptip. dostate¢né malého objektu) o hmot-
nosti dm je
dJ = r?dm,

kde r je vzdéalenost od osy otaceni. V piipadé valce rotujiciho kolem geometrické
osy si tento rozdélime na tenké valcové vrstvy, kazdou o velmi malé tloustce
dr. Takovato vrstva ma celd stejnou vzdéalenost od osy otaceni. Pokud si jeji
polomér oznacime r, plati pro jeji hmotnost dm = p - 2arh - dr, kde p je
(konstantni) hustota valce a h jeho vyska. Tedy

dJy = r2.p-2mrh-dr = 2mph - r3dr.

Secteme tento vyraz pro vSechny hodnoty r od nuly do R (polomér vélce), coz
je integral:
4

r

R R
1 1
Jj :27rph./r3dr:27rph- [4] :5.7rR2hp.R2:§mR2,
0

0

kde m je hmotnost celého valce.



vvvvv

nemame k dispozici kompletni vrstvy s konstantni vzdalenosti od osy. Vyjdeme
z toho, Ze momenty kolem osy = a y musi byt shodné ze symetrie (osa z je
geometrickd osa). Vyraz pro moment setrvacnosti integrovany v kartézskych
soufadnicich je

J:c:/(y2+22)dm:Jy:/(:z:erzz)dm,
14 1%

kde symbolem fV oznacujeme trojity integral pres objem valce. Déle zfejmé
plati

1
J = (Jz+Jy):—/(x2+y2+2z2)dm.

2
v

N | =

Integral miizeme rozlozit na zndmou hodnotu J; (vyraz (22 +52) je vzdalenost
od geometrické osy) a na integrél pies 22 (vyuzivame dm = mR?pdz):

h/2 hy2
1 2_p2 1 2 W
J=J)+ zZ*mR°pdz = -mR*+7R"p | — =
2 4 3 “hy2
—h/2

1 2 2h3f
_4mR +71'Rp12—
1 o h?
—4m<R —|—3>.

TENZOR SETRVACNOSTI. Pro popis rotace kolem obecné osy si uz nevysta-
¢ime s jedinym c¢islem. Misto toho musime kazdé téleso charakterizovat tenzo-
rem setrvacnosti (matice 3 x 3 redlnych ¢isel). Ten popisuje, jak se bude téleso
chovat pri rotaci kolem jakékoliv dané osy. Nas v tuto chvili zajima prede-
v8im fakt, Ze pokud maji dvé télesa stejny tenzor setrvacnosti, budou rotovat
stejné.

Kazdé téleso jde v kartézském souradném systému natocit tak, ze jeho ten-
zor setrvacnosti bude mit nenulové pouze t¥i prvky na diagonale. Osy soufadné
soustavy pak maji smér tzv. hlavnich os télesa. V pripadé rotacné symetric-
kého télesa je geometrickd osa taktéz hlavni osou. Zbylé dvé hlavni osy mtizeme
umistit kamkoliv do kolmé roviny (kvili symetrii télesa to nemé vliv).

Pokud najdeme tfi momenty setrvacnosti vzhledem k hlavnim osdm télesa,
méme uréen cely tenzor (zbylé ¢leny jsou nulové). Z toho plyne, Ze pro kom-
pletni urceni tenzoru setrvacnosti valce sta¢i moment setrvacnosti pfi rotaci
kolem geometrické osy a kolem libovolné osy k ni kolmé.

Marble
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Uloha 4.3 — Kamen, nizky, papir, jestérka... (3b)

Zadani:

MatFyzdci Adam a Bohous se nemohli rozhodnout, kam pijdou na obéd. A tak se rozhodli,
ze si ,strihnou”. Ovsem hrdt klasicky kamen, nizky, papir jim prislo mdlo zajimavé. Proto se
dohodli, Ze pridagji dalsi symboly.

Puvodni kamen, nizky, papir md tu vlastnost, Ze vsechny symboly jsou stejné vghodné. Ddle
plati, Ze mezi Zddnymi dvéma symboly nenastdavd remiza. Adam s Bohousem by radi vedéli, kolik
symbolu mohou pridat, aby se tyto vlastnosti zachovaly.

Své turzeni nezapomenite dokdzat.

Reseni:
Nejprve si sjednotme terminologii. Symboly hry budeme reprezentovat mnozi-
nou bodu V', nazvéme je vrcholy. Vztahy ve hie budeme chapat jako dvojici
bodi (a,b),a, b € V a budeme je nazyvat mnoZinou orientovanych hran F.

Slovo ,orientovand“ zde znamena, ze v této dvojici zélezi na poradi. Pokud
fekneme, ze (a,b) € E, znamend to, ze symbol a porazi symbol b. Dvojici (V,
E) nazvu grafem G. Chei-li vylouc¢it moZnost remizy, musim dobfe definovat
vztahy mezi kazdymi dvéma symboly, tedy (a,b) ¢ E < (b,a) € E. Graf G
tedy bude tuplny — mezi kazdymi dvéma vrcholy musi existovat hrana. Presnéji
vyjadfeno, remiza miize nastat ve chvili, kdy oba hraci zvoli stejny symbol.
Proto hrany (a,a) ¢ E.

Kazdé dva symboly by mély byt stejné vyhodné, tedy z kazdého bodu by
mél vést stejny pocet hran, jako pocet téch, které do néj vchazi.

Vo € V(z,a)| = |(b,x)|, (z,a), (byz) € E.

Jelikoz kazdy vrchol x se tak nalézd v n — 1 hrandch, z ¢ehoz (n—1)/2 hran
z n8&j vychézi a také (n —1)/2 hran do néj vstupuje, je jasné, ze ¢islo n — 1 musi
byt sudé a n je pak lichym ¢islem.

Nyni jsme odvodili, ze jakykoliv graf G na lichém poctu vrcholi pfedstavuje
korektni hru. Pro tplnost bychom vsak méli dokazat, ze takova hra vznikla jako
rozsifeni puvodni hry, tedy Ze kazdy graf G na n > 3 vrcholech, kde n je liché,
obsahuje jako sviij podgraf orientovany cyklus o délce 3. Podgraf grafu G = (V,
E) je

(Vo Ep), Vo €V, Ep € {(a,b)|a,b € V,, (a,b) € B},

cyklus je
C ={(co, 1), (c1,¢2)5- -, (cn—2,Cn-1), (cn-1,¢0)} C E.

V naSem pfipadé je to néjakd mnozina {(a,b),(b,c),(c,a)},a,b,c € V.
V grafu existuje (n—1)/2 cyklt délky n. Pfi rovinném nakresleni grafu bychom
mohli nejprve vykreslit prvni cyklus, ktery tvori postupné vrcholy cg,cy, ...,
¢n—1, a nasledné zjistovat, jakd je orientace hran (c;, c;+x) pro k € {2,...,
(n — 1)/2}. Zjistime pfitom, Ze bud tvor{ ndmi hledany cyklus hrany

(Ci7 Cz‘+kf1), (Ci+k717 Ci+k)7 (Ci+k, Ci) ,
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nebo najdeme cyklus

(cis Ci+(n71)/2)a (Ci+(n71)/27 Ci+(n+1)/2)7 (Ci+(n+1)/2v ci) -

Tim je dikaz dokoncen. Jelikoz puvodni hra mé 3 vrcholy, pocet pridanych
vrchold & = n — 3 musi byt sudy (a pfirozené kladny). Mohli bychom také
fesit otazku, jakym zptisobem muzeme dobie definovat orientaci hran, aby hra
splnovala vSechny pozadavky.

Algoritmus sestaveni mnoziny hran je vSak trivialni.

1. V:={1,...,n}, E :=, vyber ndhodné z € V.
2. Pokud uz je graf uplny, skonci.

3. Vyber ndhodné y € E.

4. Pokud do y uz vede dostatek hran, tedy

(n—1)

{2l(zm) € BY| = =2,

jdi do bodu 3.

5. Pokud (z,y) € E nebo (y,z) € E, jdi do bodu 3.
6. E:=FEU(z,y).
7. x:=1y.

8. Jdi do bodu 2.

Mtizeme tedy projit vrcholy v libovolném poradi a za sebou zanechévat ori-
entovanou cestu a pouze pred vstupem do kazdého bodu ovéfovat, ze pridanim
nové orientované hrany neporusime zadny z pozadavkt uvedenych vyse. Jeli-
koz do kazdého bodu vstoupime a vystoupime stejnym poc¢tem hran (do bodu,
ze kterého jsme zac¢inali, povedeme posledni hranu), budou vSechny symboly
stejné vyhodné. Zadny piitom nemftizeme vynechat, protoze bychom tak nedo-
sahli maximalniho poc¢tu hran.

Radim

Uloha 4.4 — Sko¥apky (2b)

Zadani:
Zndte hru skotdpky? Je to jednoduché, pod jednu skotapku se dd cokoldda a skotdpky se pak
zamichagi. Vasim tukolem je pak uhddnout, pod kterou skotapkou se cokolada skryvd. Nemdte
Sanci sledovat michdni, proto je vasi jedinou moznosti nahodné zvolit jednu ze tri moznosti.
Predstavte si, Ze jste si vybrali jednu ze t7i moznosti. Skotdapkdr pak odhalil jinou skorapku
a ukdzal, Ze tam cokoldda nent, a dal vdm mozZnost zménit vds tip. Je pro vds vyhodné svij tip
zmeénit?
Pokud si nevite rady, zkuste se zamyslet nad pripadem, kdy hrajete se 42 skorapkami a
po vasem tipu je odhaleno 40 skotdpek, pod kterymi nic neni. Jaké jsou vase Sance v tomto
pripadé?

Reseni:
Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze pokud si ndhodné vybiram ze dvou
moznosti, tak je pravdépodobnost, Ze si vyberu odménu, 1/2. To je sice pravda,
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ale nesmime zapominat, Ze uz jsme si jednou vybirali. Ale nepfedbihejme a
zkusme se zamyslet na timto problémem poradné.

Pokud si v prvnim pripadé vybirdme, vybereme si ¢okolddu s pravdépodob-
nosti 1/3. S pravdépodobnosti 2/3 si vybereme prazdnou skofapku. Pokud si
vybereme prazdnou skorapku, tak jak asi tusite, na stole zistaly dvé skotapky,
pod jednou je ¢okoldda a pod druhou neni nic. V tomto pfipadé musi skofap-
kar odhalit tu, kde nic neni. A pak nam da vybrat, zda si chceme nechat svou
volbu, kde, jak nyni pfedpokladame, nic neni, a nebo volbu zménime na sko-
rapku, kde musi byt cokolada. Jak jde vidét, je v tomto pfipadé, ktery nastane
s pravdépodobnosti 2/3, vhodnéjsi volbu zménit.

Naopak s pravdépodobnosti 1/3 jsme si ¢okoladu vybrali jiz v prvnim kole.
Pak na stole ztistaly dvé prazdné skotapky a skorapkat vybere libovolné jednu
a tu odhali. Pokud sviijj tip zménime, tak si s pravdépodobnosti 1/3 ¢okoladu
nevybereme.

Zkusme se nyni zamyslet nad dalsimi strategiemi. Pokud bychom si na za-
¢atku ndhodné zvolili jednu ze tii skofapek, vyhrajeme cokolddu s pravdépo-
dobnosti 1/3. Piedpoklddejme, Ze se rozhodneme ignorovat druhé kolo — to
znamena, ze zustaneme u svého tipu. Pak se pravdépodobnosti nezméni a my
vyhrajeme s pravdépodobnosti 1/3.

Co se stane, pokud si na zacatku druhého kola ndhodné zvolime? Pak mame
volbu ze dvou moznosti, a tedy pravdépodobnost, Ze si vybereme ¢okoladu je
1/2. MoZné se vam zdé divné, Zze pokud bychom si vZdycky ,ndhodné vybrali
puvodni moznost, ¢ili nezménili svij tip, tak v jednom ptipadé nam vysla
pravdépodobnost vyhry 1/3 a v druhém 1/2. OvSem v tomto pfipadé se nejedna
o ndhodny vybér.

Spravné reseni tohoto problému je, jak vétsina z vas spravné predpokladala,
svij tip zménit. Stejné budeme postupovat i v pfipadé, Ze na stole lezi 42
skotapek. Zde bude rozdil jesté znatelnéjsi. Pokud mi stale nevérite, zkuste
si rozepsat jednotlivé pripady, které mohou nastat. Pokud si spocitate pomér
téch, kdy vyhrajete a kdy ne, tak zjistite, ze je opravdu nejvhodnéjsi svij tip
zmeénit.

(R)adim
Reseni témat

Téma 1 — Nejmensi Nevybrané

Resitelé a Fesitelky! Probéhlo dalsi kolo soutéze Nejmensi nevybrané ! Tipovana
¢isla byla:
27 37 4) 67 77

a Stastnd vyherkyné je Mgr™ Zuzana Doéekalova s éislem 2. Gratuluje-
me!
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Zéaroven vyhlaSujeme treti a posledni kolo soutéZe Nejmensi nevybrané !
Pro nizkou ucast ve druhém kole Vam pfipominame, ze k tipnuti si stac¢i pouhy
e-mail obsahujici jediné ¢islo! Hraje se o neuvéfitelnych 5 000 000 pbodi!

K tématu nam prislo nékolik zajimavych ¢lankt a postiehti. Omlouvame se
vam za zpozdéni, se kterym vam predkladame ¢lanky nasich fesitelt.

Dr'™ Stépan Simsa vytvofil on-line verzi této hry na strance [1], kde si
ji muzete zahrat. Nize si muzete precist jeho ¢lanek, kde mimo jiné rozebira
vysledky a specifika své verze hry.

Dr™ Jakub Topfer rozebird ve svém ¢lanku rizné pohledy na pocet hracu
a hry s prohlasenim d¢isla jesté pfed tahem. Kromé shrnuti zkuSenosti s témito
hrami predkladé i dalsi zajimavou myslenku — moznost situace, ve které nikdo
nevyhraje, ale nikdo neni ochoten zménit svou volbu. Takové situace stoji za
zamysleni — muze k nim dojit i pfi jiném poctu hract nez 67 Mohlo by se to
stat, i kdyby hraci neoznamovali pfimo své volby, ale svou osobni distribuci pro
ndhodny vybér? (Vsimnéte si, ze ,vzdy 1¢ je také distribuce.)

Dr™ Alena Busdkova se ve svém ¢lanku zamysli nad zpusoby volby a odha-
duje rozloZeni ¢isel jak teoreticky, tak na zakladé dat z on-line hry Dr'™ Simsy.

Jako dalsi sméry badéni se nabizi sbirdni dat pro velké skupiny hract. To
je mozné bud simulaci virtudlnich hra¢t na pocitaci, nebo s mensi skupinou
skutecnych hraci, z nichz kazdy bude mit nékolik tipt.

Tomads

Nejmensi nevybrané
Dr™ Stépdn Simsa

Pozn. red.: redakéné upraveno

Problematika

V tomto ¢lanku se budu zabyvat jak psychologickym, tak ¢asteéné matema-
tickym rozborem hry Nejmens? nevybrané na zakladé vysledkii ze stranky [1].
Vytvoril jsem ji pfimo kvili tomuto téméatku, abych mél zdroj, ze kterého mizu
délat zaveéry.

Ovsem hra, jejiz simulaci jsem vytvoril, se pfece jenom lisi od hry, ktera
se hraje zde. V prvni fadé se lisi informaci o poc¢tu hract. Zatimco ve hie po
internetu vsichni hrac¢i védi, Ze hraje patnact lidi, v této hie nikdo nevi, kolik
lidi bude hrat. Druhy rozdil je ve skupiné lidi. Ve hie po internetu se skupina,
ktera hru hraje, obménuje. Jenom par lidi hraje hru vicekrat. Narozdil od toho,
tady hrajou lidi stejni. Tedy pfedpokladam, Ze alespori vétsina (nejspiSe néjaci
lidi, ktefi ¢islo poslali, dalsi posilat nebudou a mozna dokonce posle ¢islo nékdo,
kdo ho minule neposilal).

Psychologicky rozbor

V této casti ¢lanku se budu snazit psychologicky rozebrat vysledky ze hry po
internetu a udélat z toho zévér. Nejdiive rozeberu ¢isla 1, 2, 3 a 4.
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1: V grafu jsem se pokusil vyjadrit, kolik lidi v jed-
notlivych hrach dalo ¢islo jedna (na vertiklni ose, kla-
sicky osa y, je pocet hraci, ktefi ¢islo v jednotlivych
hrach dali a na horizontalni ose, klasicky osa x, jsou
jednotlivé hry):

Jak je vidét z grafu nejsou u ¢isla jedna ptilisné vy-
kyvy v poctu lidi, ktefi ho dévaji. Nic zvlastniho se
mi k jednicce vyzkoumat nepodafilo. Prijde mi, Ze jeji 1234567
vyskyt je celkem ocekavany.

2: Tady je to naopak velice zajimavé. Dvojka skoro
na st¥idacku vyhravala. Vidim pro to dva diavody. Prvni
je, ze si hraci fikali mozné néco jako: ,,Dvojka vyhrava
kazdou chvili, tu bude davat kazdy.“

Nebo treba: ,,Dvojka vyhrala pfedminule, to by byla
moc velkd nadhoda, aby vyhrala znovu.® Druhy divod
prisuzuji tomu, Ze jejich pozornost odpoutala trojka. To
rozvedu za chvili. 1234567

3: Zde je to zajimavé opravdu nadmiru. Z grafu je
vidét, ze trojku davalo opravdu spoustu lidi a se zvysu-
jicim se poctem her se pocet hracu, kteri ji davali, spise
zvedal nez klesal. Pro to mam taktéz dvé vysvétleni.
Prvni je, Zze si mozna hradi fikali: ,, Trojku dalo minule
tolik lidi. Ted uz ji ur¢ité nikdo ned4.“

Druhé vysvétleni je, Ze si fikali mozna néco jako:
,Porad vyhrava dvojka a ¢tytfka a trojka nevyhrala ani 1234567
jednou. Ted uz uréité musi vyhrat.* Myslim si, ze kdyby
si nefikali to druhé, pak by se z trojky nestala ,legenda“ a lidi by si nefikali
ani to prvni. Ale oboji jsou samozfejmé jen domnénky a mohli si fikat Gplné
néco jiného (t¥eba se viibec neovliviiovali pfedchozimi hrami).

4: Tohle je taky velice zajimavé. Ctyiku ddvalo mélo
lidi, jesté méné nez dvojku. Zajimavé je hlavné to, zZe
ji dvakrat nikdo nedal po tom, co vyhrala. Myslim, ze
dtvody jsou podobné jako u dvojky s tim rozdilem, ze
»dvojka je prece jenom mensi, a tak je vétsi pravdébo-
dobnost, ze vyhraje“. Jiné divody, nez ty jiz zminéné
u dvojky a nez tento, uz nemam.

RN W UTOY~J 00

N W CTOY=~J00 N W UTOY~J 00

N W S UTOY~J 00

, Y 1234567
Zavér

Nyni se pokusim udélat zavér z nastfadanych informaci. Objevil jsem zajimavou
véc. Pokud neustéle vyhravaji 2 ¢isla a ¢islo, které je mezi témito ¢isly (pokud
néjaké je) nevyhrava, dava ho spostu lidi. Také jsem si v8iml, ze vétsinou stejné
¢islo nevyhraje dvakrat po sobé a cisla, kterd vicekrat vyhravaji, byvaji dosti
zavrhované.

Vsechna tato pozorovani jsou ale neovéfend a jen hadam, jak by to mohlo
platit.
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Nejmensi nevybrané
Dr™ Jakub Topfer

Pozn. red.: vytah z prispévku

Pfi mém rozhodovani mi nejvice vadi, zZe nevim, kolik hraca se ztcastni. Nizka
aCast v prvnim kole mé opravdu prekvapila. Dodatecné jsem ale zjistil, Ze
néktefi dokonce poslali ptispévek, ale nezvolili zadné ¢islo. Pfedpokladam, ze
pocet hrajicich se tentokrat jesté o trochu snizi, ale uz ne o moc. Mladi fesitelé
maji posledni dobou tendenci pfispivat i b€hem roku.

Psychologicky existuje dobra strategie pro hrace hrajiciho v néjakém uza-
vieném kruhu lidi. Jesté pied volbou ¢isla prohlasi, jaké ¢islo zvoli. Mtze to byt
tfeba i 1. Ostatni nemaji davod mu nevérit. Pokud tedy nékdo z nich zvoli 1,
vi, ze ur¢ité nevyhraje. Pokud zvoli ¢islo vyssi, méa stale teoretickou moznost.
Kdyz by se hrélo o néco velmi podstatného, bylo by mozné timto zpisobem
dost presvédcivé vyhravat.

Pokud by hraci tato strategie nevychézela s jednickou, muize zkusit néjaké
jiné ¢islo. Ostatni pak budou déavat éisla nizsi. Cislo tedy musi byt zvolené tak,
aby se ostatni se svymi nizkymi ¢isly dost shodovali, ale aby to zaroven nebylo
na prvni pohled patrné. Odhadoval bych néco jako 2/5 po¢tu hract.

Jesté doplnim, Ze tuto hru jsme (pravdépodobné diky M&M) hréli docela
dost na PSMF. Nejdiive jsme dost dlouho hrali ve velké skupiné. Pak jsme ale
chvili hrali i ve skupiné Sesti lidi. A to verzi, kdy jsme neznali volby ostatnich,
i kdy jsme je znali. Kdyz jsme védéli, co ostatni davaji, podafilo se ndm za-
seknout na situaci 1,1, 2,2,3,3. V tuto chvili nikdo nechtél své ¢islo zménit a
v8ichni davali stale dokola to samé. Existuji tedy i zablokované situace.

Nejmensi nevybrané
Dr™ Alena Busdkovad

Pozn. red.: vytah z piispévku
Jako statistiku jsem pouzila, s jeho laskavym svolenim, Stépanovych 7 her pro
15 hraca (viz. [1]). 6 her spliiuje to, Ze 2/3 tipi jsou ¢isla do poloviny poctu
tipujicich hract (7,5), u té sedmé to kazi akorat jeden tip 9.

Piedpoklddejme tedy, Zze 2/3 hraca tipne ¢islo ve spodni poloviné poctu
tipujicich. Spocitejme, kolik existuje moznosti, jak budou tipy rozlozeny (p je
pocet tipujicich lidi, k je pocet hracu, ktefi tipovali ¢isla do n):

Chlr) = Chyotof) = (M2

tedy oznacuje pocet moznosti, jak lze dana c¢isla vybrat.

Mizeme také spocitat, kolik z nich bude spliiovat podminku, Ze se ,,vymlati*
(po dvou ¢ po vic tipech), a nevzejde z nich vitéz. Naptiklad pro 6 hraci lze
¢isla rozdélit 15-t1 zptisoby (pokud pfedpoklddame, Ze 2/3 hraci tipovaly cisla
ve spodni poloviné poétu hra¢l), z éehoz 6 kombinaci splni, Ze vSichni hradi,
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ktefi tipovali ¢islo do poloviny poctu hraca, se ,vybiji“ a vyhraje nékdo s tipem
nad 1/2. To znamend, Ze jen ve 40% pfipadi vyhravaji pro 6 lidi tipy nad
polovinu poctu lidi, co hraji. A i pfesto, Ze s vySsimi ¢isly nez mnou uvedenych
6-ti, bude tato pravdépodobnost, Ze se vSechny tipy do 1/2 vybiji, sazi na tuto
strategii ve Stépanové hie celd tfetina hra¢t (opét by bylo zajimavé zkoumat,
zda jsou to titiz v pribéhu dalsich kol).

Kdyby se této strategie nékdo (napfiklad po pfeéténi mého piispévku, pro-
toZe usoudi, Ze to neni az tak vyhodné) vzdal, piibyde zase lidi tipujicich ¢isla
pod 1/2 poctu hraci, ¢imz se zase zvysi Sance na tspéch tém, kdo u této strate-
gie zlistanou. Jesté dodejme, Ze GispésSnost strategie tipovat ¢isla nad 1/2 poctu
hraci s tim, Ze ti pode mnou se vymlati, klesa s poc¢tem hraca rapidné. Napii-
klad pro 12 hrac¢t je 6435 moznosti, jak 2/3 hraca tipne (v té spodni poloving),
ale jen 188 z rozlozeni se ,,vymlati“, tedy Sance, ze nikdo z nich nevyhraje, jsou
pouhé 3%. Kdyby tohle védéli lidi v Stépanové 15-tihracové hie, asi sotva kdo
by tipoval ¢isla tak vysoka jako 9 a 10.

Rozlozeni tipl

Pro 100 nebo 1000 hract by rozlozeni tipti vSak vypadalo jisté jinak. Hranice,
pod niz by byla vétsina tipovanych ¢isel, by nejspis byla mnohem niz nez polo-
vina, tedy 50 ¢i 500. Bylo by velmi zajimavé mit prostfedky k tomu usporadat
takovou hru tieba pro 200 lidi; byla bych velmi zvédava na vysledky.

Takze mtij namét na dalsi pfemysleni: zkuste sehnat 1000 hracd, nebo se
aspoinl zamyslet, jak by to vypadalo podle vés.

Pozn. red.: Nezkusili byste vétsi mnozstvi hraci alespoil nasimulovat?

Reference
[1] http://mam-xv-temal.ic.cz/

Téma 5 — Deratizace

Na pomoc Hammelnskym radnim priSel tentokrat pouze jeden prispévek. Na-
psala ho Be™ Michaela Kochmanova. Pfinasi jednak shrnuti a rozsifeni jiz ob-
jevenych feseni a navic se zabyva zcela novou kapitolou — sklepenimi ve tvaru
platénskych téles. Tuto ¢ast jejiho ¢lanku nyni otiskujeme.

Platonska télesa
BeM™ Michaela Kochmanovd

Hammelnskym, libujicim si v extravaganci, obycejné sklepy s plochymi patry
nestacily — a tak se zacali pfedhanét v rtiznych blaznivych prostorovych pod-
zemnich komplexech. ..

Cty¥stén
Ctyfi stény, ¢étyfi vreholy, z kazdého vrcholu vychazi tii hrany. Proto, vyjdeme—

li z jednoho vrcholu vSemi tfemi sméry (tj. tfemi krysafi), potfebujeme étvrté-
ho, ktery zderatizuje zbyly trojihelnik.



16

Sestistén (krychle)

Podstava mé ¢tyti spojnicové body s plastém, proto jsou potieba ¢tyfi krysari,
ktetf{ ptijdou horinzontalné (vertikalng) a paty, ktery bude pritbezné deratizovat
vertikdlné (horizontalné). Pokud je naskladéno vic krychli vedle sebe €i na sebe
a tvori kvadr, oznac¢ime jeho narys, pidorys a bokorys a, b, c¢. Pak vezmeme
dvojici nejmensich ¢isel z a, b, nebo c. Pocet potiebnych krusait je A - B + 1,
kde A a B je nemnejsi dvojice. Budou postupovat jako u krychle, vSichni jdou
horizontalné (vertikalné) a jeden jde vertikdlné (horizontalné).

11/ 1%

Obr. t5.1 — Sestistén.

Osmistén
Sest vrocholt, vyjdeme-li z jednoho vrcholu, ptijdeme Gtyfmi sméry — Gtyfi
krysaii plus jeden, ktery zderatizuje ,okruzni“ c¢tverec, na kterém stoji, aby
mohli pokracovat do posledniho vrcholu.

Obr. t5.2 — Osmistén.

Dvacetistén
Dvanéct vrcholt, tficet hran. Z kazdého vrcholu vychéazi pét hran, avsak mu-
sime si uvédomit, ze kazda sténa je tvorena tfemi hranami, které vytvari troj-
thelnik. Pokud z jednoho bodu vysleme pét krysaiti, Sesty opét dodéla zbytek,
pfiddme ¢tyfi (tj. celkové deset) a tim umoznime kazdému se posunout o krok
dal, nyni uz jsme za polovinou, mame pét prebyteénych a nic ndm nebrani
doderatizovat dvacet stén.

Koule v euklidovském zobrazeni

Pro vétsi jednoduchost to prirovnam k zemékouli a jejim rovnobézkam a po-
lednikiim. Dalo by se to rozlozit na plast, ktery by vytvarel m¥izku, takze by



B XV/6 17

stacilo pouze zjistit, jestli je vice rovnobézek (i s obéma pdly) coZ je r nebo
vice polednikii oznac¢ime p, pak k nim sta¢i pouze pric¢ist jednoho krysate, kdy
p (nebo r) krysaiti pijde po polednicich (nebo rovnobézkach) a ten zbyvajici
po rovnobézkach (nebo polednicich).

Konference Hribéci 2009

V bfeznu tohoto roku jsme usporadali asi pro 20 feSitelt tradi¢ni soustfedéni.
Na tomto soustiedéni, jak byva zvykem, probéhla konference. Otiskujeme dva
prispévky, které ndm prisly a téSime se na dalsi.

Honza

Tenzor setrvacnosti
Mgr™ Katerina Honzdkovd, Prof™ Alzbéta Pechovd

Cilem nasi konfery bylo experimentalné uréit tenzor setrvac¢nosti nepravidel-
ného télesa. Nejprve jsme se ale seznédmily s tim, co to jsou tenzory, dale jsme
se naucily pocitat tenzor setrvacnosti riznych atvart a téles a poté jsme se jiz
vrhly na pokusy.

Teoretickd ¢ast

Nejprve tedy kratce nékolik slov o tenzorech. Tenzory jsou takové fyzikalni ve-
li¢iny, které maji v riznych smérech rizné vlastnosti. Pfikladem mohou byt
nékteré materidlové konstanty jako napf. modul pruznosti, index lomu, elek-
trickd a tepelna vodivost nebo permitivita a permeabilita. Tenzor zapisujeme
jako matici n x n (v n-rozmérném prostoru). Takze v nerelativistickém svété
mé devét slozek (matice 3 x 3).

Pozn. red.: Ve fyzice se miiZzeme setkat také se slozitéjsimi tenzory (napiiklad
v mechanice kontinua), které mohou mit az n* slozek.

Plati, Ze kdyz tenzor vynasobime vektorem, dostaneme zase vektor a kdyz
ho vynasobime dvéma vektory, tak dostaneme ¢islo. Tenzor setrvacnosti ma
tedy devét slozek a je symetricky. Takto vypada v obecném tvaru:

a b ¢
I=|b d e]. (KIT —1.1)
c e f

Pokud jej zndme pro dané téleso, jiz mizeme urcit velikost momentu setrvac-

sobime jednotkovym smérovym vektorem osy.

l=vs | vs. (KIT — 1.2)

Vv

puvodni osy vypocitdme pomoci Steinerovy véty.

I=1I+md?. (KIT — 1.3)
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Jednotlivé slozky tenzoru setrvacnosti ziskdme integrovanim pfes objem té-
lesa.

|Z-j:///g[(sij(xﬁx%mg)—xixj] dxy day das . (KIT — 1.4)

Tl T2 T3

Pozn. red.: x1, x2 a x3 znaci poporadé osy x, y a z.

Takto postupné ziskdme vSechny jeho slozky. Pocatek souradného systému
taly v kartézskych souradnicich, ale nékdy bylo vyhodnéjsi zavést souradnice
poléarni, hlavné u rotacnich téles.

My jsme se zabyvaly vypocty pro tycku, trojuhelnik, obdélnik, kvadr, valec,
kuzel, elipsoid a paraboloid. Jako pfiklad uvadime vypocet né€kolika slozek a
vysledny tenzor u obdélniku.

Pozn. red.: Pri vypoctu je uvazovan obdélnik, jehoz strany jsou a ve sméru
osy x a b ve sméru osy y.

a/2 b/2
;= / / 0 [(5”'(1‘% + 22+ x%) — xia:j] dzq dza,
—a/2—-b/2
a/2 b/2 a/2 b/2
I, = / / g[(m%—i—x%—i—O)—xyxl] doodzy = / / or2das dy
—a/2—-b/2 —a/2—-b/2
a/2
N
=) et T O T 1o
—a/2
a/2 b/2
|12 = / / Q$1I2d$€2 d:ZZl = 0,
—a/2 —-b/2
1/,omb? 0 0
1= 0 1, 9ma? 0 : (kIT — 1.5)
0 0 11om(a® + b?)

Dale jesté uvadime nékteré vypocitané vysledky:
— tenzor setrvacnosti tycky (osa tycky prochézi osou x):
0 0 0

I=(0 Yom?® 0 , (KII — 1.6)
0 0  Yym?
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— tenzor setrvacnosti kvadru (kvadr je orientovan tak, Ze strany a, b a
¢ jsou ve sméru os ., y a z):

Lm0 + ¢2) 0 0
= 0 Sm(a® + c?) 0 ) (KIT—1.7)
0 0 +Hm(a? + b?)

— tenzor setrva¢nosti valce (osa valce prochézi osu z):

5m(v? + 3R?) 0 0
1= 0 Sm(v? + 3R?) 0 : (KIT — 1.8)
0 0 imR?

— prvni slozka tenzoru setrvac¢nosti rotacniho paraboloidu:

8
= ﬁma2, (KIT — 1.9)

— tenzor setrvac¢nosti elipsoidu:

tm(b* + ?) 0 0
= 0 tm(a® + ?) 0 : (kI — 1.10)
0 0 tm(a® + b?)

Vypocet pro obecné rotaéni téleso, vytvorené rotaci kiivkou f(z) (symet-
rické podél osy y) podél osy x:

a
lij :/
—a

~

(z) 27
/7‘@ [6:5(r* 4+ 2%) — @;2;] dpdrdz . (KIT —1.11)
0

o

Prakticka ¢ast
Nakonec jsme uskutec¢nily dva pokusy, jednak jsme ovérovaly teoreticky vypo-
¢itané hodnoty momentti setrvac¢nosti pro kvadr a valec a pak jsme pomoci
experimentu urcovaly tenzor setrvacnosti nepravidelného télesa, za které jsme
si zvolily §isatou bramboru.

K meéfeni jsme si sestavily aparaturu. Na Spejli, kterou jsme polozily vodo-
rovné, jsme umistily jednak méfené téleso a pak také civku s niti tak, aby se
civka vici Spejli neprotacela. Na konec niti jsme pfivazaly mensi zavazi. Tuto
aparaturu jsme umistily do urcité vysky a nechaly zavazi padat. Tim se od-
motéavala nit a Spejle s télesem se otacela. Méfily jsme cas, za ktery dopadne
zévazi na zem.

Podle zédkona zachovani energie plati

1 1
mgh = 51& + 5mv2 : (KII — 1.12)
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Rychlost dopadu a thlovou rychlost otaceni si vyjadiim pomoci vysky umisténi
Spejle, ¢asu dopadu zavazi a poloméru civky.

Moment setrvacnosti v rotac¢ni kinetické energii je ale sou¢et momentu se-
trvacnosti télesa a momentu setrvacnosti samotné civky niti (jeji rozméry jiz
nejsou zanedbatelné), takZe jsme nejprve méfily bez télesa, ¢imz jsme uréily
moment setrvacnosti samotné civky, ktery pak od ostatnich naméfenych mo-
mentt setrvacnosti musime odedcist.

Odtud mizeme vypocitat velikost momentu setrvac¢nosti télesa

mr?(gt? — 2h)

I =
2h

—1Ip. (KIT — 1.13)

Ovéreni platnosti tenzoru setrvaénosti kvadru a viélce

Télesa jsme si vyrobily z brambor, diky ¢emuz pak sla dobfe napichnout na
Spejli. Posuvnym méfitkem jsme zméfily rozméry téles a pak jsme také urcily
jejich hmotnost. Z téchto idaji jsme vypocitaly moment setrvacnosti podél
téch os, podél kterych jsme mérily. Tim nadm vySel jeden tdaj pro moment
setrvacnosti, druhy jsme vypocitaly pfimo z méfeni popsanym vysSe.

U obou méfeni jsme urcily standardni odchylku. U méfeni rozméri, vysky
umisténi mé¥ici aparatury a hmotnosti jsme odhadly chybu mé¥icich pfistroji,
Cas jsme mérily vzdy pétkrat a poté vypocitaly statistickou chybu, do které
jsme pak jesté zahrnuly hrubou chybu méfeni zptisobenou rozdilnou reakéni
dobou ¢lovéka (pfi pousténi stopek, kdyz vime, kdy pustime zdvazi a pii do-
padu, ktery sledujeme a nevime, kdy dopadne). Uréeni momentu setrva¢nosti
z rozméru bylo pfesnéjsi, ponévadz nejméné presné jsme mérily cas. Pro kvadr
jsme provedly tfi méfeni a to podél osy y, osy z a télesové tthlopricky a pro
vélec dvé méteni, podél osy = a osy z.

Jl O'J1 J2 O'Jg

Kvadr
osay | 1-107° 1-107° 2-107° 2-1078
osaz | 3-107° 1-1075 2.107° 21078

uhlopiicka | 3-107° 7-1076 1-1076 4-10°8

Vilec
0sa X 6-107° 5.107° 10-6 1-10°8
osaz | 5-107° 5.107° 5.106 9.10"8

Tabulka kII-1.1: Vysledky méfeni tenzoru setrvacnosti kvadru a véalce.

V tabulce kII-1.1 jsou hodnoty J; vypocitané z namérenych hodnot casu
a ostatnich parametri méfici aparatury a hodnoty J; jsou vypodcitané podle
teoretickych vzorcti z naméfenych rozmeéri.
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Urceni tenzoru setrvacnosti brambory

U vybrané brambory, ktera méla velmi nepravidelny tvar, jsme nejprve zavedly
momentu setrvacnosti podél nami zvolenych os. Chybu tohoto méteni jsme vy-
pocitaly stejnym zptisobem jako v pfedchozim pokusu. Méfeni jsme provedly
Sest, protoze tenzor setrvacnosti je symetricky a mé tedy jen Sest riznych slo-
zek.

smérovy vektor Ji oJq
osy otaceni
(1,0,0) 7-107° 3-107°
(0,1,0) 3-1074 5-107°
(0,0,1) 8.107° 2.107°
(1,1,-1) 1-107% 4-107°
(1,-1,-1) 3-107° 2-107°
(-1,1,-1) 9.-107° 3-107°
Tabulka kII-1.2: Vysledky méfeni tenzoru setrvacnosti
brambory.

7Z Sesti experimentalné uréenych momentt setrvacnosti jsme vypocitaly jed-
notlivé slozky tenzoru setrvacnosti brambory. Moment setrvacnosti se rovna
tenzoru setrvacnosti vynasobeném dvéma normovanymi smérovymi vektory osy
otéceni

x a b c x
I=(y|-|b d e]-|vy], (KIT — 1.14)
z c e f z
vs = (2,9,2), (kIT — 1.15)

7 toho jsme dostaly Sest rovnic pro Sest nezndmych, odkud jsme jiz snadno
urcily jednotlivé slozky tenzoru.
Experimentalné urceny tenzor setrvac¢nosti brambory

7-107° 1-107* 1-107*
I=(1-107% 3.100* 9.-107° | . (kIT — 1.16)
1-100% 9-.1075 8-107°

Pozn. red.: Namérené vysledky nejsou zapsany zcela nejstastnéji. Pokud se
nékde uvadéji namérena data a neni u daného cisla uvedena chyba méreni,
automaticky se predpoklada, ze chyba méreni je polovina neuvadéného radu.
Chyby je tak lepsi uvadét ve tvaru napf. m = (1,42 +0,07) g.

Jak je vidét z textu, tak autorky dosahly pri nékterych mérenich mnohem
mensich chyb nez je polovina neuvadéného fadu. Zaokrouhlovani zde tedy ne-
bylo na misté.
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Podrobné vysvétleni, jak je vhodné zpracovavat méieni a uvadét vysledky,
miizete nalézt napriklad v M&M roc¢nik 14, ¢islo 1, str. 5 a 6.

Zavér
Toto téma jsme si vybraly, jelikoz nas zaujalo a zatim jsme se s tenzory nese-
tkaly. Byly jsme s nasi praci spokojeny, jelikoz jsme se dozvédély néco nového,

co jsme jesté neumély pocitat a také méla jak ¢ast teoretickou, tak i ¢ast ex-
perimentalni, ¢imz byla zajimava.

Matematické vzorce pro goniometrické funkce
Dr™ Stepdn Simsa

Na této konfere jsem se zabyval goniometrickymi funkcemi. Mym tkolem bylo
odvodit nékteré vzorecky a dozvédét se vice na téma goniometrickych funkci.
Nejdrive jsem si vyjadiil funkce sinus a kosinus pomoci exponencidlniho tvaru
komplexnich ¢isel a poté jsem se na zakladé toho pokusil vyjadrit nékteré vzorce
typu sin(a + 3). Na konci jsem se zabyval jeSté goniometrickymi funkcemi
v tétivovych Ctytruhelnicich.

Pro zacatek bych jesté rad zminil, Ze funkce sinus je licha a funkce kosinus
suda. Plati tedy:

sina = —sin(—a),

cosa = cos(—a).
Goniometrické funkce s vyuzitim komplexnich Cisel

b a

b1 A

2|

T >

al a
Obr. kII-2.1 — Komplexni ¢islo v Gaus-
Sové rovine.

Komplexni ¢islo se d& vyjadrit nékolika zptisoby. J& vyuziji goniometrického
a exponencionalniho zapisu. Vim:

Z = |Z|(cosa+i - sina) = |Z|e™™.
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Nyni si mazu vyjadrit funkci kosinus:
cosa+1i-sina = e,

cosa=e'* —i-sina,
2-cosa=¢e"*—i-sina+ cosa,
2-cosa = e'"“ +1i-sin(—a) + cos(—a
b
ei(x+e—ia
2

Funkci sinus si nyni mtizeme vyjadrit bud obdobné jako nyni a nebo miZzeme
vyuzit toho, Ze (cos )’ = —sina:

Cosx =

sinae = —1 -

Ted, kdyz méame takto vyjadienou funkci sinus a kosinus, si zkusime ukazat
platnost znamého vzorecku sin? a + cos? o = 1:

; _iaN 2 ; —ianN 2
. 9 9 ) eza —e (103 eza + e (107
s o +cos“a=|—1- + s

2 2

5 eQia + e—2io¢ —92. eia . e—ioz e2ioz + e—2ioz +9. eia . e—ia

=1“ . =+ R
4 4
2iax —2ia 2t —2ia

e’ +e e +e 1 1

= — +o4+o=1,
4 4 2 2

Nyni se pokusime zjistit, ¢emu je rovno sin(a + 3):

etlatB) _ g—i(a+p)

sin(a+ f) = —i 5 ,
) eto 81[3 — el e—zﬂ
= —17 - 5
(eza o efwc) . (ezﬂ 4 efzﬁ) =+ (62[3 _ efzﬁ) . (eza 4 efwz)

= —q- 5
4
=sina - cosf + cosa - sin 3.

U tfeti Gpravy neni na prvni pohled viditelné, Ze néco takového plati (je

tfeba chvilku pocitat) a jesté tézsi by bylo na néco takového pfijit. J4 jsem
také nic takového neudélal. Akorat jsem se z jedné chytré knizky [1] dozvedél,
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co mi ma vyjit a upravoval jsem také z druhé strany — od vysledku. Podobné
jsem postupoval i v dalsim pripadé:

eia _ efia + eiﬂ _ efiﬁ

sina+sinfg = —i- 5 ,
if2 | iB)2 _ —ia/2 | ,—iB)2 ia)2 . ,—iB)2 | ,—ia)2 . ,iB/2
sin a+sin § = —9;.¢ ¢ 26 ¢ £ ¢ —;e ¢ ,
sina +sin 3 = 2 - sin (W) - COS (a;,@) .

Goniometrické funkce s vyuzitim tétivovych Ctyfahelnikd
Po nékolika odvozenych vzoreccich se dostavame k druhé fazi. Dozvédél jsem
se o existenci vzorecku, ktery plati pro tétivové ¢tytuhelniky:

a-c+b-d=e-f

Kde a, b, ¢, d jsou po fadé strany zminovaného ¢tyfuhelniku a e, f jsou
jeho uhlopricky. Narysoval jsem si tedy nékteré specialni ¢tyruhelniky a ze
vzoreCku se pokusil néco odvodit. Blize zde rozeberu aplikaci vzorecku pro
deltoid s kruznici opsanou (k).

C

A
Obr. kII-2.2 — Deltiod s kruznici opsanou.
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Stranu a si mizeme pomoci goniometrickych funkci z trojuhelniku SHD
vyjadrit takto:

. a
sina = —
2r’

a=2r-sina.

Nyni si obdobné vyjadiime stranu b z trojuihelnika SDE:

) b
smﬁ—g,
b=2r-sinf.

Jesté si uvédomime, ze sin § je vlastné rovno cosa, protoze o + 3 = 90°,
coz vyplyva z obdélnika SHDE. Jedna se opravdu o obdélnik, nebot thel
pfi vrcholu D je pravy (kruZmice k je vlastné Thaletova kruznice), hly pfi
vrcholech H a E jsou pravé, nebot tsecky SH a SE jsou vysky. Plati tedy:

b=2r-cosa.

Nyni si vyjadiime uhlopticku e, coz je vlastné primeér — dvojnasobek polo-
méru:

e=2r.

A nakonec uhlopfi¢ku f z trojahelnika SU D:

I
2r’
f=2r sin(2a).

Nyni uz jen dosadime do vzorecku a upravime:

sin(2a) =

2ab=ef,
2. (2r-sina) - (2r - cosar) = 2r - (2r - sin(2a)) ,
sin(2a) =2 -sina - cosa.

Tento vysledek je pro mé asi nejvétsim tspéchem, nebot jsem jej dokonce

jiz stihl prakticky vyuzit.
Zavér

Nenapsal jsem zde sice vSechno, co jsem po dobu soustfedéni zjistil, ale cilem
mého ¢lanku bylo spise ukazat, ¢im jsem se zabyval, nez vypsat nékolik vzorec-
kt. Konfera mé velice bavila, pfedevsim proto, Ze jsem se na ni mohl vyfadit.

Jinak chci moc podékovat (R)adimovi, Zze mé provadél konferou, a Pepovi, ze
mi ukazal vzorecek pro druhou ¢ast konfery a poradil co s nim.

Literatura
[1] H.—J. Bartsch: Matematické vzorce. SNTL Praha 1983.
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Vysledkova listina

Ulohy
Po¥r. | Jméno R.[>_1|rl r2 r3 r4 t4 t5 k + |20 21
1. | Dr'™ Stépan Simsa 1. 82| 4 2 2 8 3| 19 82
2. | Dr™ Josef Tkadlec 4. 86| 4 2 3 2 1| 12 55
3. | Prof"™ Alzbéta Pechova 4. 227 1 1 2 5 8 0| 17 47
4. | Dr™ Jakub Topfer 4. 78 2 3 2 0| 9 43
5. | Dr™ Tomas Kubelka 1. 68 2 2 2 3| 11 41
6-7. | Dr'" Alena Busakova 2. 81 2 2 2 2| 11 34
Mgr'™ Zuzana Docekalova 3. 34 34
8. | Doc™ Petr Pecha 2. 151 2 1 1 2 1 7 29
9-10. | Doc™ Ladislav Baco 3. 110| 4 3 2 1| 10 27
Dr!™ Jakub Klemsa 3. 650 4 0 3 2 1] 10 27
11. | Mgr™ Filip St&dronsky 2. 26 26
12. | Mgr™ Eliska Nekvapilova 4. 47 22
13. | Mgr™ Jan Vanhara 4. 47 2 2 10 0] 14 21
14-16. | Dr™ Tomas Bartonék 2. 61 1 1 2 1 1 6 20
Mgr™ Filip Hlasek 2. 20 3 2 1 6 20
Mgr™ Michal Husek 3. 20 20
17-18. | Mgr™ Katetina Honzékova | 3. 31 1 3 3 2 8§ 1| 18 18
BeM™ Michaela Kochmanova | 2. 181 1 1 2 14 0| 18 18
19-21. | Be™ Alena Juraskova 1. 17 1 1 2 1 5 17
Bc™ Karel Kraus 173 1 3 2 0 9 17
Bc™ Vojtéch Milos 3. 17 2 1 2 2 0 717
22. | Be™ Martina Bekrova 4. 15 3 2 0 9 15
23-24. | Mgr™ Lukas Zaviel 2. 48 14
Bc!™ Anna Chejnovska 2. 4] 2 2 2 1 7 14
25-27. | Dr'™ Miroslav Koblizek 2. 56 0 4 13
Mgr™ Peter Smolarik 3. 3710 1 3 2 0 6 13
Bc™ Pavel Novotny 3. 13 1 0 1 13
28-30. | Dr™ Miroslav Klimo$ 4. 65 12
Mgr™ Jitka Novotna 4. 37 12
Be™ Tomas Pokorny 2. 12 4 1 3 20 10 12
31. | Be™ Martina Vavackova 3. 16 3 2 0 5 11
32-34. | Dr'™ Alzbéta Prokopova 4. 52 9
Mgr"™ Zuzana Tereskova 1. 23 0 2 0 2 9
Jan Skoda 2. 5 0 9 9
35. | Barbora Smidova 1. 8
36. | Mgr™ Hana Bilkova 4. 34 7
37. | Vojtéch Dziewicki 3. 6
38. | Pavel Kratochvil 1. 0 1 1 0 2 5
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Ulohy
Por. | Jméno R.|>_1|rl r2 r3 rd t4 t5 k +|D>.¢ 21
39-40. | Alena Harlenderova 1. 4 2 1 1 4 4
Tereza Zabojnikova 4. 4 4
41. | Libor Plucnar 4. 3 3
42. | Barbora Boshmova 1. 2 0 0 0 2

Sloupecek Y _; je soudet vSech bodil ziskanych v naem semindii, ), je
soucet bodt v aktualni sérii a >, soucet viech bodii v tomto ro¢niku.

Ve sloupci ,R.“ je uveden ro¢nik (pfepocteny na Ctyfleté gymnazium,
minimalni hodnota je prvni ro¢nik). Pokud méte v tomto sloupci uvedeno
$patné (nebo zadné) éislo, napiste ndm svij rok maturity, a my si opra-
vime udaj v databézi. Sloupecek ,+¢ znaci bonusové body udélované podle
ro¢niku a sou¢tu bodu za tulohy.
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