Studentsky matematicko-fyzikalni c¢asopis

rocnik XV  cislo 5

Termin odeslani: pondéli, 18. 5. 2009

Mili kamaradi,
opét se vam dostava do rukou nové ¢islo ¢asopisu
M&M. Tentokrat se vsak vydani ¢isla trochu pro-
tahlo. V piilce brezna probéhlo soustifedéni v Hii-
béci a tak jsme méli povinnosti az nad hlavu.

Jak jste si podle tloustky mozné v§imli, miuzete
se t€Sit na mnoho zajimavého ¢teni. Vedle tradic-
nich tloh a tématek vam prinasime dalsi dva pri- C l
spévky z konference M&M z minulého soustfedéni.
Snad se stanou motivaci i pro Gcastniky jarniho
soustifedéni a brzy ndm pfijde mnoho zajimavych pfispévkd. Pokud jste ndm
jesté neposlali prispévek z podzimniho soustiedéni a radi byste to udélali, tak
mate stale moznost.

Plno slune¢nych jarnich dni nejen nad nasim casopisem

organizdtori FRA

Zadani uloh

Uloha 5.1 — St¥edni doba &ekani (3b)

Pokud pfichazim na zastavku autobusu a vim, Ze linka 186 jezdi jednou za
sedm minut a linka 210 jednou za 14 minut, jaka je stfedni doba, kterou budu
¢ekat, pokud mohu jet kterymkoliv z autobusu?

Jak se tato odhadovana doba zménila, pokud na zastavce uz sedim dvé
minuty a pravé mi ujela linka 186, protoze jsem se zamyslel nad touto ilohou?

Uloha 5.2 — Zaspal (5b)

Kracam si tak po ulici a odrazu vidim po druhej strane bezat chlapa v montér-
kach s rebrikom cez rameno. Asi zaspal, pretoze uteka rychlostou 0,95 - ¢ (dno,
95% rychlosti svetla). Rebrik, ktory nesie, ako inak, v smere pohybu, je asi
beZzny rebrik, ktory ma priecky 30 cm od seba. Ako ho ale vidim ja na druhej
strane ulice?



Uloha 5.3 — Minkowského suma (4b)

Méjme vyplnény pravidelny n—ihelnik. Jeho vrcholy lezi na jednotkové kruz-
nici. Soufadnice vrcholi jsou tedy

-1
xk:cos[ i ~180°} ,
2-k—1
Y = sin {olSOO} .
n

Souctem dvou bodii rozumime seéteni jejich soutadnic, ¢ili (a,b) + (¢,d) =
= (a+c, b+d). Minkowského sumou dvou n—ihelnik potom rozumime mnozinu
vSech bodti, které vzniknou jako soucet libovolného bodu z prvniho n—thelniku
s libovolnym bodem z druhého.

Obr. r5.3.1 — Minkowského suma trojihelniku a ¢tverce
Zajimalo by nés, jaky obvod a obsah bude mit Minkowského suma pravi-
delného 3, 4, ... 42 thelniku.

Uloha 5.4 — Fosforeskujiica Zem (2b)

Mam v izbe na stene nalepent (zeleno) fosforeskujicu Zem. Raz v noci (vSade
bola tma a uz aj tato Zem sa ,vybila“) mi napadlo, Ze ju ,nabijem® poriadne,
a tak som zobral Cerveny laser. Akym spésobom nim mam svietit, aby som
dostal ¢o najintenzivnejsie svietiacu Zem?

Reseni uloh

Uloha 3.1 — Sety (3b)

Zadani:
Ve hie Sety je 81 karticek, na kterych jsou rizné symboly. Kazdd karticka md jinyg obrdzek.
Obrdzky se lisi ve étyrech vécech — barva (modrd, éervend, Zlutd), pocet utvari (jeden aZ tri),
tvar dtvari (Gtverce, trojuhelniky, kolecka) a vyplni dtvard (prdzdné, plné, Srafované). Pokud
si vybereme libovolnou kombinaci téchto ctyr vlastnosti, mame pravé jednu karticku.

Hraje se tak, Ze se postupné vykladaji karticky licem vzhiru. Cilem hrdce je najit trojici
karet, které se v kaZdé vlastnosti bud vsechny shoduji, nebo viechny navzdjem lisi. Takovéto
trojici Tikame set a kdyZ ji nekdo najde, vezme si ji k sobé.
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Casto se stdvd, %e na konci zbude Sest karet, které uz k sobé nepasuji, nékdy se stane, Ze
nezbude Zddnd karta. Zatim se mi ale nestalo, Ze by zbyly praveé tri karty. Je to pravidlo, nebo
jen ndhoda?

Reseni:

KaZdou vlastnost si ozna¢im ¢islem od 1 do 3. (Napt. barvu: ¢ervend 1, zelend
2, modra 3). 3 karty tvoii set pravé tehdy, pokud je soufet u kazdé jejich
vlastnosti délitelny tfemi. Bud je totiz vlastnost na vSech kartach stejna (napf.
3 zelené — 2+ 2+ 2 = 6), anebo riznd (vSechny barvy — 1+2+3 = 6). Podobné
lze ukazat, ze pokud maji dvé karty vlastnost stejnou a jedna jinou, soucet neni
délitelny tfemi.

Na zacatku je 81 karet, z toho je 27 ¢ervenych, 27 modrych a 27 zelenych.
Tj. 1-27+2-2743-27 = 162, coz je d€litelné tfemi. Toto plati u kazdé ze ¢tyt
vlastnosti. Pokud odeberu set, snizim u kazdé vlastnosti celkovy soucet o ¢islo
délitelné tfemi, takZze mi zbude zase ¢islo délitelné tfemi.

Pokud by tedy zbyly pouze 3 karty, u kazdé vlastnosti bude platit, ze je
jejich soucet délitelny tfemi, tedy se v kazdé vlastnosti bud vSechny shoduji,
nebo navzajem lisi a tedy tvoii set. Na druhou stranu, pokud mam Sest karet,
miizou jejich vlastnosti vypadat napf. takhle: barva [1,2,3,3,3, 3], tvar [1,1, 2,
2,3, 3] a na dalsich uz nezélezi, protoZe tyhle karty uz zadny set netvofi, ackoliv
je jejich soucet u jednotlivych vlastnosti délitelny tFemi.

Honza

Uloha 3.2 — Propiska (4b)

Zadani:
Kdyz jednou Riki sedél ve skole a nudil se (zrovna probirali rozklad na parcidlni zlomky, ktery
uZ znal), tak si hrdl s propiskou. Zapinal ji a vypinal ji, aZ se mu najednou rozletéla. Nasel
vSechny kousky az na pruzinku.

Bylo mu lito propisku vyhodit a tak se rozhodl, Ze pouZije jinou pruzinku. Doma nasel jen
n mensich, které za sebe nasklddal misto té ztracené. Kdyz propisku zkusil zapnout, zjistil, Ze
jde néjak vic ztuha.

Pruzinky, které Riki pouZil misto té ztracené, maji tuhosti ki, ks, ..., ky. Jakou maji
pruzinky vyslednou tuhost?

Reseni:

Prvni, co ns napadne (a taky jediné, co se da skuteéné spocitat), je pokusit se
néjak slozit tuhosti téch jednotlivych pruzinek v sérii, jako se to déla u sc¢itani
odporu nebo kapacit. Jenze jak? Jako u odport, nebo jako u kapacit? To si
budeme muset odvodit. . .

Neékteri z vas si vsimli, ze je tato loha vyfesena ve studijnich textech FO,
konkrétné v tom o kmitani. Sériové spojené pruzinky jsou v rovnovaze vSechny
naméahané celym tlakem, ktery na soustavu ptisobi ve vypnuté propisce. Pru-
zinky na sebe vzajemné ptisobi celkovou silou Fy podle principu akce-reakce,
rozhodné se sila mezi pruzinky nedéli (tak by to bylo v paralelnim uspofa-
déni).

Fo = k1Aly = koAl = ...
kde Al; je zkréaceni i-té pruzinky.



Pokud ted propisku zapneme, zkratime celkovou délku pruzinek o né&jaké x,
které se néjak rozdéli mezi jednotlivé pruzinky na 1, zs, ...a nastane nova
rovnovaha

F+F0:k71(All +$1) :kQ(All +.”L'2)

a Riki tak svym prstem na tlacitku propisky prekonava silu
F:]{ill‘l :kgl’g:...

Pokud si z pfedchoziho vztahu vyjadiime jednotlivd zkraceni pruzinek z; a
seCteme je (délku beztrestné s¢itat miizeme), dostaneme vztah

F 1
p=dm=d =Py

a uz vidime, ze pokud jsou pruzinky zapojeny v sérii, s¢itaji se jejich prevracené
hodnoty. K tomuhle vysledku jste dosli skoro vSichni.

Vime ale, ze pak by vyslednd tuhost méla byt mensi nez tuhosti jednotlivych
pruzinek, kdyz jsou pouzity samy o sobé. Jak je tedy mozné, ze se Rikimu zdala
soustava naopak tuzsi? NeZ ho za¢neme obvinovat, ze si vymysli, tak se napied
zamyslime. . .

Svét neni dokonaly, tak se nemizeme divit, kdyz ndm obcas s realitou ne-
souhlasi vypocet, ktery jsme provedli pro dokonalé pruzinky (ty nemdme) ve
velmi malych vychylkich (ty uz teprv nemame) a jeSté navic jsme je nesvafili,
aby z nich opravdu vznikla jedna pruzinka, ale jenom jsme je na sebe polozi-
li, takze jejich kontakt je taky dost pochybny, a na tuhosti vysledné soustavy
uz samotné tlacitko propisky prestava ptusobit na pruzinky a musime tak jeji
pusobeni nahradit my. Deformujeme tedy z ptivodni délky, ne z délky v zaviené
propisce, sila Fy zmizi, a o to vétsi musi byt F. Tyhle jevy bychom ale tézko
kvantifikovali. Je to jako u kazdé fyzikalni tlohy, zanedbévat se holt musi, ale
ne vzdy to pak funguje.

Poznamka k bodovani: za spravny vypocet jsem dévala 3 body, za uvahu
o nesmyslnosti vypo¢tu 1 bod. Jediny, kdo tuto tvahu provedl, a spravné
oduvodnil, byl Doc™ Laco Baco, a budiz tedy vyhlasen fyzikem ¢isla.

Zuzka

Uloha 3.3 — Zatracené jednicky (5b)

Zadani:
Najdéte soucet ctyriceti nejmensich prvociselnych délitelu cisla

1111111111...111111.

109 jednicek

Reseni:
Secist néjakych 40 prvocisel, na to nejspis zadny hezky vzorecek nevymyslime.
Zkusime na to radéji napsat néjaky program. Na druhé strané, zadny pocitac
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nam asi nebude prili§ ochotné délit miliardociferna ¢isla. Nejdfive si tedy asi
budeme muset trochu rozmyslet plan utoku.
Nejdiive si zadané ¢islo
111...11
—_—
10°
oznadime ¢. Bude se hodit par prvnich prvocisel vyfidit zvI4st, protoze desit-
kovy zapis ¢ koné¢i jednickou, nejsou ani 2 ani 5 délitelé ¢, a protoze ciferny
soucet ¢ je 10%, coz neni délitelné tfemi, neni ani & délitelné tfemi. Nadéle se
budeme zabyvat jen prvocisly od sedmicky vyse.
Uvazme, jak zapsat ¢ né€jak pfijatelné matematicky. VSimnéme si, ze

9¢ =999...99,
—_—
109

tedy 9¢+1 = 10%0”, Nyni zkusme najit néjakou ekvivalentni podminku pro to,
kdy prvocislo p déli ¢é. Je-li p rtizné od trojky, pak déli ¢ praveé tehdy, kdyz déli
9¢, a to je pravé tehdy, kdyz 9¢ + 1 dava po déleni p zbytek 1.

Zjistit zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem p je uz vyrazné jednodussi tiloha nez
déleni miliardocifernych c¢isel, a to i pro dosti velké hodnoty b. Spocitame ho
napiiklad nasledujici rekurenci:

1 b=0,
a’ mod p = { (a*? mod p)? mod p b sudé,
((a>~! mod p) - @) mod p b liché.

Chceme tedy napsat program, ktery bude fungovat nasledovné:
— najdeme prvocisla p od sedmicky vyse,
— ovéfujme, zda 10'* ma po déleni p zbytek 1,
— prvnich 40 takovych p secteme.
Program muze vypadat naptiklad takhle:
#!/usr/bin/python

def mocni(a,b,m):
if b == 0:
return 1
elif b % 2 == 0:
return (mocni(a,b/2,m)**2) % m
else:
return (mocni(a,b-1,m)*a) % m

max = 200000
pocet = 40
jednicek = 10%*9



sito = [0]*max

for i in range(2,max):
if sitol[il:
continue
for j in range (2*i,max,i):
sito[j] =1

soucet = 0
nasel = 0
for p in range(7,max):
if (not sito[p]) and mocni(10,jednicek,p) == 1:

soucet += p

nasel += 1

if nasel == pocet:

break

print pocet, soucet

Program na soudobém domacim pocitaci vypise za necelé tii sekundy vy-
sledek 843296.
Xof & Katka

Uloha 3.4 — Problém s promoci (2b)

Zadani:
MatFyzdk Eduard se po dlouhych letech dockal promoce. ProtoZe vi, Ze se jednd o vyznamnou
spolecenskou uddlost, vypujcil si knihu o etiketé. Zde se dozvédél, Ze by na promoci mél pozvat:
otce, matku, bratra, sestru, syna, dceru, strijce, tetu, bratrance® a sestienici.

Eduard si nebyl jist nékterymi pojmy. Nakonec se na wikipedii dozvédél ndsledugici infor-
mace:

— otec: muz, ktery vds zplodil spolu s jinou Zenou,

- matka: Zena, kterd vds zplodila spolu s jingm muZem,

- syn: muz, kterého jste zplodil s jinou osobou opacného pohlavi,

— dcera: Zena, kterou jste zplodil s jinou osobou opacného pohlavi,
— bratr: syn vasi matky nebo vaseho otce a zdroven to mejste vy,

- sestra: dcera vasi matky nebo vaseho otce a zdroven to nejste vy,
— stryc: bratr vast matky nebo vaseho otce,

— teta : sestra vasi matky nebo vaseho otce,

— bratranec: syn vasi tety a vaseho stryce.

- sestrenice: dcera vasi tety a vaseho strijce.

! Tento tvar slova by mohl byt trochu nejasny. Proto dodavame, zZe se jedna
o jednotné ¢islo
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Eduarda tento problém celkem zaujal. Vite, kolik nejmeéné lidi by teoreticky mohl Eduard
pozvat na promoci, aby pozval vSechny rodinné prislusniky zminéné v knize o etice?

Reseni:

Vysledkem je dost incestni rodina. Mame Eduarda, ktery chce pozvat otce,
matku, bratra, sestru, syna, dceru, stryce, tetu, bratrance, sestienici. Ted staci
jen podle definic sestavit rodinu o co nejméné Clenech. Je ziejmé, ze Eduard
bude muset pozvat miniméalné 4 lidi — otce a matku, syna a dceru. Méné lidi
opravdu nejde, nemiize mit matku a dceru ve stejné osobé (jsou riizné generace)
a zaroven nemiize byt osoba muzem a zenou zaroven.

Nyni se snazime pridat co nejméné lidi. Pokud by matka a otec byli sou-
rozenci, tak by zaroveii matka byla tetou (sestra otce) a otec zaroven strycem
(bratr matky). Pokud Eduard by mél své déti (syna a dceru) se svou matkou,
tak by tyto osoby byly zéroveri jeho bratrem a sestrou (syn/dcera moji matky
nebo mého otce a zaroveii to nejsem ja).

Nyni ndm uZ jen zbyva bratranec a sestfenice. Zde jste se rozdélili na dvé
skupiny, néktefi si spravné precetli zadéni, kde jsou bratranec/sestfenice defi-
novéani jako syn/dcera moji tety a stryce. V tomto p¥ipadé si rodi¢e Eduarda
jesté poridi dceru, ktera bude Eduardovou sestfenici a Eduard si bude sam sobé
bratrancem (to definice nevylucuje).

Druhé skupina lidi brala, Ze bratranec/sestfenice jsou syn/dcera moji tety
a nebo mého stryce. V tomto pripadé je sestienice zaroven Eduardova dcera a
bratranec je Eduardiiv syn (jsou to déti jeho tety/matky).

Suma sumarum pro prvni piipad bylo potfeba 5 lidi, pro druhy pfipad
stacilo Eduardovi pozvat 4 lidi. Nakonec jsem se rozhodla a uznavala obé moz-
nosti, protoze ptivodné v zadani mélo byt ono ,a nebo*, coz ddvalo vétsi smysl.
)

Kldr(k)a

ReSeni témat
Téma 1 — Nejmensi nevybrané

Pfinasime vam dalsi dva ¢lanky k tomuto tématu. Oba jsou od Dr™ Josefa
Tkadlece.

Jedna nebo moc
Dr™ Josef Tkadlec

Predpoklady:

Pro zjednoduseni budu predpokladat, Ze se vSichni soupefi rozhoduji podle
néjakého pravidla, toto pravidlo neméni podle mého chovani, toto pravidlo je
pro vSechny stejné a ja ho znam (!). Tyto predpoklady jsou velmi neodavod-
néné, ale bez nich se nemohu hnout. Ve vypoctech konkrétnich pravdépodob-
nosti pouzivam zpravidla soubor o 100 hrécich.



Zkusme vypocitat ten nejjednodussi pripad:

Dejme tomu, Ze se kazdy soupef rozhodne ndhodné rovnomérné pro nékteré
z Cisel 1 az k. V této situaci mam jen dvé moznosti. Pokud je k dost velké,
zkusim dét jednicku a spolehnu se na to, Ze ji nikdo nedd (nemé smysl davat
jiné ¢islo z intervalu (1; k), nebot jsou v8echna rovnocennd - proto dam radéji
to nejmensi). Pokud je k malé, ddm k+1 a budu se spoléhat na to, Ze se vSichni
ostatni vybiji navzajem. Jaké mam Sance?

Dam-li jednic¢ku, vyhraji, pokud kazdy souper da néco jiného nez jednicku.
Tomu odpovida sance p = ((k — 1)/k)V, kde N je pocet hraci.

Jaka je Sance, Ze Cislo Z d& pravé jeden ¢lovék? Je to

(5 () -2

Nejdfiv vyberu jednoho ¢lovéka, ktery dé Z (samoziejmé s odpovidajici Sanci)
a zbylych N — 1 lidi musi d4t néco jiného (ne nutné navzdjem rizného). S
k + 1-¢kou vyhraji, pravé kdyz toto nenastane pro zadné Z od 1 do k, tedy s
Sanci t
a=1-[N(k - DN V0N

Zajimavé je zjistit, kde nastane zlom. Za pouziti vypocetni techniky do-
sp&jeme k vysledkim (pro N = 100): pag = 3,0% , ga9 = 3,77%, p3o0 = 3,37%,
q3o = 2,45%. Do hodnoty k = 29 je tedy lepsi dat k + 1 a spolehnout se na
to, ze se ostatni vyrusi, od tficitky dale se oplati risknout jedni¢ku. Pouzitim
matematického softwaru, jako je napf. Derive (ale urcité i Mathematica nebo
Maple), mtizeme ziskat zlomové hodnoty % pro rtiznd N.

100 80 60 40 20 15
k | 20/30 | 24/25 | 19/20 | 14/15 | 8/9 7/8

Tabulka t1.1: Zlomové hodnoty k pro rizna N.

Bylo by urcité zajimavé zjistit zavislost k£ na IV, respektive prozkoumat jinéa
rozdéleni pravdépodobnosti nez to prachobycejné rovnomérné.

Ve svém clanku jsem nepfikladal zadnou vahu opakovani hry s tymiz lid-
mi.

Nejmensi nevybrané II.
Dr™ Josef Tkadlec

K této hfe mam jesté jednu zajimavou pripominku — névrh. Co se stane, feknu-
li oteviené po vyhlaseni hry pro 100 lidi ,ddm jednadvacitku“? Pokud jsem

1 pozn. red.: Toto je pouze horni odhad, protoze jevy nejsou nezavislé. Na-
ptiklad pro k > N/2 uz by mélo vyjit ¢ = 0 (nemoZny jev), ale zde dostaneme
nenulovou pravdépodobnost. Pro k < N/2 je vzoreéek alespoii pfiblizny. Do-
kazete vzoreCek a vysledky opravit?
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davéryhodny, nikdo jiny uz jednadvacitku neda, protoze na ni nemize vyhrat
— dévam ji urcité i ja! 1 Zaroven vsichni védi, Ze musi dat néco mensiho nez
21, protoze tu budu davat urcité sam a tedy pokud se vsSichni mensi vyrusi,
j& vyhraji a vétsi ¢isla nema smysl davat (zlomyslniky jsme zamitli). Timto
krokem jsem vSechny donutil dat né€které z c¢isel 1 — 20. Pokud se mezi tato
¢isla rozptyli 99 ostatnich hract veelku rovnomérné (coz je jen hruby model),
mohu pouzit vzorecek z predchoziho ¢lanku a zjistim, Ze mé Sance na vyhru
jsou asi 53,1%.

Oteviraji se nam tim dvefe k nové varianté hry Nejmensi nevybrané, pra-
covné pojmenované Nejmensi nevybrané II.:

Pted hrou samotnou probéhne diskuse: Kazdy hra¢ smi pronést néjaky za-
vazny vyrok (napiiklad ,ddm jednadvacet*). MuZe také na vyroky ostatnich
hract reagovat dalsimi vyroky, resp. své vlastni vyroky odvolavat ¢i ménit. V
uréity okamzik ale tato diskuse skonéi (pokud mozno v okamzik, kdy uz zadny
z hra¢i nechce nic pronést) a za¢ne hra samotnd. V té je povinnosti kazdého
hréce dodrzet vSechny vyroky, které vytkl a neodvolal (jedna se vlastné o si-
mulaci davéryhodnosti hraci). Podle téch se musi zachovat. Je tedy zdhodno
pronaset pouze takové vyroky, jejichz splnéni je hrac schopen zajistit bez ohledu
na to, co udélaji ostatni. Nabizi se otazky jako:

— Bude mit moznost diskuse viibec néjaky vliv na chovani/taktiku hra-
éu?

— Jak bude diskuse probihat?

— Skon¢i samovolné?

— Bude zéaleZet na rychlosti? Neboli zalezi na tom, zda néco feknu diiv
j4a, nebo souper?

— Vyplati se nékterym hrac¢im uzavirat mezi sebou dohody a koalice?

— Co kdyby kazdy hra¢ mohl zpfistupnit své vyroky jen nékterym kon-
krétnim soupeftim (tedy ne nutné vsem)?

— atd...

Najdéte si vhodna omezeni, kterd vam usnadni situaci. Naptiklad:

— Hraci se budou chovat racionalné, tzn., Ze si snazi zvednout Sance na
vyhru. Proto se napriklad nebudou chovat zlomyslné. Nedaji timyslné
to, co nékdo jiny, pokud maji byt sebemensi Sanci na vyhru jinak.

— Hraci jsou kratkozraci. Porovnavaji jenom svij stav pred vyrokem a
po ném. Pokud je jejich stav po vyroku lepsi, pronesou ho.

— Hréaci se nedomlouvaji mezi sebou, pouze pronaseji vyroky o sobé a
svém chovani.

— Hracdi neuzaviraji dohody

1 Predpokladejme, Ze neexistuji zlomyslnici a kazdy chce hlavné sam vyhrat.

1 pozn.red.: Méla by hra smysl, i kdyby nebylo mozné vyroky odvolavat ¢i
ménit?
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Téma 3 — Stavebnice

K téméatku stavebnice pfisel od posledniho vydéani pouze jeden zajimavy piis-
pévek. Dr™ Josef Tkadlec se v ném zabyva zaplnénosti prostoru krabice pro
rizné typy usporadani valci.

Hustime vélecky
Dr™ Josef Tkadlec

Zabyvam se stavebnici s valcovymi kostickami. Kdyz bude Riki stavét do kra-
bice na vysku, znameni to, Ze mam vymyslet, jak nacpat spoustu stejnych
kolecek do malé krabicky. Krabicky budu mit obdélnikové.

Dejme tomu, ze Riki jednu krabicku doma nasel. Je ¢tvercova se stranou
devét. Valecky maji v priméru 1. Kolik se jich tam Rikimu vejde? Na tomto
modelovém piikladé uvedu nékteré moznosti skladéani.

1. moznost
Riki valecky usporadéa do ¢tvercové sité rovnobézné se stranami krabicky. Va-
leckd se takto vejde 9 -9 = 81. Uréim néco jako ,hustotu zaplnéni“ krabicky.
Pokud je krabicka dost velka a vlastné i pokud neni, mohu ji roziezat na ¢tve-
recky o strané 1. V kazdém ¢étverecku o strané 1 je kruh o plose - 12/4 = 7/4 a
zbytek je volny, resp. nevyuzity prostor. Reknu, Ze hustota zaplnéni je 7 /4 = 78,

5%.

2. moznost
Tentokrat Riki nasklada valecky tak, aby jejich stfedy tvorily trojuhelnikovou
sit. Na délku se do spodni fady vejde 9 véleckt, do dalsi 8 (zapadnou trochu
do mezer), pak zas 9 atd. Otédzka je, kolik bude fad. Snadno spoéteme vysku
v rovnostranném trojihelniku o strané 1 jako v/3/2. Odeéteme dvakréat 1/2 za
zacatek a konec, podélime v/3/2 a zjistime, Ze

1 1 V3
— -2 )2 =92
(9 5 2) 5 = 9.23>9

Vejde se ndm 9 mezer mezi fadami a tedy 10 fad. To je 5 skupin po (9+8) =
= 17 véleccich, coz déla 5 - 17 = 85. Hustotu zaplnéni tentokrat spocteme tak,
Ze si predstavime, ze krabice je opravdu velkd a drobné nesrovnalosti u okraju
miizeme zanedbat. Burika je pak trojuhelnik, pro ktery vychazi pomér

(V][9] e
.

3. moznost
Je jesté treti zajimavy zpusob, jak valecky skladat. Predstavuji si ho jako dveé
Ctvercové sité vnorené do sebe tak, ze vrcholy jedné sité jsou prostiedky ¢tvercu
z druhé sité. Po chvilkovém zkouméni postfehneme, Ze toto neni nic jiného, nez
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étvercova sit, jen pootodend vzhledem ke krabicce o 45°. Toto usporadani ma
tedy také hustotu w/4 = 78,5%. Kolik se tam vejde valeckti? Podivejme se na
tihlopticku. Ta je tvofena (u rohil) dvéma tiseky o délce v/2/2 a pak jsou stiedy
od sebe vidy na vzdélenost 1. Je 9v/2 — \@/2 — \/5/2 =82 = 11,3 > 11,
takze valeckd bude 12. To jsou dva ¢tverce 6 -6, coz déla 72 valecka. Ackoli méa
toto uskladnéni stejnou hustotu, jako to prvni, d& v tomto pripadé o dost horsi
vysledek. To neni prekvapivé, protoze rozméry krabicky jsme optimalizovali na
1. metodu. Ve druhé i ve tfeti vznikd u okraji nevyuzité misto.

Déle jsem rozmyslel nad tim, jak vméstnat zadany pocet valeckt do co
nejmensi a hezké krabicky. Usoudil jsem, Ze je chci usporadat jako v ptikladu
2, tedy po tadcich o n, n — 1, n, n — 1, ...valeccich. Pokud tato fada konéi
¢islem n—1, je jeji soudet (2n — 1)a. Dostanu-li pak éislo jako napf. 66, bryskné
ho rozlozim na 66 = 2 -3 - 11. a vyberu (aby vysly zhruba stejné rozméry)
(2n — 1) = 11, a = b. Resenim je pak uspofadani 2.

To je relativné snadné, ale neni to idealni. V optimalnim pfipadé bude mit
uloha, kterou se mi nepodatilo uspokojivé vyftesit.

Honza

Téma 5 — Deratizace

Znacné ¢ast Hammelnskych sklepenti jiz sice byla vy¢isténa (pfedevsim ta, ktera
se Fidi médnimi trendy), ale stéle jesté zbyva co délat. Mnoho z vés sice vy¢istilo
podzemi pod radnici, ale nezkusili jste jit dal a zkusit néjaké jiné, obecnéjsi.

Navic, méststi radni by pro pfipad, Ze se néco podobného stane znovu,
chtéli studii, jak nechat krysafe nachodit co nejméné. Tento problém zatim
nikdo neresil.

Dr™ Josef Tkadlec se ve své studii zabyval nékolika typy sklepeni a navrhl
postup, jak zjistit potfebny pocet krysait ve sklepeni bez cykla?.

Cistim, istig, &istime
Dr™ Josef Tkadlec

Zacnu tim, ze si sklepeni predstavim jako graf. Kiizovatky, resp. uzly budou
vrcholy, chodby budou hrany. Budu se téméi vyhradné zabyvat grafy, kde mezi
zddnymi dvéma sousednimi vrcholy nevede vice nez jedna hrana. Rozeberu
podrobné nékolik jednodussich ptipadu.

Kola s loukotémi a stfedem

Nezavisle na poc¢tu vrcholl na obvodu ukézu, ze mi staci 4 krysari. Jeden bude
neustale stat veprostfed a bude hlidat, aby tamtudy krysy neutikaly. Druhy
bude stat stale dole a bude tvorit zacatek a konec trasy pro zbylé dva, ktefi

2 Pozn. red.: Reci diskrétni matematiky - nalézt systém ohodnocovani stro-

mu.
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projdou kolem dokola. Na kazdém uzlu se zastavi a jeden z nich prekontroluje
chodbu smérem doprostied. Kolikrat toto udélaji je lhostejno, procez miize byt
kolo jakkoliv husté. Proces ¢isténi konéi v okamziku, kdy celé kolo obejdou a
zkontroluji i chodbu spodek — stied.

—

)

Obr. t5.1 — Kolo s loukotémi a stfedem.  Obr. t5.2 — Kolo se spojnicemi napfic

Kola se spojnicemi napfic¢

Ukazu, ze vzdy staéi 5 krysait. Dva si stoupnou do protéjsich vrcholt (a pfe-
kontroluji si svou spojnici). Kazdy z nich mé u sebe jesté druhého krysafe a
na TED je poslou chodbou po sméru hodinovych ruéiéek. Tito dva pohyblivi
krysaii dorazi do dalsiho uzlu. Zde nastupuje onen paty krysai a zkontroluje
chodbu mezi nimi. Pak se na$i dva posunou o uzel déle atd.

Uplné grafy

Tady uz neznam feseni nezavislé na poc¢tu vrcholt, ale zjevné vzdy postacujicich
|V|+13 krysatii (kazdy si stoupne do jednoho vrcholu a posledni obih4 viechny
chodby) umim zredukovat alespoil o jednoho. |[V| — 1 krysafd se z jednoho
pfedem urceného vrcholu rozprchne do vsech ostatnich. Tim je prvni vrchol
Cisty a stejné tak vSechny chodby do néj vedouci. Posledni krysar pak obiha
zbytek.

Bipartitni grafy

Bipartitni graf* je tvofen dvéma Castmi. Necht ty sestdvaji z a, b vrchold.
Uk4zu, 7e staéi min(a,b) + 2 krysaii. BUNO A < b. a krysait pouziji na

3 Pozn. red.: Jako V oznacujeme mnozinu vrcholii, takze |V | je jejich pocet.

4 Pozn. red.: Vrcholy bipartitnich grafii se daji rozdélit do dvou skupin tak, Ze
uvnitf skupin nevedou zadné hrany. Uplné bipartitni grafy jsou pak bipartitni
grafy, ve kterych je kazdy vrchol z jedné skupiny spojen se vSemi vrcholy z
druhé skupiny.



B XV/5 13

72e
O

Obr. t5.4 — Priklad bi-
partitniho grafu.

Obr. t5.3 — Priklad tuplného grafu.

obsazeni celé jedné ¢asti grafu. (a + 1)-ty krysaf si stoupne do jednoho vrcholu
druhé ¢asti a (a+ 2)-ty obihd vSechny hrany z tohoto vrcholu. Pak se (a+1)-ty
krysaf posune déle atd. Nebohé krysy se nemohou dostat do vrcholt, kde (a +
+ 1)-ty uz byl, protoZe vSechny cesty tam vedou pfes hlidané vrcholy v prvni
Casti.?

Ddle autor pokracuje popisem ohodnocovani stromi. Stejny algoritmus vy-
myslel také Mgr™ Jan Varihara. Uverejriujeme cdst jeho cldnku, ve které se
timto problémem zabijvd.b

Mytime stromy
Mgr™ Jan Vanhara

Mapy podzemnich chodeb v Hammelnu jsou v podstaté grafy. A ty se déli do
dvou skupin: na stromové grafy a cyklické grafy. J& jsem si vybral k feSeni
hammelnského problému pravé stromové grafy. Mé&jme tedy graf A (t5.5). Na
takovy strom nam bude bohaté stacit jeden krysaf, ktery zaCne na jednom
konci a skon¢i na druhém.

Co kdyz ale mame horsi sklep (t5.6). Zde uZ si jeden krysaf neporadi, ale
uz dva jej hravé zvladnou (jeden vymita, druhy stoji vzdy na k¥izovatce a hlida
jiz vy€isténé chodby pfed zamofenim). Toto si sami muZzete vyzkouSet. Jeden
krysaf bude stat vzdy na kfizovatce a druhy bude pékné vymitat.

Jenze co kdyz je sklep o jednu vétev bohatsi (t5.7). Zde uz to jenom dva
krysafi nevytesi, protoze kdyby stacili, tak jeden brani krysdm zamorit misto

5 Pozn. red.: Toto feseni je sice funkéni, ale nikoliv optimalni. Optimalni
feseni je to pouze pro uplné bipartitni grafy. Zkusite ho nékdo optimalizovat a
vyrobit Feseni i pro obecné bipartitni grafy?

6 Pozn. red.: Mgr™ Jan Vaihara také vymyslel zptisob pro spoéitini poétu
krysaiti pro obecné grafy s cykly. Tuto ¢ast prozatim neuverejiiujeme a necha-
vame ostatnim k premysleni.
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Obr. t5.5 — Graf A.

Obr. t5.6 — Horsi sklep, kde je potfeba vice, nez jeden
krysaf.

Obr. t5.7 — Sklep bohatsi o jednu vétev.

z bodu A a druhy by mél problém samotny vymytit chodbu B ¢i C. A tak
musi pribrat jesté tfetiho, ktery bude pravé branit krysam v bodé B a pozdéji
v bodé C, zatimco tfeti bude pékné vymytat.

No ale ted néjaky opravdu hodné obecny graf (t5.8). Jak tento graf spocitat?
Ja jsem na to vyvinul takovouto metodu. Vzdy stac¢i mit jednoho (cisticiho
krysafe a zbytek hlidacich. TakzZe jakoby se ten jeden hlidaci postavi na kazdy
list stromu. A zbytek branicich krysait bude stat na kfizovatkach. A celkovy
pocet vSech krysai dostanu tak, ze pujdu z listd postupné po grafu a na
kazdy vrchol bud opiSu éislo z pfedchoziho vrcholu (pokud do vrcholu jde jen
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jedna vétev), nebo se rozhodnu pro vétsi ¢islo (pokud mi do vrcholu jde vic
nez 2 vétve, z nichz z aspoii dvou mi pfichazi néjaké ¢islo) a zaroven pokud mi

vvvvv

ze v jedné vétvi mi staci méné krysafi, a tak jeden muze zistat strazit. ..

Obr. t5.8 — Hodné obecny graf.

Ovsem pokud je jich potfeba v obou stejné, tak musi nékdo hlidat kfizo-
vatku a zdroveinl se snazime mit v kazdé vétvi nejnutnéjsi pocet krysaii). A tak
se postupné dostanu az k pseudokofenu grafu (za kofen grafu muze byt teore-
ticky prohlasen kazdy vrchol grafu), kde se mi potkd nékolik éisel a z nichz si
vyberu to vyssi. Pokud budou obé stejné vysoka a do pseudokorene mi pujde
vic nez 2 vétve, tak pri¢tu 1, aby i u kofene byl hlida¢. A takto nebudu potie-
bovat skutecné ani o krysafe navic, protoze se snazim v kazdé vétvi jich pouzit
co nejméné. Pro piiklad viz (t5.9). Na ten ndm budou bohaté stadit 4 krysafi
a ani o jednoho vice (zde si mizeme vyzkousSet, ze kofen grafu mtzeme zvolit
kdekoliv, protoze at jej zvolime v kterékoliv vétvi, tak vidy nam z konkurence
2 zbylych vétvi vyjde pocet ¢tyt krysaii, ktery uz se v té tfeti vétvi nezvysi).

Obr. t5.9 — Priklad grafu, kde jsou potfeba 4 krysari.

Podle instrukci, které jsem vyse napsal by se dal napsat pravé rekurzivni
program, ktery by v takovémto stromu nasel nejnizsi mozny pocet krysait. V
prvnim kroku by zvolil ndhodné pseudokoren. Potom by zavolal velikost vétvi,
které do daného vrcholu vedou (takZe sama sebe spoc¢ist o troveri vyssi vétve),
az by se dostal k listtiim, kterym by daval velikost 1. A pak uZ to jen spocetl
pravé podle vyse uvedenych pravidel.

Honza
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Konference Mlyn 2008

Prindsime vdm dalsi vdarku zpracovanych konferencnich prispévki ze soustie-
déni ME&M Mlyn 2008. Tentokrdt nam do redakce dosly dva ptFispévky. V jed-
nom se trojice autori zabyvd kreslenim fraktdlu pomoci jimi napsangch prog-
ramu v programovacim jazyce Python. V druhém se miZete tésit na popis, jak
dvojice autord vytvarela mapu okols.

Fraktdly
Dr™ Alena BuSdkovd, Bc™ Filip Hlasek, Mgr™ Jitka
Nowvotna

Co je to fraktal?

Neni to nic ndm neznadmého, ¢eho bychom se méli désit — fraktaly jsou vsude
okolo nas, v prirodé napfiklad vlocky snéhu, vétve stromu, kapradiny.

Nejjednodussi definice fraktalu zni ,je to nekoneéné ¢lenity utvar“. Jeho
opakem je tedy jakykoliv hladky eukleidovsky geometricky utvar. Fraktal je
geo-metricky utvar, jehoz kazda ¢ast je podobna jeho jiné, mensi ¢asti. Tato
vlastnost se nazyva sobépodobnost, nebo také invariance vic¢i zméné méritka.
Znamena to, ze kdyz objekt libovolné zvétsime nebo zmensime, vypada porad
stejné.

Matematicky definovano: Sobépodobnd mnozina A n-dimenzionélniho euk-
leidovského prostoru je takova mnozina, pro niz existuje kone¢né mnoho kon-
trahujicich zobrazeni 1, ..., @, takovych, ze A vznikne jako:

Zabyvéame-li se fraktalem jako ,péknym obrazkem* — jeho estetickymi, ni-
koliv matematickymi vlastnostmi (znalost matematiky jsme vyuzivali k tomu,
aby nam program vykreslil, co jsme potiebovali), miZzeme ho brat jen jako
neustale se opakujici motiv néjakého obrazku. Vypada to pékné.

Obr. kI-3.1 — Cantorova mnozina.

Néjakymi klasickymi priklady fraktali, jimiz se zabyvali slavni matematici,
jsou napt. Cantorova mnozina (kI-3.1), kterd vznikne tak, Ze mame tsecku,
kterou rozdélime na tfetiny a prostfedni z mnoziny vyjmeme. Totéz udélame
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n=1

Obr. kI-3.2 — Kochova vlocka.

s nasledujicimi dvéma tiseckami a tak dale. Je jednoduché, ale mé vyznam napf.
v grafice. Také je pfi¢nym Fezem nespojité Juliovy mnoziny, kterou se budeme
zabyvat dale. Dalsim jednoduchym fraktalem je Kochova viocka (kI-3.2).

Je vidét, jak fraktal postupné vznika. Tato kfivka neobsahuje zadné tsecky
(po nekoneéné mnoha krocich), nemé tedy derivaci v Zddném bodé.

To by bylo k Fraktdlim obecné. Jak jsme je programovali? Nechali jsme
program (napsany v Python-u) délat pfesné to, co vidite na obrazku Kochovy
kfivky — postupné vykreslovat fraktal do podrobnéjsich detailtt pomoci rekur-
zivniho programovani. Samoziejmé nas program nemuze délat fraktal doneko-
necna, pro vétsi pocet kroku si uz pocital par minut a vic jsme ho netrapili,
protoze s pridanim poc¢tu krokd o 1 se o 1 zvysi mocnina ¢asu a slozitosti
pocitani. Pro Sierpinského koberec jsme napf. dosSli k poc¢tu krokt 7 a pro
Mandelbrotovu mnoZinu ke dvaceti. (O téchto mnozinach vic dale.)

Prikladem takového programu budiz tieba:

import Image

im = Image.new("P",(1024,1024))

d = 512
x = 512
y = 512

barva = 255
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def fce(x,y,d,barva,svisle):
if d <= 1:
return
for i in range(-d+1,d):
print x,y,i,d
if svisle:
im.putpixel ((x,y+i) ,barva)
if (svisle % 2) == 0:
im.putpixel ((x+i,y) ,barva)
pulka = d/2
cast = d*2/5
barva = barva-35
fce(x+pulka,y,cast,barva,1)
fce(x—pulka,y,cast,barva,l)
fce(x,y+pulka,cast,barva,0)
fce(x,y-pulka,cast,barva,0)

fce(x,y,d,barva,?2)

im.save("muj_prvni_obrazek.png")
ktery vykresli toto:

H
- -
R -
e T e T e Lo e Tl
A 3
i i
o
ry {tﬁ r:y
N N

Obr. kI-3.3 — Vystup programu.
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Co program déla? Nejprve importujeme knihovnu Image, aby Python mohl
zpracovavat vystup do obrazku. Nadefinujeme barevné rozlozeni a velikost ob-
razku, nastavime zakladni hodnoty proménnych x, y a d — tedy z-ovou a y-ovou
soutadnici bodu, ktery vykreslujeme, a d neboli pocet bodi, které takto po-
stupné vykreslime. Pak mu fekneme, aby ty body postupné vykresloval a koli-
krat to méa rekurzivné udélat. Navic proménna ,barva“ ma na svédomi rtiznou
intenzitu odstind Sedé v jednotlivych krocich. Nakonec ho nechdme zobrazit vy-
stup. Vic se asi zdrojovymi kédy zabyvat nebudu. Jen dodam, ze jdou dé€lat i
véci jako definovani RGB barev, napf. postupné zbarvovani do modra v dalSich
krocich. To ovSem nebude v ¢ernobilém ¢asopise moc dobfe vidét. ;-)
na stejném principu, po bodech vykresluje pod sebe stejné dlouhé tisecky, ¢imz
vznikaji ¢tverce (kI-3.3). Zde je vysledek:

Tim se tedy pfi nasem konferovani zabyvala Aléa. Jitka se zabyvala Juliovou
mnozinou. Juliova mnozina J je definovana jako:

J={z € C| lim 2, # oo}

Znamenad to, ze kazdému bodu roviny je pfifazeno komplexni ¢islo z, stejné
jako v Gaussové roviné. Pro néj se spocitd posloupnost, a kdyz jde k nekonec-
nu, vime o ném, ze do mnoziny nepatti. Posloupnost diverguje do ¢isla, jehoz
absolutni hodnota je mensi nez dva. KdyZ posloupnost prekroci tuto hranici,
nediverguje, a tudiz bod neni sou¢asti Juliovy mnoziny. Aby fraktal vypadal
hezky, mtze se ménit barva bodu podle toho, kdy opustil Juliovu mnozinu.
Piiklad Juliovy mnoziny, kterou jsme vygenerovali, (kI-3.4)- je upraveny Cer-
nobile.

Obr. kI-3.4 — Sierpinského koberec. Obr. kI-3.5 — Juliova mnozina.
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Dalsi a posledni mnozinou, kterou jsme se zabyvali, je Mandelbrotova mno-
Zina. Nejprve néco k jeji historii. Pfestoze se tato mnozina jmenuje podle Man-
delbrota, tak se ji jako prvni zabyval jiz v roce 1905 jiny francouzsky mate-
matik Pierre Fatou. Ten ji ale nikdy na vlastni o¢i nespat¥il. Studoval ji pouze
teoreticky a prvnim, kdo tuto mnozinu nechal vykreslit na pocitaci, byl Be-
not Mandelbrot. Tento Francouz také popularizoval v roce 1975 pojem fraktdl
ve své knize. To byla Spetka historie, ale co to vlasté Mandelbrotova mnozina
je?

Mé¢jme mnozinou komplexnich ¢isel c. Dale je tfeba zadefinovat posloupnost
komplexnich ¢isel z

2
Zn41 =2, +¢ 20 =0.

Mandelbrotova mnozina je mnozina takovych c, pro ktera tato posloupnost ne-
konverguje k nekonec¢nu. To, ze by konvergovala k nekonec¢nu si lze predstavit,
ze pokud n poroste stale vice, tak i z se bude neustale zvétSovat, dokud ne-
prekroc¢i néjakou hranici, o které jisté vime, Ze z ni neni navratu, a bude se
zvétSovat do nekonecna. PFi bliz§im pohledu na definici je zfejmé, Zze pokud |z|
prekroci 2, tak uz neni Sance, ze by se pro néjaké dalsi ¢islo posloupnosti snizilo.
Posloupnost tedy bude konvergovat k nekoneénu. Pokud tedy bude |c| > 2, tak
hned pro |z1| = |¢| > 2. Mandelbrotova mnozina zakreslend v Gaussové roviné
(na ose x je redlna ¢4st a na y je imagindrni ¢4st komplexniho ¢isla) bude tedy
ohranicena kruznici o poloméru 2. Nic kolem této kruznice nemize byt soucasti
mnoziny. Z tohoto poznatku jsme také vychézeli pfi psani programu, ktery by
Mandelbrotovu mnozinu generoval.

V programu, ktery bude vykreslovat Mandelbrotovu mnozinu v Gaussové
roving, jsme nejprve museli zadefinovat rozliSeni jako vysku a sifku pomoci po-
¢tu bodt v daném rozméru. Pro kazdy bod ¢ budeme podle definice zkoumat,
zda je soucCasti mnoziny nebo neni. Pfedem musi byt dan jesté pocet itera-
ci. To je v podstaté nejvyssi n, pro které se bude zkoumat hodnota z, ¢lenu
posloupnosti. Nyni uz by mélo byt jasné, jak bude vykreslovani probihat. Vez-
meme kazdy bod ¢ Gaussovy roviny v zadaném rozmezi a zkoumame pro néj,
zda bude ¢lenem mnoziny. Provedeme zadany pocet iteraci a pti kazdé iteraci
spo¢teme dalsi ¢len posloupnosti jako 2,1 = 22 +c. Pokud po provedeni viech
iteraci bude z mensi nez 2, tak zkoumany bod ¢ miizeme oznacit jako soucast
Mandelbrotovy mnoziny (ale neni jisté, Ze jeji soucasti opravdu je). Pokud jiz
nékde diive hodnota z prekroci 2, tak je jiz jasné, Ze ¢ neni soucasti mnoziny.
Zvysenim poctu iteraci se tedy naleznou néjaké body, které pti predchozi ite-
raci byly oznaceny jako souc¢ast mnoziny, ale nyni jiz vime, Ze jeji soucasti jisté
nebudou. ZvySovanim poctu iteraci se tak Mandelbrotova mnozina neustale
zpresiuje. PTi prvni iteraci je znazornéna jako kruznice o poloméru 2. Pocitani
pozdéjsich iteraci je postupné stale naroc¢néjsi.

Ty ¢asti obrazktt Mandelbrotovy mnoziny, které vSichni nejvic obdivuji, jsou
okraje a Casti, kde se méni mnoho rtznych barev. Je na tom vSak prekvapujici,
ze tyto Casti vlastné vibec soucasti mnoziny nejsou. Jenom se pii nékolika
iteracich stale nevédélo, zda to bude soucasti nebo ne, a az pozdéji se tyto
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body vylouci. Podle iterace, ve které se dany bod vyloucil, se také urci odstin
vykreslovaného bodu a obrazek je hotov. Prikladame také obrazky, které jsme
touto metodou vykreslovali, je zde vidét postupné ptiblizovani ke kyzenému
tvaru.

Obr. kI-3.6 — Mandelbrotova mnozina.
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Stij, nez té zamérim!
Mgr™ Zuzana Docekalova, Dr™ Jakub Topfer

Abstrakt

Jednalo se o outdoorovou konferu, ve které bylo nasim ukolem najit, jak mérit
vzdélenosti a Uhly mezi zvolenymi body v terénu. S vyuzitim vlastnorucné
zkonstruovaného dalekohledu, pravitka, tycky a buzoly jsme pak vytvorili mapu
okoli naseho objektu.

Protoze tato konfera byla zadidna pomérné Siroce a my jsme si z ni méli
vybrat jen jednu urcitou cast, nejtézsi véc asi bylo dohodnout se na tom, co
vlastné budeme mérit a jak. Nakonec jsme se rozhodli vytvorit mapu okoli
naseho objektu, kterd bude zobrazovat vzdélenosti a thly mezi jednotlivymi
méfenymi objekty. Nezabyvali jsme se tedy méfenim vyskovych rozdila ani
velikosti méfenych objektd. Pro tyto ucely jsme pouzili t¥i zptisoby méreni:
dalekohledem, pravitkem a obycejné zméreni vzdalenosti svinovacim metrem.

Teorie
Pro méfeni vzdalenosti jsme pouzivali rizné prostiedky. Vsechny vzdalenosti
jsme zméfili pomoci dalekohledu a tycky znamé velikosti, vétsinu i pomoci
pravitka a té samé tycky. Na zacatek jsme jednu vzdalenost zmérili i pomoci
svinovaciho metru.

Dalekohled
Pri tomto méfeni jsme si vyrobili dobfe viditelnou tycku délky presné jeden
metr a mérili jsme, pod jakym thlem ji vidime. Z velikosti thlu pak uz nebylo
obtizné spocitat vzdalenost.

Po mnoha pokusech jsme se nakonec rozhodli sestavit pro méreni Keplertuv
dalekohled. Ten sice stranové pirevraci, ale to ndm nevadilo. Oproti Keplerovu
dalekohledu jsme ale nezaostfovali do nekone¢na, nybrz na tycku. To zname-
na, ze vzdalenost ¢ocek byla mensi, nez soucet jejich ohniskovych vzdalenosti.
V misté, kam se zobrazil pfedmeét pres objektiv, jsme méli umisténou stupnici
s dilky po 0,1623 mm. Tedy jsme dalekohled zamérovali tak, aby stupnice a
tycka byly rovnobézné vedle sebe. Okuldr pak jako lupa stupnici i obraz tycky
zvétsoval, takze bylo mozné odecist, kolik dilkd odpovida délce tycky. Pro vy-
pocCty to znamena Ze nas zajimala pouze ohniskova vzdalenost objektivu, mérili
jsme délku tycky po zobrazeni objektivem.

Oznac¢me délku tycky h a jeji vzdalenost od ¢ocky a. Déale pak velikost jejiho
obrazu h' a vzdélenost od okuldru a’. Nakonec jesté ohniskovou vzdalenost
objektivu f. Pak plati vztahy
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v
objektiv

Obr. kI-4.1 — Geometrickéd konstrukce optické soustavy.

Druhy vztah je zobrazovaci rovnice pro ¢ocku. Prvni snadno odvodime z po-
dobnych trojuhelniki tvofenych optickou osou, zobrazenim rovnobézného pa-
prsku, obrazem predmétu a cockou. Z téchto vztaht pak jednoduchou tpravou

dostavame h

Znédme h = 1m a f = 15 cm. Pokud tedy zméfime A/, miZzeme hledanou vzda-
lenost a dopocitat.

Pravitko
Meéfteni pravitkem fungovalo na stejném principu jako méfeni dalekohledem.
Opét jsme zjistovali, pod jakym thlem vidime tycku a opét jsme na tom méfi-
li, jak velkou ji vidime. Tentokrat jsme na to ale pouzili mnohem jednodussi
postup. Umistili jsme pravitko kolmo do urcité vzdalenosti od oka a odecetli
na stupnici délku tycky.

pravitko tyc

Obr. kI-4.2 — Méfeni pomoci pravitka.

Pokud oznadéime délku tycky h, naméfenou hodnotu h’ a vzdéalenost pra-
vitka od oka d’, tak pak pro vzdélenost d od oka k tyéce podle podobnych

trojihelnikt plati ,

= r
V naSem piipadé bylo d’ = 32cm a h = 1 m.

d=d
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Svinovaci metr
Myslenkové asi nejméné naro¢né meéfeni. Pfedpokladam, ze si ho kazdy dovede
predstavit. Tento zpiisob jsme pouzili pouze pfi prvnim méfeni, abychom vy-
zkouseli, zda métfeni dalekohledem a pravitkem davaji priblizné spravné vysled-
ky. Odhadnout chybu méfeni je totiz v tomto pfipadé mnohem jednodussi.

Postup méreni

Jeden z nés stal s tyckou nasmeérovanou rovnobézné s méfenym objektem.
Druhy si ke stéle stejné vzdéalenosti od o¢i prilozil bud pravitko, nebo dale-
kohled a zjistoval, kolik dilkt stupnice zabird nase metrova tycka. Pfitom stél
u predchoziho méreného objektu. Nakonec pomoci buzoly zjistil, jaky tthel spolu
objekty sviraji a zaznamenal idaje.

Co jsme méfili? Postupovali jsme po cesté, a tak jsme si za své cile vybirali
napft. sloupy vysokého napéti ¢i stromy s turistickymi znackami.

Presnost méreni

Na zékladé prvniho méreni mizeme usoudit, ze dalekohled je oproti pravitku
presnéjsi, a proto jsme témto tdajlim véfili i pfi zpracovavani mapy, kde jsme
pouzili pravé vzdalenosti méfené timto zptisobem. Vétsi presnosti dalekohledu
nahrava i fakt, ze mél mnohem podrobnéjsi stupnici. Navic pravitko bylo po-
tfeba drzet vici méfené tycce v rovnobézné poloze, coz se vzdy nemuselo po-
vést. Pokud nebyl tplné pfesné rovnobézné dalekohled, uz s nim nebylo mozné
tycku spatiit. Naopak na pravitku bylo mnohem jednodussi a tim padem i pies-
néjsi odcitani hodnot na stupnici. Dalekohled byl velmi citlivy na sebemensi
pohyb.

Celkoveé tedy povazujeme za presnéjsi dalekohled, ale ani jim namétfené hod-
noty nelze povazovat za prili§ presné. Méfeni thlt buzolou bylo mozné s mno-
hem vétsi presnosti, nez méfeni vzdalenosti.

Vyhodnoceni Gdajd

Naméfené hodnoty jsme prepocitali podle vzorci vySe na metry a zpracovali
v programu AutoCAD.

Vyhodnoceni presnosti méreni

Na zékladé prvniho méfeni se zda, ze dalekohled je oproti pravitku mnohem
presnéjsi, a proto jsme témto tdajum vérili i pfi zpracovavani mapy, kde jsme
pouzili pravé vzdalenosti mérené timto zptisobem.

Domnivame se, ze dalekohled je presnéjsi z téchto divodu:

— dalekohled mél mnohem podrobnéjsi stupnici, a i presto, Ze se nam
pri zaméfovani trochu klepala ruka, jsou idaje peclivé promérené

— pravitko bylo potifeba drzet vici méfené tycce v rovnobézné poloze,
coz se vzdy nemuselo uplné povést. Pokud nebyl tplné presné rovno-

Yy v

bézné dalekohled, uz s nim nebylo mozné tycku vidét.
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Obr. kI-4.3 — Vysledna mapa.
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Zavér
Nase konfera byla akéni s venkovnim provedenim, a zaroven jsme ji museli
peclivé promyslet a dopocitat. Také jsme si pohrali se sestavovanim dalekohledu
a samotnym zpracovanim pro ostatni. Pfesnéjsi méfeni se dalo provést s pomoci
fotoaparatu, ale o moznosti jeho zapijceni jsme se bohuZel dozvédéli az po
prezentaci nasich vysledk.

Sloupecek > _; je soucet vSech bodii ziskanych v naSem seminafi, >, je
soucet bodii v aktudlni sérii a ), soudet vSech bodd v tomto roé¢niku.

Ve sloupci ,R.“ je uveden roénik (pfepocteny na ¢tyfleté gymnézium, mi-
nimalni hodnota je prvni roénik). Pokud mate v tomto sloupci uvedeno Spatné
(nebo z&dné) ¢islo, napiste ndm sviij rok maturity, a my si opravime udaj v da-
tabazi. Sloupecek ,,+“ znaci bonusové body udélované podle ro¢niku a souctu
bodu za tulohy.

Tituly uvedené v pfedchozim textu slouzi pouze pro Géely M&M.
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2. | Dr™ Josef Tkadlec 4. 741 3 3 3 2 0| 11 43
3-4. | Dr™ Jakub Topfer 4. 69 3 2 0| 14 34
Mgr'™ Zuzana Docekalova | 3. 34 3 0| 15 34
5-6. | Prof™ Alzbéta Pechova 4. | 210 3 2 0| 5 30
Dr™ Tomas Kubelka 1. 57 30
7. | Mgr™ Filip Stédronsky 2. 26 26
8. | Dr™ Alena Busakova 2. 70 6 0| 13 23
9-10. | Doc™ Petr Pecha 2. 144 3 5 2|1 12 22
Mgr™ Eliska Nekvapilova | 4. 47 22
11. | Mgr™ Michal Husek 3. 2001 0 1 1 1 0 4 20
12-13. | Doc!™ Ladislav Baco 3. 100 3 5 2 1| 11 17
Dr™ Jakub Klemsa 3. 55 3 1 0 4 17
14-16. | Dr'™ Tom&s Bartonék 2. 55 14
Mgr™ Lukés Zaviel 2. 48 14
Bc™ Filip Hlasek 2. 14 5 14
17-20. | Dr™ Miroslav Klimos 4. 65 5 0 5 12
Mgr!™ Jitka Novotna 4. 37 5 12
Be™ Alena Juraskova 1. 12 2 2 1 5 12
Bce™ Pavel Novotny 3. 12 3 0 0 6 12
21. | Bc™ Vojtéch Milos 3. 10 2 0 2 10
22-23. | Dr'™ Miroslav Koblizek 2. 52 9
Dr™ Alzbéta Prokopova 4. 52 9
24-25. | Karel Kraus 8 3 3 2 0 8 8
Barbora Smidova 1. 8 8
26-30. | Mgr!™ Hana Bilkova 4. 34 7
Mgr!™ Jan Varhara 4. 33 7
Mgr!™ Peter Smolarik 3. 31 1 0 3 7
Mgr™ Zuzana Tereskova 1. 21 1 o] 3 7
Anna Chejnovska 2. 7 7
31-33. | Bc™ Martina Vavackova 3. 11 6
Martina Bekrova 4. 6 2 0 2 6
Vojtéch Dziewicki 3. 6 6
34. | Tereza Zabojnikova 4. 4 4
35-36. | Pavel Kratochvil 1. 3 3
Libor Plucnar 4. 3 3
37-38. | Barbora Bshmova 1. 2 0 2
Tomés Pokorny 2. 2 2 2
39. | Michaela Kochmanova 2. 0 0
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