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Termin odeslani: pondéli, 9. 3. 2009

Milé kamaradky a kamaradi,

vracime se k vdm i v novém roce. Pfejeme vam do né&j vSe nejlepsi a doufame,
Ze ndm i letos zachovate ptizen. Pfipravili jsme proto pro vas tradi¢né né€kolik
novych tloh.

Stejné jako se vam blizi pololetni vysvédceni, blizi se i ndm zkousky. Proto
jsme termin odesléni tiloh posunuli aZ na biezen. A tak méate jednu z poslednich
moznosti jak ziskat body a zajistit si tak i¢ast na jarnim soustfedéni.

Redakce &6

Zadani uloh

Uloha 4.1 — GeoMag (4b)

Riki dostal pod stromecek stavebnici GeoMag. Tato stavebnice funguje na prin-
cipu magnetismu. Zakladem jsou zmagnetizované tycky, ke kterym je mozno
diky magnetickym silam prichytit malé kulicky.

7 této stavebnice je tak mozné sestavit nejriznéjsi télesa. Riki zacal tim, ze
postavil étverec. OvSem tento ¢tverec neni moc stabilni, nebot pokud na néj jen
trochu zatlaci, tak se zdeformuje na kosoctverec. Jak by mél Riki postupovat,
aby dostal stabilni ¢tverec?

7d4 se, ze feSeni by mohlo byt snadné — Riki postavi oktaedr, a ¢tverec se uz
nebude deformovat. Oktaedr vSak zabere spoustu prostoru. Proto se pokuste
vymyslet konstrukci, ktera by byla v ploSe. A zkuste k tomu pouzit co nejméné
tycek.

Reélnou tloustku tyéek a kulicek neuvazujte. Tycky si zidealizujte jako
usecky a kulicky jako body.



Uloha 4.2 — Neni valec jako valec (3b)

Spravce kralovské pokladnice se rozhodl, Ze si trochu prilepsi k platu. Zalibil
se mu zlaty vélec o pruméru d = 10cm a délce | = 30cm. Aby se na kradez
neprfislo, rozhodl se, ze vyrobi stejné veliky véalec z médi, kterym nahradi ten
chybéjici.

Meéd mé ovSem mensi hustotu nez zlato. Spravei se podafil sehnat kus iridia,
které je tézsi nez zlato. Trapi ho vSak jedna véc. Pokud by pouze obalil iridium
médi, mél by jeho valec jiny moment setrvacnosti nez valec z cistého zlata.
A to by bylo ndpadné. Poradite spravci, jak by mél vélec vyrobit tak, aby na

povrchu byla vrstvicka médi a valec mél spravny moment setrvacnosti?

Uloha 4.3 — Kamen, nuzky, papir, jestérka... (3b)

MatFyzaci Adam a Bohous se nemohli rozhodnout, kam ptijdou na obéd. A tak
se rozhodli, ze si ,stfihnou®. Ovsem hrat klasicky kamen, nizky, papir jim pfislo
malo zajimavé. Proto se dohodli, Ze pridaji dalsi symboly.

Puvodni kdmen, niazky, papir ma tu vlastnost, ze vSechny symboly jsou
stejné vyhodné. Déle plati, Ze mezi zadnymi dvéma symboly nenastava remiza.
Adam s Bohousem by radi védéli, kolik symboli mohou ptidat, aby se tyto
vlastnosti zachovaly.

Své tvrzeni nezapomente dokéazat.

Uloha 4.4 — Sko¥apky (2b)

Zmate hru skofapky? Je to jednoduché, pod jednu skorapku se da cokolada a
skorapky se pak zamichaji. Vagim tikolem je pak uhédnout, pod kterou skotap-
kou se ¢okolada skryva. Nemaéate Sanci sledovat michani, proto je vasi jedinou
moznosti ndhodné zvolit jednu ze tfi moznosti.

Predstavte si, Ze jste si vybrali jednu ze tii mozZznosti. Skofapkar pak odhalil
jinou skofapku a ukézal, Ze tam ¢okoldda neni, a dal vdm moznost zménit vas
tip. Je pro véas vyhodné svij tip zménit?

Pokud si nevite rady, zkuste se zamyslet nad pfipadem, kdy hrajete se 42
skordpkami a po vasem tipu je odhaleno 40 skofapek, pod kterymi nic neni.
Jaké jsou vase Sance v tomto pripadé?

Reseni uloh

Uloha 2.1 — Po$tovni holub (3b)

Zadani:

Na rovné Zeleznicéni trati se porouchalo zabezpecovaci zatizent, takZe strojvedouci dvou pro-
tijedoucich vlaki se rozhodli posilat si informace pomoci postovniho holuba. Ten wvyleti od
vlaku A primo k vlaku B jedoucimu v protisméru na vedlejsi koleji. Jakmile k nému doleti,
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otoci se (v nulovém case) a leti se zprdvou zas zpét. U vlaku A se opét otoli a takto létd dokud
se vlaky neminou.

Vzhledem ke stdle foukajicimu vétru leti ve sméru od viaku A k vlaku B rychlosti 100 km/h,
ale od vlaku B k vlaku A leti proti vétru rychlosti pouze 60 km/h. Platné drazni predpisy ome-
zugi mazximdlni rychlost pFi pouziti holubtho zabezpecovaciho zafizeni a tak jede vlak A std-
lou rychlosti 30 km/h a vlak B rychlosti pouze 25km/h. Ve chvili, kdy holub poprvé odlétl od
vlaku A byly od sebe viaky vzddleny 20 km. Kolik kilometri naléta holub, nez se vlaky minou?

Reseni:

Tuto tlohu Ize Tesit a vytesit ,hrubou silou“ se¢tenim nekonecné rfady, které se
v zadani pfimo nabizi. To je ale postup slozity, nenapadity a vcelku nezajimavy,
a proto se ve vzorovém Feseni neobjevi. Zajemci si jej mohou zkusit sami, pokud
tak jiz neucinili pfi psani feseni.

Ted tedy slibovany pékny postup. Holub po celou dobu leti jednim ze dvou
moznych smért. Na vsech pfeletech od vlaku A k vlaku B stravil dohromady
¢as t1. Na vSech pfeletech od vlaku B k vlaku A pak dohromady Cas t5. Soucet
téchto Cast je doba t, kterd uplyne, nez se vlaky setkaji:

d

t=t1+ty = ——,
1 2 ’UA+'UB

kde d je pocatecni vzdalenost vlakt; va a v jsou rychlosti vliakd.

Holub leti dohromady ¢&as ¢ rychlosti v; ve sméru pohybu vlaku A a ¢as t9
leti naopak rychlosti vo proti sméru pohybu vlaku A. Nakonec, po uplynuti ¢asu
t, doleti do mista vzdéaleného t1v1 —t2vs 0od pocateéni polohy vlaku A. Ze zadani
vime, Zze vlak A se musi v tomto okamziku nachézet na stejném misté (stejné
tak 1 vlak B, ale ten nds ted nezajimd), tedy musi platit tva = t1v1 — tava.
Z toho mtzeme vyjadrit ¢;:

VA + U
A 2t

t1v1 — t'UQ + tl’UQ = th; tl =
V1 + V2

Holub sadm uleti drdhu t1v1 + tava, coZ je t1(v1 — v2) + tva.
Po dosazeni konkrétnich hodnot mame ¢t = (4/11) h a ¢t; = (9/44) h. Celkové
dréha, kterou holub uleti je 30 km.
Marble

Uloha 2.2 — Odporny odpor vzduchu (3b)

Zadani:

Marble vi, Ze pokud na svém kole slape do peddli s vijkonem 200 W, jede po roviné a za bezvétri
rychlosti presné 30km/h. Jakou rychlosti pojede, pokud nezméni svij vykon, ale bude foukat
protivitr o rychlosti 4m/s? Na jakou hodnotu by musel zvysit svij vykon, aby udrzel pivodni
rychlost 30 km/h? Také by jej zajimalo, jak silng vitr by mu musel foukat do zad, aby pri slapdni
svgm mazimdlnim vykonem 300 W dosdhl rychlosti 50 km/h. Spoéitdte mu to?

Reseni:

Fyziku schovanou v této tloze jde rozdélit na né€kolik ¢asti. Nejprve probereme,
jak je to s vykonem. Pokud cyklista jede konstantni rychlosti, spotfebova ves-
kery vykon na prekonani odporovych sil. Pti stalé rychlosti je tento vykon rovny
soucinu sily a rychlosti cyklisty, jak plyne pfimo z definice prace a vykonu.



Dale vyfesime, jaké odporové sily tu ptsobi. Uz formulace zadani napovida,
Ze pujde pfedevsim o odpor vzduchu. Pfesto existuji i dalsi odporové sily (valivé
t¥eni kol, tfeni v loZiskach, fetézu a podobné). Pokud je chceme zanedbat, méli
bychom to néjak zdivodnit.

Odporové sily mimo odporu vzduchu jsou v prvnim pfiblizeni nezavislé na
rychlosti, mély by tedy ptisobit zhruba stejné pii pomalé i rychlé jizdé. Ud€lejme
si v myslenkach nasledujici pokus: Mame kolo s pfehazovackou, rovnou silnici
a bezvétii. Nejprve zafadime dostateéné tézky prevod, abychom pfi rozumné
frekvenci §lapani dosahli rychlosti 30 km/h. Zapamatujeme si silu, kterou jsme
museli ptsobit na pedaly. Ted se rozjedeme znovu, budeme Slapat stejnou frek-
venci, ale zafadime nejleh¢i prevod. Jedeme kupfedu rychlosti nékolikrat nizsi
a sila, kterou ptisobime na pedaly, klesla velmi vyrazné. Pokud jste nékdy jeli
na kole, budete pravdépodobné souhlasit, Ze o dva fady neni piehnané tvrzeni.
ProtoZe jsme nezmeénili frekvenci Slapani, klesl nami doddvany vykon umérné
poklesu sily. Pokud by byly odporové sily nezavislé na rychlosti, klesne jejich
vykon tmérné poklesu rychlosti kola, v nasem konkrétnim pripadé tieba Sest-
krat (z 30 km/h na 5km/h). Jenze vykon, ktery doddvame my, poklesl mnohem
vice. Vé&tsinu odporu pii rychlosti kolem 30 km/h musi tedy tvofit sila zavisla
na rychlosti, odpor vzduchu. Vliv dalsich sil bude fadové nizsi.

Zdtvodnéni je sice jen pfiblizné a opira se o subjektivni zkusenosti, nicméné
pro nase ucely dostacuje. K piesnéjsi analyze by bylo potieba operovat s typem
kola, velikosti cyklisty, nahusténim kol a s podobnymi vécmi. Zajemce odkazuji
na pé€knou stranku http://www.kreuzotter.de/english/espeed.htm.

Tim jsme omezili zkoumany problém na odpor vzduchu. K jeho vyjadieni
nam bude stacit nejjednodussi priblizeni, které tika, ze odporova sila je imérna
druhé mocniné rychlosti a konstanta imérnosti, kterd zavisi na hustoté vzdu-
chu, ¢elni plose a tvaru, se s rychlosti neméni:

F, = kv? (r2.2.1)

V tuto chvili zbyvaji konkrétni otazky ze zadani. Z prvni informace o stalé
rychlosti 30 km/h pfi vykonu 200 W mtZeme odhadnout koeficient odporové
sily. Z uvedenych dvou hodnot vychézi sila pohanéjici kolo, a tedy i odporova
sila 24 N. Koeficient odporu vzduchu ziskdme podélenim ¢tvercem rychlosti a
vychazi k = 0,35kg/m.

Protivitr o rychlosti w zvy$i odporovou silu na hodnotu Fy, = k (v + w)z,
kde v je rychlost cyklisty viici silnici. Upravime na vyraz pro vykon potiebny
k vyrovnani této sily

P =kv(v+w). (r2.2.2)

P1i zndmém vykonu je hledané rychlost kofenem rovnice

P
v® 4 2uv? + w?v — 7= 0. (r2.2.3)
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Tuto rovnici je mozné rovnou vyfesit!, ale vypocet je relativné slozity. Mii-
Zzeme misto toho vyuzit, ze uz z povahy fyzikdlnich zanedbani nema smysl
hledat pocetné piesné feSeni. Z rovnice (r2.2.2) je vidét, ze rychlost jizdy urcité
nebude sniZena o vic, nez je rychlost protivétru. Spoéteme podle (r2.2.2) vykon
potiebny k jizdé rychlosti o 2m/s (polovina rychlosti vétru) nizsi nez ptivod-
nich 30km/h. Vyjde 237 W. Rychlost jizdy tedy bude ve skute¢nosti sniZena
vice. Zkusme opét polovinu zbylého intervalu, sniZzeni o 3m/s. Vychazi vykon
163 W. Hledame proto v intervalu zpomaleni mezi 2 a 3 m/s. Polovina intervalu
vede na vykon 197 W, a zpomaleni je mens{ nez 2,5 m/s. Naposledy rozptlime
interval a potfebny vykon 216 W nas ujisti, ze hledané zpomaleni je mezi 2,25 a
2,5m/s. To je pfiblizné 9 km/h a rychlost jizdy proti vétru bude jen 21 km /h.

Pro udrzeni ptivodni rychlosti by bylo potieba Slapat do pedélt s vyko-
nem 440 W, jak ihned plyne z (r2.2.2). To je hodné vyrazny narist?, a podle
informaci v zadani Marble takovouto rychlosti proti vétru ani dlouhodobé jet
nezvladne.

Vykon potfebny pro udrzeni rychlosti jizdy v s vétrem o rychlosti w v zadech
je analogicky predchozimu

P=kv(v—w)’. (r2.2.4)

Z toho vyjadiime pot¥ebnou rychlost vétru w = v—+/P/kv, po dosazeni vykonu
300 W a rychlosti 50 km/h vyjde vcelku nizké rychlost vétru 6 m/s.
Marble

Uloha 2.3 — Spravy o mojej smrti boli
znacné prehnané. (5b)

Zadani:

V bani leziacej v bode A doslo k zdvalu. Prvé spravy, ktoré z bane vyrazia hovoria o stovkdch
zavalenych a $iria sa rovnomerne do okolia rychlostou ve. V ¢ase T (to uZ o nehode vedia
v celom kruhu o polomere v,T so stredom v bode A) sa banici v bode B (vzdialenom r od
bodu A) vyhrabi na povrch. Sprdva o tom, Ze sa zachrdnili sa zacne §irit z bodu B do okolia
rijchlostou vy. Tam, kde ako prvd dorazi sprdva o katastrofe z bodu A, vyvesia Cierne zdstavy.
Tam, kde ako prvd dorazi sprdva o zdchrane z bodu B, uZ Ziadne zdstavy vyvesovat nebudi
(vedia uz predsa, Ze banici si v poriadku).

Vasou dlohou je popisat tvar tzemia, na ktorom cierne zdstavy stihli vyvesit (teda kam
ako prvd dorazila sprava z bodu A). Pre zjednoduSenie moZete vyriesit konkrétny pripad, kde
r = 3km, v, = 0,5km/h, v, = lkm/h a 7 = 10h (ked zvolite prevod km — cm, mohlo
by sa rieSenie vojst na A4). Obecné riesenie md ale ovela vysSiu cenu. Ak naviac budeme
predpokladat, Ze z miest, kde ako prvd dorazila sprdva o zdchrane uz sprdvu o katastrofe dalej
neposli, bude mozno stacit vyslat sprdvu o zdchrane iba do casti uhla (teda do vyseku a nie

! Navod na fefeni kubickych rovnic mfizete najit v riiznych sbirkdch mate-
matickych vzorci, anebo portiznu na webu, naptiklad na strankach wikipedie:
http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic_equation.

2 Rychlost 4m/s je jen slaby vitr.
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do celého kruhu). Zaujima nds — samozrejme — aky minimdlny vysek staci a pre aké hodnoty
konstdant md tdto uloha zmysel.

Reseni:

Polozme bod A do stradnic (0, 0), bod B do stradnic (r, 0). Kruznica so stre-
dom v bode A a polomerom v,t mé rovnicu

2 +y? =022, (r2.3.1)
kruznica so stredom v bode B a polomerom vy (t — 7) zas
(x—r) +oy? =vi(t—7)%. (r2.3.2)

KedZe hladdme nejaké pekné vyjadrenie krivky (napriklad parametrické), vy-

jadrime z rovnice (r2.3.1) y2, dosadime do rovnice (r2.3.2) a po jednoduchej

uprave dostédvame

r? —vE(t —71)% + v2t?
2r '

Dosadenim tohto vysledku do vzfahu pre jednu z kruznic a Gpravou dostaneme

aj vztah pre hodnotu stradnice y

€r =

(r2.3.3)

B VAr2o2t2 — (r2 — o2 (t — 7)2 + v2t2)?
a 2r '

Y (r2.3.4)
K tomuto vysledku dospel kazdy, kto sa aspon trochu snazil a ¢o-to uz o ana-
lytickej geometrii pocul.

Tym mame krivku popisanti pomocou parametra ¢. Ak chceme dojst k expli-
citnému vyjadreniu krivky, vyjadrime t z jednej z rovnic (r2.3.3) alebo (r2.3.4).
Nech pre jednoduchost vyjadrujeme ¢ z rovnice (r2.3.3), potom dostaneme
t =t(x):

—vir? & \Ju2vit? + (v2 — v2)(2rz — 1?)

2 2
va

t(z) =

(r2.3.5)

- v

Teraz staci takto vyjadreny ¢as dosadit do (r2.3.4) a dostaneme explicitné vy-
jadrenie tejto krivky. Otézkou je, ktoré z dvoch znamienok v (r2.3.5) je spravne.
Je zrejmé, ze pokial v, > wvp, dobré spravy nikdy nedobeht zlé (jedinou San-
cou pre dobré spravy je pokryt zdroj zlych sprév este predtym, ako sa tieto
zafnu §iritf, teda 7 musi mat zdpornt hodnotu). Preto uvazujme v, > v, (tym
dostaneme uzavrett krivku). Vdaka tejto volbe v, a vy je menovatel (r2.3.5) za-
porny. Aby sme dostali kladny celkovy ¢as (rieSenie so zdpornym ¢asom, alebo
mensim z kladnych ¢asov je dosledkom toho, Ze sa vSetky ¢leny v (r2.3.1) a
(r2.3.2) vyskytuji iba v druhych mocninich a teda sa kruZnice Siria do zdpor-
ného ¢asu rovnako dobre ako do kladného), zvolime teda aj pred odmocninou
zdporné znamienko. Teraz uz ,nie je najmensi problém*“ dosadit (r2.3.5) do
(r2.3.4) a vysledok upravif na explicitnti rovnicu krivky. Uvodzovky st viak
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na mieste, pretoze vyjadrovanie takychto vzorcov sa nehodi snad ani na dlhé
zimné vecery.
Pre zjednodusenie polozme v, = vp = 1. Vztahy (r2.3.3) a (r2.3.4) sa takto
zjednodusia na:
N = r2 — 72 4 271
CC( ) - 2 ’
o(t) = VAr2? — (r; — 72 4 2t7)2 '
T
Délezitejsie ale je, Ze Cas sa vo vzfahu pre x(¢) vyskytuje iba v prvej moc-
nine a tak jeho vyjadrenie nie je problém. Dosadenim do y(¢) z (r2.3.6) takto
dostavame explicitn rovnicu:

(r2.3.6)

412 — )2 + 4122 + dr(r® — a4 (1P = 72)2 = 0. (r2.3.7)

Toto je rovnica krivky 2. stuptia — bude sa teda jednat o nejaka kuzelosecku!
Rozhodujiice pre uréenie typu kuzelosecky st koeficienty pred ¢lenmi 22 (a),
y? (b) a vy (c), teda pred ¢lenmi druhého radu. Druh kuzelosecky uréime podla
hodnoty D = ¢? — 4ab (kde v nasom pripade a = 4(7% — r?), b =472 a ¢ = 0).
Méme teda D = —6472(72—12).3 Ak je D < 0, teda v nasom pripade 7202 > r?
(a ak pokladdme ¢asy, rjchlosti a vzdialenosti za kladné, tak aj Tv, > r),* alebo
ak je ¢as 7 mensi ako 0 a Tv, < —r,® bude vysledkom prazdna mnozina. Ak je
D =0, teda Tv, = r, je hladanym vysledkom polpriamka vychadzajica z bodu
B v smere kladnej osi x. V pripade, ze D > 0, alebo 7v, < r,% je krivkou
hyperbola. Pokial si rovnicu kuZelosecky (r2.3.6) upravime na nasledujtci tvar
(znovu piSeme aj hodnotu rychlosti v, ):

2
A(vir? —r?) (CC - g) +4vir?y? = 022 (2 — 1), (r2.3.8)

vidime, ze stred tejto hyperboly bude vzdy uprostred medzi bodmi A a B.
Zamerne vynechdvame pripad, ked by sa nule rovnalo 72. Dosadme totiz
tento predpoklad do (r2.3.6):

VrE 4+ 42 (r2.3.9)
T4

3 Pozn. red.: Ak sa niektorému pritomnému fyzikovi nezdaji jednotky, nech
si spomenie, Ze sa tam niekde eSte potuluje rychlost v,.

4 Pozn. red.: Inak povedané: ZI4 sprava uz prefréala miestom, kde sa banici
vyhrabu.

5 Pozn. red.: Teda dobré sprava presla miestom odkial za¢nt hlasit zaval skor
ako ho zacali hlasit.

6 Pozn. red.: Zl4 spréva nestihne dorazit k miestu, kde sa banici vyhrabi.
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a dostaneme vysledok, kde x na ¢ase vobec nezavisi! Vysledkom je teda priamka
rovnobezna s osou y uprostred medzi bodmi A a B. K tomuto vysledku dospel
jedine Doc™ Petr Pecha, ostatne nikto iny sa podrobne Specidlnymi pripadmi
nezaoberal.

Dr'™ Jakub Klemsa v rieseni pouzil zaujimavii metédu: Cas ¢ nahradil si-
radnicou z. Tym dostal jasnt predstavu, ¢o hlad4 — priese¢nicu dvoch kuzelov
s rovnobeZnymi osami (jej priemet do roviny z = 0).

Pozrime sa este na podilohu o minimélnom vyseku. Je zrejmé, ze tato tloha
ma zmysel len v pripade, Ze v,7 < r a vy, > v,. Pracujme v hornej polrovine
— situdcia je symetrickd podla osi x. Tangens uhlu je rovny pomeru y/(x — 1)
(pozerame sa z bodu B). KedZe tangens uhlu je v intervale (—7/2, 7/2) prosty
a rastici, bude uhol dosahovat maximélnu hodnotu tam, kde jeho tangens.
Hladanie maxima, to je tloha pre derivaciu. A tak derivujeme tangens podla
¢asu a hladame, kde dostaneme nulu. No ale dosadme do vztahu pre tangens
tana = y/(x — 1) z (r2.3.3) a (r2.3.4). Zistujeme, Ze derivujeme zlomok nad
mieru neprijemny, a Ze, hoc sa obmidzime na vynulovanie ¢itatela, dostdvame
polyném piateho stupna. Tu teda tlohu prenechdme nejakému znudenému po-
¢itacu.

Co ale v pripade, Ze v, = v? Za istych okolnosti dostdvame hyperbolu a t4
mé asymptoty (teda priamky ku ktorym sa jej ramend bliZia s rasttcou vzdia-
lenostou od vrcholu). Kde lezi stred hyperboly sme si ukdzali vzorcom (r2.3.8),
je to bod (r/2,0). Asymptota je priamka, prechddzajica tymto stredom a ma-
juca rovnakt smernicu, ako hyperbola v nekonec¢ne. To znamend, ze hladdme
(vieme, ze © = k-t teda, ze ked poSleme do nekonec¢na x, posielame tam zaroveni

t):
im ﬂ = i _ r
t1—>oo (x(t) _ %> 0272 L. (r2.3.10)

a

Rovnica prislusnej priamky je

r2 T
y=y|==-1(r-3). (r2.3.11)

v(l
a spocitat zo smernice (r2.3.10) uhol dokaze kazdy — staéi zobrat

2
a = 360° — 2arctan 1};“7 —1. (12.3.12)

Od 360 ° odpocitavme, lebo v tomto pripade hladdme vonkajsi uhol (musime
pokryt cely priestor okrem toho medzi asymptotami).
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Obr. 12.3.1 — Uloha zo zadania s prevodom km — 0,5 cm.

Obr. 12.3.2 — Uloha s malym rozdielom medzi rychlostami.
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Obr. r2.3.3 — Priklad hyperboly aj s asymptotami.
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Na obrazku r2.3.1 vidime jednak vyslednt krivku (hrubou ¢iarou), aseky
kruznic (tenké Gierne Giary), celé kruznice v ¢ase ¢ = 18h a kruZnicu spéja-
jacu krajné hodnoty vyslednej krivky na z-ovej osi pre porovnanie s vyslednou
krivkou (v8etky tri kruznice sivé). Na obrazku r2.3.2 vidime ¢ast krivky s modi-
fikovanym zadanim: v, = 0,20km -h™!, v, =0,25km-h~ !, =3km a7 = 6h.
Napokon na obrazku r2.3.3 vidime hrani¢nti hyperbolu aj s asymptotami a
tisekmi kruznic pre zadanie: v, = v, = 1km-h™!, r = 3km, 7 = 2,4h. Tento
obrazok je koli rozmeru stranky otoceny o 90 °.

Jeffer

Uloha 2.4 — V&7 z minci (2b)

Zadani:
Riki si Sel koupit cokolddu za 42 Ké. Pripravil si dvé desetikoruny, ¢tyri pétikoruny a jednu
dvoukorunu a postavil se do fronty k pokladné. Jak tak cekal, vsiml si zajimavé véci. Pokud
k sobé priloZil dvé mince nejblizsi hodnoty (napt. pétikorunu a desetikorunu nebo pétikorunu a
dvoukorunu), mince do sebe diky vyvySenému okraji zapadly. A tak Riki sestavil véZ z minct,
tak, Ze na sebe postupné kladl pétikorunu, desetikorunu, pétikorunu, desetikorunu, pétikorunu,
dvoukorunu a pétikorunu.

Pani prodavacka si sice elegantniho zpusobu platby nevsimla, ale Rikiho by zajimalo, zda
je mozné podobné elegantné zaplatit libovolnou cédstku.

Reseni:

Jak si néktefi z vas bystte vSimli, v zadani se nehovotilo nic o poétu minci, které
byste méli pouzit. Pro¢ tedy nepouzivat pouze koruny a dvoukoruny? Pokud
postavime korunu na dvoukorunu, dostaneme ,zakladni stavebni prvek“. Ma
hodnotu 3 a jednotlivé zédkladni stavebni prvky na sebe mtizeme pokladat. Jak
tedy zaplatit obecnou ¢astku N7

Snadno, pokud je N délitelné tfemi (N mod 3 = 0), tak budeme na sebe
postupné pokladat zakladni stavebni prvky az do té doby, nez dostaneme po-
zadovanou hodnotu.

Pokud N mod 3 = 1 tak budeme postupovat obdobné. Resime podobny
problém jako v predchozim ptipadé. Pouze musime navic v okamziku, kdy jsme
dosahli nejvétsiho nasobku tii, ktery je mensi nez N, polozit na véz korunu.

Zbyvéa nam piipad, kdy N mod 3 = 2. Ale to je pfeci velmi snadné. Staci
zacit stavét na dvoukoruné a pozadované hodnoty urcité dosdhneme.

Tim jsme vycerpali vSechny moznosti. Mtizeme tedy zaplatit vSechny ¢astky,
i kdyz nevim, jak by se v obchodé divali na to, kdyby nékdo platil 42 korun
pomoci dvaceti osmi minci.

(R)adim
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ReSeni témat
Téma 4 — Divny svét

Méreni g pomoci kyvadla
Prof™ Alzbeta Pechovd

Popis experimentu

Navrhla bych experiment k méreni tithového zrychleni pomoci kyvadla.

To vyrobim z provizku a mensi hmotnéjsi kulicky (tim pak mohu zanedbat
jeho rozméry nebo moment setrvaénosti), kterou budu povazovat za hmotny
bod. Kyvadlo upevnim na dané misto, malou pocateéni vychylkou ho uvedu
do kmitavého pohybu, pak zméfim periodu kmitu 7. Periodu budu métit na
hodinkach, predpokladam presnost na sekundy. Proto budu mérit cas deseti
period a jednu periodu poté vypocitam.

Méteni budu opakovat na riznych mistech, vzdy se stejnou délkou zavésu,
protoze mne zajima hlavné jak se gravitacni zrychleni méni a ne jeho presna
velikost, mohu méfit jen pomér doby kmitu (¢imz se vyhnu nepfesnostem kviili
délce zavésu). Pro kontrolu bych provedla veskerd méfeni jesté jednou s polo-
viénim zavésem (opét nepottebuji znat presnou délku zavésu, vim, ze je 1/2).

Meéfeni bych provedla na ose = a na ose z na nékolika mistech (napf. 10) po-
kud mozno rovnomérné (nevim, jestli to umoziiuje terén). Poté mohu orientacné
urc¢it i hodnotu gravita¢niho zrychleni. Naméfim si metrovy zavés (predpokla-
dam, Ze je k dispozici metr), poéitdm s odchylkou +1 mm.

Pro periodu kmitu kyvadla plati:

l 473l

Gravitacni zrychleni g je nepfimo timeérné druhé mocniné periody 7'

Vysledky méeni

Nasleduji vysledky Bétcina méreni. Vzdalenost podél os je odhadnuta, délky
zavésu jsou 1m a 0,5m a méii se deset period. Kyvadlo sestava z ocelové
kulicky a tenké nité. Je upevnéno na trojnozce, kterou bylo, zvlasté v mistech
s nizkym zrychlenim, potfeba fadné upevnit. Pro pfili§ nizké hodnoty zrychleni
meéreni neslo provést, protoze kyvadlo se kyva prili§ pomalu, takze rizné vlivy
okoli experiment znatelné rusi a vysledek by nebyl prikazny. (Tyk4 se méfeni
podél osy z blizka stiedu.)
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-600 m

20,18

21,57

19,74

20,12

20,09

19,06

20,30

20,01

20,38

20,32

-450 m

23,85

24,05

24,27

23,79

24,12

24,89

23,22

23,40

24,41

23,53

-300m

29,99

30,26

30,16

29,61

30,64

29,90

30,15

29,42

28,78

30,28

-150 m

42,37

41,88

41,19

41,88

42,13

41,87

41,91

41,73

42,39

41,75

150 m

42,59

40,91

41,16

41,82

41,44

41,19

42,38

40,90

42,09

41,18

300 m

31,23

31,78

31,55

30,64

30,47

30,75

31,29

31,45

31,35

31,68

450 m

24,74

25,75

25,28

26,49

24,80

25,25

25,29

25,71

25,45

25,28

600 m

21,50

22,44

21,42

21,61

21,79

21,56

21,91

21,92

21,32

21,25

750 m

19,61

20,63

20,59

19,69

19,85

19,02

19,84

20,20

19,96

19,40

900 m

17,91

18,15

18,73

18,00

18,77

17,63

17,65

17,28

17,83

18,57

Tabulka t4.1: Perioda T" pro nit dlouhou ! = 1 m, méfeno ve sméru osy =

—-900m

29,24

29,06

28,96

28,74

29,70

29,26

28,37

29,73

28,27

29,39

—750 m

31,14

31,90

30,95

31,60

32,39

31,85

32,21

31,72

32,01

32,38

—600m

36,47

36,11

36,55

36,33

35,33

35,17

35,64

36,02

35,08

35,12

—450m

41,07

41,44

40,84

41,79

41,16

41,50

41,49

41,01

41,05

41,41

—300m

51,54

51,58

52,44

49,97

50,98

50,85

51,61

51,43

51,32

51,69

300m

55,20

54,85

54,48

54,74

54,89

55,23

54,61

54,48

55,69

55,45

450 m

44,64

45,10

45,79

44,08

44,49

44,87

44,90

44,81

44,78

44,33

600 m

38,76

38,39

37.83

37,71

38,36

38,26

38,42

38,78

38,32

38,65

750 m

33,60

34,45

34,34

33,86

33,76

33,71

33,69

32,91

34,26

33,12

900 m

31,71

31,36

30,72

31,07

30,62

30,55

30,86

31,13

31,28

30,43

Tabulka t4.2: Perioda 7" pro nit dlouhou ! = 1 m, méfeno ve sméru osy z

Bétka ovsem pfi provedeni pokusu zjistila zajimavou véc — je—li méfeni pro-
vadéno podél osy x, neztistava kyvadlo v jedné roviné — naopak se stac¢i a trochu
mota. Staceni je ale témér neznatelné oproti kyvadlu zavésenému podél osy z,
takZe jsme mu nevénovali prili§ pozornost a periodu kyvadla normalné zmérili.
Nejlépe se méfilo kdyz rovina kyvu byla orientovana podél osy z, kulicka pak

nejlépe ,sedéla“ na dané draze.

U pokusii podél osy z je to slozitéjsi. At uz zavésime kyvadlo jakkoliv na-
todené, rovina kyvu se stdéi o (pfiblizné) konstantni dhel. Proto je méfeni
provedeno zkratka tak, ze se pocitaji periody a po deseti periodach je odecten
¢as, nehledé€ na to, Ze se kyvadlo mezitim stocilo. Zaroven uvadime dodatecné
méfeni stoceni roviny kyvu po deseti periodach.
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—600 m

14,08

15,11

14,51

14,42

14,80

14,50

14,26

13,61

14,36

14,86

—450m

17,31

17,07

16,79

17,13

16,86

17,21

17,30

17,73

16,68

16,43

—300m

20,69

21,23

21,18

21,32

21,53

21,27

21,57

22,34

20,44

20,47

—150 m

28,97

30,11

29,89

29,80

29,68

29,61

28,82

29,20

29,29

29,93

150m

29,79

29,04

29,30

30,17

29,51

29,00

29,65

29,60

29,05

29,68

300 m

21,73

21,80

22,18

21,96

20,14

21,92

22,04

21,97

22,13

21,03

450 m

18,31

17,21

17,14

18,17

17,92

17,74

17,57

17,63

18,05

19,39

600 m

15,51

15,30

15,46

14,66

15,25

15,03

15,59

16,22

14,76

15,79

750 m

13,66

13,82

13,44

14,22

13,75

13,52

14,34

13,96

13,81

13,43

900 m

13,04

12,60

12,78

12,17

12,53

12,81

12,48

12,03

12,73

12,91

Tabulka t4.3: Perioda T pro nit dlouhou [ = 1/2m, méfeno ve sméru osy

—900 m

21,43

20,42

20,72

20,45

21,17

20,17

20,36

20,72

20,93

20,54

—750 m

22.86

22,47

22,46

23,01

22,52

23,42

22,04

22,84

22,65

22,83

—600 m

24,86

25,74

25,53

25,11

25,01

25,81

25,27

25,78

25,24

25,04

—450m

28,72

28,95

29,80

29,25

29,22

29,07

29,37

29,56

28,41

29,02

—300m

36,59

36,88

35,69

36,19

36,26

36,73

37,21

35,29

36,14

35,84

300 m

38,66

38,61

39,12

38,72

38,20

38,05

37.86

39,28

39,45

38,86

450 m

31,70

31,40

32,46

31,38

31,74

32,40

31,80

31,87

31,75

32,05

600 m

27,85

28,71

26,56

27,35

28,16

27,12

27,28

27,04

27,79

27,73

750 m

23,29

23,85

23,52

23,76

24,06

24,31

24,40

23,38

23,08

23,77

900 m

22,11

22,66

22,12

21,48

22,21

20,70

21,82

22,06

22,12

21,72

Tabulka t4.4: Perioda T pro nit dlouhou { = 1/2m, méfeno ve sméru osy z

z[m] [—900|—750|—600|—450|—300| 300 | 450 | 600 | 750 | 900
01 [°] | —115|—128|—143| —165|—205| 219 | 180 | 154 | 133 | 124
wos[] | =82 | —91 | —100|—118|—144| 153 | 126 | 110 | 95 85

Tabulka t4.5: Uhel natoceni po 10 periodéch.

Hodnoty 4hli jsou méfeny kyvadly délky 1m (Ghel ¢1) a 0,5m (thel g 5)
na stejnych mistech jako jejich periody. Kladné znaménko znamena, Ze se rovina
kyvu staéi v kladném smyslu kolem sméru tchyt — kulicka. (Tj. kolem osy z je
smér vzdy stejny — zdporny.)




15

Obr. t4.1 — Kyvadlo na pocatku vychy- Obr. t4.2 — Kyvadlo na pocatku vychy-
lené ve sméru osy x. lené ve sméru osy thlu sevieného osami
T avy.

Obr. t4.3 — Kyvadlo na pocatku vychy-
lené ve sméru osy y.

Také jsme rovnou nechali Bétku nechat kyvadlo zavésené podél osy z vy-
kreslit obrazce kreslené kyvadlem do pisku, pro lepsi predstavu, jak staceni
probiha. Jsou vykresleny kyvadlem asi 500 m podél kladné osy z.

Ndméty na premysleni
Co zpusobuje staceni roviny kyvu kyvadel? Jaky je vztah hlu otoceni k pe-
riodé kyvadla a délce zavésu? Nevyskytuje se zde néjakd podeziela ,magicka
konstanta“? Ovliviiuje staceni néjak periodu kmitu oproti matematickému ky-
vadlu? Co umite usoudit z méfeni thlu stoceni kyvadla? Dala by se takto mérit
Aléina sila?

Vsimnéte si, ze Bét¢iny obrazce maji vzdy uprostied elipsu. Zkuste z uvede-
nych obrazkt usoudit, jestli jeji osy mifi vzdy v jednom sméru, nebo jestli zavisi
i na sméru pocatecni vychylky. Rovnéz si vsimnéte, jak vypadaji body obratu
kyvadla v bodech nejvétsi amplitudy. V bodech, kde bylo kyvadlo vypusténo
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jsou ostré, kdyz se kyvadlo stoc¢i kolmo na tento smér jsou oblejsi a kdyz se
kyvadlo vrati do pivodniho sméru, opét jsou ostré. Pfijdete na to, proc¢?
K jakému méfeni by se daly vyuzit nulové roviny, kde se zrychleni vyrusi?
Irigi € Mdra

Téma 5 — Deratizace

Do redakce dorazilo jediné feseni od Prof™ Alzbéty Pechové. Zabyvala se hned
nékolika druhy sklepeni a zaslala nam algoritmy na jejich deratizaci pomoci
zvoleného poctu krysait. Tvrdi, ze navrhovany pocet je nejmensi mozny, ale
nezaslala nam dtikazy a v alespon jednom pripadé se domnivame, Ze se autorka
myli. Tyto hypotézy zde zvefejniujeme pro inspiraci ostatnich badateli, s nadéji,
Ze je v brzké dobé nékdo dokaze (a my je budeme moci pfedat hammelnské
méstské radé), nebo vyvrati.

— mf¥izky o rozméru n x m: min(m,n) + 1 krysaii
Bez Gjmy na obecnosti 1ze predpokladat, ze n < m. Pouzijeme tedy
n + 1 krysari, ktefi deratizuji sklepeni tak, ze n z nich bude pro-
chézet m¥izkou rovnobézné, kazdy jednim z n Fadkd (resp. sloupcit)
miizky, zatimco zbyly jeden bude prubézné deratizovat sloupce (resp.
radky).
— sklepy bez cykla: pocet krysaii=maximalni pocet kiizovatek na
jedné cesteé.
Jeden vzdy ztistane stat na kfizovatce a ostatni postupné deratizuji
jednotlivé vétve.
— loukotové kolo: 4 krysafi pro kolo s n > 2 loukot&émi
Prvni krysaf bude celou dobu stat ve stfedu kola, druhy zderatizuje
cestu ze stfedu na obvod a tam zlistane stat. Tieti a ctvrty krysar
od druhého krysaie pokracuji spolecné po obvodu kola, na kazdé kii-
zovatce se tfeti zastavi, zatimco ¢tvrty zderatizuje cestu do stfedu.
Takto obejdou celé kolo az ke druhému krysafi.
Pro kolo s jednou loukoti zifejmé postaci dva krysafi, pro dvou louko-
tové kolo tii.
Autorka se také zabyvala uréovanim poc¢tu krysaiu pro sklep pod radnici,
toto téma ale zatim nechame zcela oteviené.
Tereza
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Konference Mlyn 2008

Prindsime vam dalsi prispévek z konference MEM Mlyn 2008, ktery nam zaslal
Bc™ Michal Husek. Ve své prdci se zaobiral riznymi zpisoby zjistovdni éisla
.

m na 100 zpGsobl
Be™ Michal Husek

Moje konfera na podzimnim soustfedéni byla o urceni ¢isla 7. Metody, které
jsem pouzil, budou popsany nize.
Cislo 7 mitizeme napiiklad uréit ze vztahu pro obvod kruhu:

0

o=21r =71 = o~ q°
Mizete si to zkusit i vy. Vezméte si néjaky provazek, pokud neméate provazek,
tkanicku od bot urcité mate. Zméfite si délku provazku nebo tkanicky, udélate
si kruh a zmérfite jeho primeér, a pak si muzete vypocitat 7.

Pomoci obsahti ¢tverce kruznici vepsané a opsané mtzeme odhadnout, ve
kterém intervalu lezi 7. Pro zjednodusSeni si zvolime, Ze polomér » = 1. Porov-
nanim obsahti ¢tverct se vztahem pro obsah kruhu, dostaneme, Ze 7 je mezi 2
a 4. Podobné muizeme postupovat u Sestitthelnikd a dostavame presnéjsi odhad
m, to je mezi 2,598 a 3,464.

K urceni 7 jsem pouzil vlastnosti mnohothelnikti. Zde jsem vyuzil obvodt
mnohothelniku vepsaného a opsaného. Nésledné jsem dostal tento vztah pro
hodnotu 27:

o o

< 2w < 2nr - tan ,
n 2n

2nr - sin

kde n je pocet stran mnohothelniku a 360°/(2n) je Ghel, ktery dostaneme, kdyz
mnohothelnik rozdélime na stejné rovnoramenné trojihelniky, ty rozptlime na
pravothlé trojihelnicky a v nich je to thel, ktery svird pfepona s odvésnou
blizsi stfedu kruhu.

Dalsi metoda je, ze si nakreslime pouze ¢tvrtkruh do soustavy soufadnic x,
y. Tento ¢tvrtkruh je popsén funkci y = v/r2 — 22. Do néj mlizeme vepisovat
obdélnicky, tato metoda urceni 7 je, ale 100x horsi nez metoda, pfi které se
obdélniky konstruuji tak, aby ¢ast byla vné a ¢ast uvniti ¢tvrtkruhu. Pocditac¢
urcil 7 spravné na 10 desetinnych mist pii 1 000 000 000 pokusti. Tento vysledek
muzeme srovnat i s metodou Monte Carlo, kterd urcuje pravdépodobnost, kdyz
méame kruh vepsany ¢tverci a budeme st¥ilet do ¢tverce pistoli, Ze se trefime do
kruhu. Pravdépodobnost je m/4. Pocita¢ u této metody napsal = spravné na 4
desetinnd mista pri 100000000 pokust.

Také si mtizete zkusit udélat néjaky experiment — napiiklad pomoci homo-
genni jehly, kterou hazite na papir, na kterém jsou tuzkou narysovany rovno-
bézné linky a pro zjednoduseni jsou od sebe vzdaleny stejné jako je délka jehly.
A pocitate pomér vSech pokust a pripadd, kdy jehla protla ¢aru. Tento pokus
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se nazyva Buffonova jehla a je pojmenovany podle hrabéte Buffona. Pravdépo-
dobnost, ze jehla protne linku, je rovna 7/2. Pfi mych 20 pokusech jehla protla
nékterou z ¢ar 13x. A 7 mi vyslo, Ze je 3,0769.

Dalsi pokus muzete provést s valcem. Nékdo uz zméril objem valce a udélal
na ném C¢ary oznacujici objem. Zmérite si vysku mezi 2 ¢arami, dale vnitini
prameér valce, ten vydélite 2 a ziskavate polomér. Nyni vyuzijete vzorce

V=m?v=>r= -
r2v

Mé¢ hodnoty byly: d = 14,7mm, r = 7,35mm, v = 1158mm, V = 20ml =
= 20 cm?® = 20000 mm?3. Pro 7 jsem ziskal hodnotu 3,197.

Nejpresnéjsi z metod byla ta, pii které se ¢tvrtkruh rozdélil na obdélniky,
které ¢astecné presahovaly ¢tvrtkruh. Na druhou stranu, nez se pocita¢ dostane
k ¢islu 1000000000, chvili mu to trva, proto bude mozné rychlejsi si zmétit
provazek.

Sloupecek Y _; ve vysledkové listiné je soucet vSech bodt ziskanych v nasem
seminéfi, ), je soucet bodii v aktualni sérii a ), soucet vSech bodii v tomto
ro¢niku. Sloupecek ,,+“ znaci bonusové body udélované podle roéniku a souc¢tu
bodt za tlohy.

Tituly uvedené v pfedchozim textu slouzi pouze pro ucely M&M.



B XV/4 19
Vysledkova listina
Ulohy
Pofr. | Jméno > _1lrl r2 r3 r4 t1 t3 t4 t5 k + |20 21
1. | Dr™ Josef Tkadlec 63 10 7 15 32 32
2. | Mgr™ Stépan Simsa 311 0 2 5 0 31
3. | Dr™ Toméas Kubelka 571 3 1 2 2 30
4. | Mgr™ Filip Stédronsky 26 2 0 26
5. | Prof" Alzbéta Pechova 2060 1 0 4 2 3 8 0| 18 25
6. | Mgr™ Eliska Nekvapilova 44 22
7.| Dr™ Jakub Téopfer 55 20
8. | Bc™ Zuzana Docekalova 19 19
9. | Bc™ Michal Husek 6] 1 0 1 1 4 0 7 16
10-11. | Dr'™ Tomas Bartonék 55| 1 0 2 2 0 5 14
Mgr™ Lukas Zavtel 48| 3 0 2 0of 5 14
12. | Dr'™ Jakub Klemsa 51 2 0 7 13
13-14. | Doc™ Petr Pecha 132 0 2 0 4 10
Dr™ Alena Busakova 57| 2 1 3 1] 10 10
15-17. | Dr™ Miroslav Koblizek 52 9
Dr"™ Alzbéta Prokopova 52 9
Filip Hl4sek 9| 3 2 0 9
18-19. | Vojtéch Milos 8| 3 2 0 8
Barbora Smidova 8 8
20-24. | Dr™ Miroslav Klimos 60 7
Mgr™ Jan Varnhara 33 7
Mgr'™ Jitka Novotna 32 7
Mgr'™ Hana Bilkova 34 2 0 2 7
Alena Juraskova 7 1 2 1 4 7
25-28. | Dr'™ Ladislav Baco 891 3 1 2 0 6 6
Bc™ Martina Vavackova 11 [§
Vojtéch Dziewicki 6 [§
Pavel Novotny 6| 0 2 0 2 6
29. | Anna Chejnovska 5 1 0 1 5
30-33. | Mgr™ Peter Smolarik 28| 3 1 0 4 4
Bc™ Zuzana Tereskova 18 1 0 1 4
Martina Bekrova 41 0 0 3 4
Tereza Zabojnikova 4 4
34-35. | Pavel Kratochvil 3 3
Libor Plucnar 3 3
36. | Barbora Bshmova 20 0 O 0 2
37. | Michaela Kochmanova 0] 0 O 0 0
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