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Milé kamarádky a kamarádi,
vracíme se k vám i v novém roce. Přejeme vám do něj vše nejlepší a doufáme,
že nám i letos zachováte přízeň. Připravili jsme proto pro vás tradičně několik
nových úloh.
Stejně jako se vám blíží pololetní vysvědčení, blíží se i nám zkoušky. Proto

jsme termín odeslání úloh posunuli až na březen. A tak máte jednu z posledních
možností jak získat body a zajistit si tak účast na jarním soustředění.

Redakce�

Zadání úloh
Úloha 4.1 – GeoMag (4b)

Riki dostal pod stromeček stavebnici GeoMag. Tato stavebnice funguje na prin-
cipu magnetismu. Základem jsou zmagnetizované tyčky, ke kterým je možno
díky magnetickým silám přichytit malé kuličky.
Z této stavebnice je tak možné sestavit nejrůznější tělesa. Riki začal tím, že

postavil čtverec. Ovšem tento čtverec není moc stabilní, neboť pokud na něj jen
trochu zatlačí, tak se zdeformuje na kosočtverec. Jak by měl Riki postupovat,
aby dostal stabilní čtverec?
Zdá se, že řešení by mohlo být snadné – Riki postaví oktaedr, a čtverec se už

nebude deformovat. Oktaedr však zabere spoustu prostoru. Proto se pokuste
vymyslet konstrukci, která by byla v ploše. A zkuste k tomu použít co nejméně
tyček.
Reálnou tloušťku tyček a kuliček neuvažujte. Tyčky si zidealizujte jako

úsečky a kuličky jako body.
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Úloha 4.2 – Není válec jako válec (3b)

Správce královské pokladnice se rozhodl, že si trochu přilepší k platu. Zalíbil
se mu zlatý válec o průměru d = 10 cm a délce l = 30 cm. Aby se na krádež
nepřišlo, rozhodl se, že vyrobí stejně veliký válec z mědi, kterým nahradí ten
chybějící.
Měď má ovšem menší hustotu než zlato. Správci se podařil sehnat kus iridia,

které je těžší než zlato. Trápí ho však jedna věc. Pokud by pouze obalil iridium
mědí, měl by jeho válec jiný moment setrvačnosti než válec z čistého zlata.
A to by bylo nápadné. Poradíte správci, jak by měl válec vyrobit tak, aby na
povrchu byla vrstvička mědi a válec měl správný moment setrvačnosti?

Úloha 4.3 – Kámen, nůžky, papír, ještěrka. . . (3b)

MatFyzáci Adam a Bohouš se nemohli rozhodnout, kam půjdou na oběd. A tak
se rozhodli, že si „střihnouÿ. Ovšem hrát klasický kámen, nůžky, papír jim přišlo
málo zajímavé. Proto se dohodli, že přidají další symboly.
Původní kámen, nůžky, papír má tu vlastnost, že všechny symboly jsou

stejně výhodné. Dále platí, že mezi žádnými dvěma symboly nenastává remíza.
Adam s Bohoušem by rádi věděli, kolik symbolů mohou přidat, aby se tyto
vlastnosti zachovaly.
Své tvrzení nezapomeňte dokázat.

Úloha 4.4 – Skořápky (2b)

Znáte hru skořápky? Je to jednoduché, pod jednu skořápku se dá čokoláda a
skořápky se pak zamíchají. Vaším úkolem je pak uhádnout, pod kterou skořáp-
kou se čokoláda skrývá. Nemáte šanci sledovat míchání, proto je vaší jedinou
možností náhodně zvolit jednu ze tří možností.
Představte si, že jste si vybrali jednu ze tří možností. Skořápkář pak odhalil

jinou skořápku a ukázal, že tam čokoláda není, a dal vám možnost změnit váš
tip. Je pro vás výhodné svůj tip změnit?
Pokud si nevíte rady, zkuste se zamyslet nad případem, kdy hrajete se 42

skořápkami a po vašem tipu je odhaleno 40 skořápek, pod kterými nic není.
Jaké jsou vaše šance v tomto případě?

Řešení úloh

Úloha 2.1 – Poštovní holub (3b)

Zadání:
Na rovné železniční trati se porouchalo zabezpečovací zařízení, takže strojvedoucí dvou pro-
tijedoucích vlaků se rozhodli posílat si informace pomocí poštovního holuba. Ten vyletí od
vlaku A přímo k vlaku B jedoucímu v protisměru na vedlejší koleji. Jakmile k němu doletí,
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otočí se (v nulovém čase) a letí se zprávou zas zpět. U vlaku A se opět otočí a takto létá dokud
se vlaky neminou.
Vzhledem ke stále foukajícímu větru letí ve směru od vlaku A k vlaku B rychlostí 100 km/h,

ale od vlaku B k vlaku A letí proti větru rychlostí pouze 60 km/h. Platné drážní předpisy ome-
zují maximální rychlost při použití holubího zabezpečovacího zařízení a tak jede vlak A stá-
lou rychlostí 30 km/h a vlak B rychlostí pouze 25 km/h. Ve chvíli, kdy holub poprvé odlétl od
vlaku A byly od sebe vlaky vzdáleny 20 km. Kolik kilometrů nalétá holub, než se vlaky minou?

Řešení:
Tuto úlohu lze řešit a vyřešit „hrubou silou“ sečtením nekonečné řady, která se
v zadání přímo nabízí. To je ale postup složitý, nenápaditý a vcelku nezajímavý,
a proto se ve vzorovém řešení neobjeví. Zájemci si jej mohou zkusit sami, pokud
tak již neučinili při psaní řešení.
Teď tedy slibovaný pěkný postup. Holub po celou dobu letí jedním ze dvou

možných směrů. Na všech přeletech od vlaku A k vlaku B strávil dohromady
čas t1. Na všech přeletech od vlaku B k vlaku A pak dohromady čas t2. Součet
těchto časů je doba t, která uplyne, než se vlaky setkají:

t = t1 + t2 =
d

vA + vB
,

kde d je počáteční vzdálenost vlaků; vA a vB jsou rychlosti vlaků.
Holub letí dohromady čas t1 rychlostí v1 ve směru pohybu vlaku A a čas t2

letí naopak rychlostí v2 proti směru pohybu vlaku A. Nakonec, po uplynutí času
t, doletí do místa vzdáleného t1v1−t2v2 od počáteční polohy vlaku A. Ze zadání
víme, že vlak A se musí v tomto okamžiku nacházet na stejném místě (stejně
tak i vlak B, ale ten nás teď nezajímá), tedy musí platit tvA = t1v1 − t2v2.
Z toho můžeme vyjádřit t1:

t1v1 − tv2 + t1v2 = tvA ; t1 =
vA + v2
v1 + v2

t .

Holub sám uletí dráhu t1v1 + t2v2, což je t1(v1 − v2) + tv2.
Po dosazení konkrétních hodnot máme t = (4/11) h a t1 = (9/44) h. Celková

dráha, kterou holub uletí je 30 km.
Marble

Úloha 2.2 – Odporný odpor vzduchu (3b)

Zadání:
Marble ví, že pokud na svém kole šlape do pedálů s výkonem 200W, jede po rovině a za bezvětří
rychlostí přesně 30 km/h. Jakou rychlostí pojede, pokud nezmění svůj výkon, ale bude foukat
protivítr o rychlosti 4m/s? Na jakou hodnotu by musel zvýšit svůj výkon, aby udržel původní
rychlost 30 km/h? Také by jej zajímalo, jak silný vítr by mu musel foukat do zad, aby při šlapání
svým maximálním výkonem 300W dosáhl rychlosti 50 km/h. Spočítáte mu to?

Řešení:
Fyziku schovanou v této úloze jde rozdělit na několik částí. Nejprve probereme,
jak je to s výkonem. Pokud cyklista jede konstantní rychlostí, spotřebová veš-
kerý výkon na překonání odporových sil. Při stálé rychlosti je tento výkon rovný
součinu síly a rychlosti cyklisty, jak plyne přímo z definice práce a výkonu.
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Dále vyřešíme, jaké odporové síly tu působí. Už formulace zadání napovídá,
že půjde především o odpor vzduchu. Přesto existují i další odporové síly (valivé
tření kol, tření v ložiskách, řetězu a podobné). Pokud je chceme zanedbat, měli
bychom to nějak zdůvodnit.
Odporové síly mimo odporu vzduchu jsou v prvním přiblížení nezávislé na

rychlosti, měly by tedy působit zhruba stejně při pomalé i rychlé jízdě. Udělejme
si v myšlenkách následující pokus: Máme kolo s přehazovačkou, rovnou silnici
a bezvětří. Nejprve zařadíme dostatečně těžký převod, abychom při rozumné
frekvenci šlapání dosáhli rychlosti 30 km/h. Zapamatujeme si sílu, kterou jsme
museli působit na pedály. Teď se rozjedeme znovu, budeme šlapat stejnou frek-
vencí, ale zařadíme nejlehčí převod. Jedeme kupředu rychlostí několikrát nižší
a síla, kterou působíme na pedály, klesla velmi výrazně. Pokud jste někdy jeli
na kole, budete pravděpodobně souhlasit, že o dva řády není přehnané tvrzení.
Protože jsme nezměnili frekvenci šlapání, klesl námi dodávaný výkon úměrně
poklesu síly. Pokud by byly odporové síly nezávislé na rychlosti, klesne jejich
výkon úměrně poklesu rychlosti kola, v našem konkrétním případě třeba šest-
krát (z 30 km/h na 5 km/h). Jenže výkon, který dodáváme my, poklesl mnohem
více. Většinu odporu při rychlosti kolem 30 km/h musí tedy tvořit síla závislá
na rychlosti, odpor vzduchu. Vliv dalších sil bude řádově nižší.
Zdůvodnění je sice jen přibližné a opírá se o subjektivní zkušenosti, nicméně

pro naše účely dostačuje. K přesnější analýze by bylo potřeba operovat s typem
kola, velikostí cyklisty, nahuštěním kol a s podobnými věcmi. Zájemce odkazuji
na pěknou stránku http://www.kreuzotter.de/english/espeed.htm.
Tím jsme omezili zkoumaný problém na odpor vzduchu. K jeho vyjádření

nám bude stačit nejjednodušší přiblížení, které říká, že odporová síla je úměrná
druhé mocnině rychlosti a konstanta úměrnosti, která závisí na hustotě vzdu-
chu, čelní ploše a tvaru, se s rychlostí nemění:

Fo = kv2 (r2.2.1)

V tuto chvíli zbývají konkrétní otázky ze zadání. Z první informace o stálé
rychlosti 30 km/h při výkonu 200W můžeme odhadnout koeficient odporové
síly. Z uvedených dvou hodnot vychází síla pohánějící kolo, a tedy i odporová
síla 24N. Koeficient odporu vzduchu získáme podělením čtvercem rychlosti a
vychází k = 0,35 kg/m.
Protivítr o rychlosti w zvýší odporovou sílu na hodnotu Fo = k (v + w)2,

kde v je rychlost cyklisty vůči silnici. Upravíme na výraz pro výkon potřebný
k vyrovnání této síly

P = kv (v + w)2 . (r2.2.2)

Při známém výkonu je hledaná rychlost kořenem rovnice

v3 + 2wv2 + w2v −
P

k
= 0 . (r2.2.3)
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Tuto rovnici je možné rovnou vyřešit1, ale výpočet je relativně složitý. Mů-
žeme místo toho využít, že už z povahy fyzikálních zanedbání nemá smysl
hledat početně přesné řešení. Z rovnice (r2.2.2) je vidět, že rychlost jízdy určitě
nebude snížena o víc, než je rychlost protivětru. Spočteme podle (r2.2.2) výkon
potřebný k jízdě rychlostí o 2m/s (polovina rychlosti větru) nižší než původ-
ních 30 km/h. Vyjde 237W. Rychlost jízdy tedy bude ve skutečnosti snížena
více. Zkusme opět polovinu zbylého intervalu, snížení o 3m/s. Vychází výkon
163W. Hledáme proto v intervalu zpomalení mezi 2 a 3m/s. Polovina intervalu
vede na výkon 197W, a zpomalení je menší než 2,5m/s. Naposledy rozpůlíme
interval a potřebný výkon 216W nás ujistí, že hledané zpomalení je mezi 2,25 a
2,5m/s. To je přibližně 9 km/h a rychlost jízdy proti větru bude jen 21 km/h.
Pro udržení původní rychlosti by bylo potřeba šlapat do pedálů s výko-

nem 440W, jak ihned plyne z (r2.2.2). To je hodně výrazný nárůst2, a podle
informací v zadání Marble takovouto rychlostí proti větru ani dlouhodobě jet
nezvládne.
Výkon potřebný pro udržení rychlosti jízdy v s větrem o rychlosti w v zádech

je analogicky předchozímu

P = kv (v − w)2 . (r2.2.4)

Z toho vyjádříme potřebnou rychlost větru w = v−
√

P/kv, po dosazení výkonu
300W a rychlosti 50 km/h vyjde vcelku nízká rychlost větru 6m/s.

Marble

Úloha 2.3 – Správy o mojej smrti boli
značně prehnané. (5b)

Zadání:
V bani ležiacej v bode A došlo k závalu. Prvé správy, ktoré z bane vyrazia hovoria o stovkách
zavalených a šíria sa rovnomerne do okolia rýchlosťou va. V čase τ (to už o nehode vedia
v celom kruhu o polomere vaτ so stredom v bode A) sa baníci v bode B (vzdialenom r od
bodu A) vyhrabú na povrch. Správa o tom, že sa zachránili sa začne šíriť z bodu B do okolia
rýchlosťou vb. Tam, kde ako prvá dorazí správa o katastrofe z bodu A, vyvesia čierne zástavy.
Tam, kde ako prvá dorazí správa o záchrane z bodu B, už žiadne zástavy vyvesovať nebudú
(vedia už predsa, že baníci sú v poriadku).
Vašou úlohou je popísať tvar územia, na ktorom čierne zástavy stihli vyvesiť (teda kam

ako prvá dorazila správa z bodu A). Pre zjednodušenie môžete vyriešiť konkrétny prípad, kde
r = 3 km, va = 0,5 km/h, vb = 1 km/h a τ = 10 h (keď zvolíte prevod km → cm, mohlo
by sa riešenie vôjsť na A4). Obecné riešenie má ale oveľa vyššiu cenu. Ak naviac budeme
predpokladať, že z miest, kde ako prvá dorazila správa o záchrane už správu o katastrofe ďalej
nepošlú, bude možno stačiť vyslať správu o záchrane iba do časti uhla (teda do výseku a nie

1 Návod na řešení kubických rovnic můžete najít v různých sbírkách mate-
matických vzorců, anebo porůznu na webu, například na stránkách wikipedie:
http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic equation.
2 Rychlost 4m/s je jen slabý vítr.
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do celého kruhu). Zaujíma nás – samozrejme – aký minimálny výsek stačí a pre aké hodnoty
konštánt má táto úloha zmysel.

Řešení:
Položme bod A do súradníc (0, 0), bod B do súradníc (r, 0). Kružnica so stre-
dom v bode A a polomerom vat má rovnicu

x2 + y2 = v2at2 , (r2.3.1)

kružnica so stredom v bode B a polomerom vb(t − τ) zas

(x − r)2 + y2 = v2b (t − τ)2 . (r2.3.2)

Keďže hľadáme nejaké pekné vyjadrenie krivky (napríklad parametrické), vy-
jadríme z rovnice (r2.3.1) y2, dosadíme do rovnice (r2.3.2) a po jednoduchej
úprave dostávame

x =
r2 − v2b (t − τ)2 + v2at2

2r
. (r2.3.3)

Dosadením tohto výsledku do vzťahu pre jednu z kružníc a úpravou dostaneme
aj vzťah pre hodnotu súradnice y

y =

√

4r2v2at2 − (r2 − v2b (t − τ)2 + v2at2)2

2r
. (r2.3.4)

K tomuto výsledku dospel každý, kto sa aspoň trochu snažil a čo-to už o ana-
lytickej geometrii počul.
Týmmáme krivku popísanú pomocou parametra t. Ak chceme dôjsť k expli-

citnému vyjadreniu krivky, vyjadríme t z jednej z rovníc (r2.3.3) alebo (r2.3.4).
Nech pre jednoduchosť vyjadrujeme t z rovnice (r2.3.3), potom dostaneme
t = t(x):

t(x) =
−v2bτ2 ±

√

v2av2b τ2 + (v2a − v2b )(2rx − r2)
v2a − v2b

. (r2.3.5)

Teraz stačí takto vyjadrený čas dosadiť do (r2.3.4) a dostaneme explicitné vy-
jadrenie tejto krivky. Otázkou je, ktoré z dvoch znamienok v (r2.3.5) je správne.
Je zrejmé, že pokiaľ va > vb, dobré správy nikdy nedobehú zlé (jedinou šan-
cou pre dobré správy je pokryť zdroj zlých správ ešte predtým, ako sa tieto
začnú šíriť, teda τ musí mať zápornú hodnotu). Preto uvažujme vb > va (tým
dostaneme uzavretú krivku). Vďaka tejto voľbe va a vb je menovateľ (r2.3.5) zá-
porný. Aby sme dostali kladný celkový čas (riešenie so záporným časom, alebo
menším z kladných časov je dôsledkom toho, že sa všetky členy v (r2.3.1) a
(r2.3.2) vyskytujú iba v druhých mocninách a teda sa kružnice šíria do zápor-
ného času rovnako dobre ako do kladného), zvolíme teda aj pred odmocninou
záporné znamienko. Teraz už „nie je najmenší problémÿ dosadiť (r2.3.5) do
(r2.3.4) a výsledok upraviť na explicitnú rovnicu krivky. Úvodzovky sú však
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na mieste, pretože vyjadrovanie takýchto vzorcov sa nehodí snaď ani na dlhé
zimné večery.
Pre zjednodušenie položme va = vb = 1. Vzťahy (r2.3.3) a (r2.3.4) sa takto

zjednodušia na:

x(t) =
r2 − τ2 + 2tτ

2r
,

y(t) =

√

4r2t2 − (r2 − τ2 + 2tτ)2

2r
.

(r2.3.6)

Dôležitejšie ale je, že čas sa vo vzťahu pre x(t) vyskytuje iba v prvej moc-
nine a tak jeho vyjadrenie nie je problém. Dosadením do y(t) z (r2.3.6) takto
dostávame explicitnú rovnicu:

4(τ2 − r2)x2 + 4τ2y2 + 4r(r2 − τ2)x+ (r2 − τ2)2 = 0 . (r2.3.7)

Toto je rovnica krivky 2. stupňa – bude sa teda jednať o nejakú kužeľosečku!
Rozhodujúce pre určenie typu kužeľosečky sú koeficienty pred členmi x2 (a),
y2 (b) a xy (c), teda pred členmi druhého rádu. Druh kužeľosečky určíme podľa
hodnoty D = c2 − 4ab (kde v našom prípade a = 4(τ2 − r2), b = 4τ2 a c = 0).
Máme teda D = −64τ2(τ2−r2).3 Ak je D < 0, teda v našom prípade τ2v2a > r2

(a ak pokladáme časy, rýchlosti a vzdialenosti za kladné, tak aj τva > r),4 alebo
ak je čas τ menší ako 0 a τva < −r,5 bude výsledkom prázdna množina. Ak je
D = 0, teda τva = r, je hľadaným výsledkom polpriamka vychádzajúca z bodu
B v smere kladnej osi x. V prípade, že D > 0, alebo τva < r,6 je krivkou
hyperbola. Pokiaľ si rovnicu kužeľosečky (r2.3.6) upravíme na nasledujúci tvar
(znovu píšeme aj hodnotu rýchlosti va):

4(v2aτ2 − r2)
(

x −
r

2

)2

+ 4v2aτ2y2 = v2aτ2(v2aτ2 − r2) , (r2.3.8)

vidíme, že stred tejto hyperboly bude vždy uprostred medzi bodmi A a B.
Zámerne vynechávame prípad, keď by sa nule rovnalo τ2. Dosaďme totiž

tento predpoklad do (r2.3.6):

x(t) =
r

2
,

y(t) =

√
r2 + 4t2

4
,

(r2.3.9)

3 Pozn. red.: Ak sa niektorému prítomnému fyzikovi nezdajú jednotky, nech

si spomenie, že sa tam niekde ešte potuluje rýchlosť va.
4 Pozn. red.: Inak povedané: Zlá správa už prefrčala miestom, kde sa baníci

vyhrabú.
5 Pozn. red.: Teda dobrá správa prešla miestom odkiaľ začnú hlásiť zával skôr

ako ho začali hlásiť.
6 Pozn. red.: Zlá správa nestihne doraziť k miestu, kde sa baníci vyhrabú.



8

a dostaneme výsledok, kde x na čase vôbec nezávisí! Výsledkom je teda priamka
rovnobežná s osou y uprostred medzi bodmi A a B. K tomuto výsledku dospel
jedine Doc.MM Petr Pecha, ostatne nikto iný sa podrobne špeciálnymi prípadmi
nezaoberal.
Dr.MM Jakub Klemsa v riešení použil zaujímavú metódu: Čas t nahradil sú-

radnicou z. Tým dostal jasnú predstavu, čo hľadá – priesečnicu dvoch kužeľov
s rovnobežnými osami (jej priemet do roviny z = 0).
Pozrime sa ešte na podúlohu o minimálnom výseku. Je zrejmé, že táto úloha

má zmysel len v prípade, že vaτ < r a vb > va. Pracujme v hornej polrovine
– situácia je symetrická podľa osi x. Tangens uhlu je rovný pomeru y/(x − r)
(pozeráme sa z bodu B). Keďže tangens uhlu je v intervale (−π/2, π/2) prostý
a rastúci, bude uhol dosahovať maximálnu hodnotu tam, kde jeho tangens.
Hľadanie maxima, to je úloha pre deriváciu. A tak derivujeme tangens podľa
času a hľadáme, kde dostaneme nulu. No ale dosaďme do vzťahu pre tangens
tanα = y/(x − r) z (r2.3.3) a (r2.3.4). Zisťujeme, že derivujeme zlomok nad
mieru nepríjemný, a že, hoc sa obmädzíme na vynulovanie čitateľa, dostávame
polynóm piateho stupňa. Tu teda úlohu prenecháme nejakému znudenému po-
čítaču.
Čo ale v prípade, že va = vb? Za istých okolností dostávame hyperbolu a tá

má asymptoty (teda priamky ku ktorým sa jej ramená blížia s rastúcou vzdia-
lenosťou od vrcholu). Kde leží stred hyperboly sme si ukázali vzorcom (r2.3.8),
je to bod (r/2 , 0). Asymptota je priamka, prechádzajúca týmto stredom a ma-
júca rovnakú smernicu, ako hyperbola v nekonečne. To znamená, že hľadáme
(vieme, že x = k ·t teda, že keď pošleme do nekonečna x, posielame tam zároveň
t):

lim
t→∞

(

y(t)
x(t)− r

2

)

=

√

r2

v2aτ2
− 1 . (r2.3.10)

Rovnica príslušnej priamky je

y =

√

r2

v2aτ2
− 1

(

x −
r

2

)

, (r2.3.11)

a spočítať zo smernice (r2.3.10) uhol dokáže každý – stačí zobrať

α = 360 ◦ − 2 arctan

√

r2

v2aτ2
− 1 . (r2.3.12)

Od 360 ◦ odpočítavme, lebo v tomto prípade hľadáme vonkajší uhol (musíme
pokryť celý priestor okrem toho medzi asymptotami).
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A B

Obr. r2.3.1 – Úloha zo zadania s prevodom km→ 0,5 cm.

Obr. r2.3.2 – Úloha s malým rozdielom medzi rýchlosťami.
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x

y A

B

stred

Obr. r2.3.3 – Príklad hyperboly aj s asymptotami.
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Na obrázku r2.3.1 vidíme jednak výslednú krivku (hrubou čiarou), úseky
kružníc (tenké čierne čiary), celé kružnice v čase t = 18 h a kružnicu spája-
júcu krajné hodnoty výslednej krivky na x-ovej osi pre porovnanie s výslednou
krivkou (všetky tri kružnice sivé). Na obrázku r2.3.2 vidíme časť krivky s modi-
fikovaným zadaním: va = 0,20 km · h−1, vb = 0,25 km · h−1, r = 3km a τ = 6h.
Napokon na obrázku r2.3.3 vidíme hraničnú hyperbolu aj s asymptotami a
úsekmi kružníc pre zadanie: va = vb = 1km · h−1, r = 3km, τ = 2,4 h. Tento
obrázok je kôli rozmeru stránky otočený o 90 ◦.

Jeffer

Úloha 2.4 – Věž z mincí (2b)

Zadání:
Riki si šel koupit čokoládu za 42Kč. Připravil si dvě desetikoruny, čtyři pětikoruny a jednu
dvoukorunu a postavil se do fronty k pokladně. Jak tak čekal, všiml si zajímavé věci. Pokud
k sobě přiložil dvě mince nejbližší hodnoty (např. pětikorunu a desetikorunu nebo pětikorunu a
dvoukorunu), mince do sebe díky vyvýšenému okraji zapadly. A tak Riki sestavil věž z mincí,
tak, že na sebe postupně kladl pětikorunu, desetikorunu, pětikorunu, desetikorunu, pětikorunu,
dvoukorunu a pětikorunu.
Paní prodavačka si sice elegantního způsobu platby nevšimla, ale Rikiho by zajímalo, zda

je možné podobně elegantně zaplatit libovolnou částku.

Řešení:
Jak si někteří z vás bystře všimli, v zadání se nehovořilo nic o počtu mincí, které
byste měli použít. Proč tedy nepoužívat pouze koruny a dvoukoruny? Pokud
postavíme korunu na dvoukorunu, dostaneme „základní stavební prvekÿ. Má
hodnotu 3 a jednotlivé základní stavební prvky na sebe můžeme pokládat. Jak
tedy zaplatit obecnou částku N?
Snadno, pokud je N dělitelné třemi (N mod 3 = 0), tak budeme na sebe

postupně pokládat základní stavební prvky až do té doby, než dostaneme po-
žadovanou hodnotu.
Pokud N mod 3 = 1 tak budeme postupovat obdobně. Řešíme podobný

problém jako v předchozím případě. Pouze musíme navíc v okamžiku, kdy jsme
dosáhli největšího násobku tří, který je menší než N , položit na věž korunu.
Zbývá nám případ, kdy N mod 3 = 2. Ale to je přeci velmi snadné. Stačí

začít stavět na dvoukoruně a požadované hodnoty určitě dosáhneme.
Tím jsme vyčerpali všechny možnosti. Můžeme tedy zaplatit všechny částky,

i když nevím, jak by se v obchodě dívali na to, kdyby někdo platil 42 korun
pomocí dvaceti osmi mincí.

(R)adim
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Řešení témat

Téma 4 – Divný svět

Měření g pomocí kyvadla
Prof.MMAlžběta Pechová

Popis experimentu

Navrhla bych experiment k měření tíhového zrychlení pomocí kyvadla.
To vyrobím z provázku a menší hmotnější kuličky (tím pak mohu zanedbat

jeho rozměry nebo moment setrvačnosti), kterou budu považovat za hmotný
bod. Kyvadlo upevním na dané místo, malou počáteční výchylkou ho uvedu
do kmitavého pohybu, pak změřím periodu kmitu T . Periodu budu měřit na
hodinkách, předpokládám přesnost na sekundy. Proto budu měřit čas deseti
period a jednu periodu poté vypočítám.
Měření budu opakovat na různých místech, vždy se stejnou délkou závěsu,

protože mne zajímá hlavně jak se gravitační zrychlení mění a ne jeho přesná
velikost, mohu měřit jen poměr doby kmitu (čímž se vyhnu nepřesnostem kvůli
délce závěsu). Pro kontrolu bych provedla veškerá měření ještě jednou s polo-
vičním závěsem (opět nepotřebuji znát přesnou délku závěsu, vím, že je l/2).
Měření bych provedla na ose x a na ose z na několika místech (např. 10) po-

kud možno rovnoměrně (nevím, jestli to umožňuje terén). Poté mohu orientačně
určit i hodnotu gravitačního zrychlení. Naměřím si metrový závěs (předpoklá-
dám, že je k dispozici metr), počítám s odchylkou ±1mm.
Pro periodu kmitu kyvadla platí:

T = 2π

√

l

g
⇒ g =

4π2l
T 2

Gravitační zrychlení g je nepřímo úměrné druhé mocnině periody T .

Výsledky měření

Následují výsledky Bětčina měření. Vzdálenost podél os je odhadnutá, délky
závěsu jsou 1m a 0, 5m a měří se deset period. Kyvadlo sestává z ocelové
kuličky a tenké nitě. Je upevněno na trojnožce, kterou bylo, zvláště v místech
s nízkým zrychlením, potřeba řádně upevnit. Pro příliš nízké hodnoty zrychlení
měření nešlo provést, protože kyvadlo se kývá příliš pomalu, takže různé vlivy
okolí experiment znatelně ruší a výsledek by nebyl průkazný. (Týká se měření
podél osy z blízká středu.)
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-600m 20,18 21,57 19,74 20,12 20,09 19,06 20,30 20,01 20,38 20,32

-450m 23,85 24,05 24,27 23,79 24,12 24,89 23,22 23,40 24,41 23,53

-300m 29,99 30,26 30,16 29,61 30,64 29,90 30,15 29,42 28,78 30,28

-150m 42,37 41,88 41,19 41,88 42,13 41,87 41,91 41,73 42,39 41,75

150m 42,59 40,91 41,16 41,82 41,44 41,19 42,38 40,90 42,09 41,18

300m 31,23 31,78 31,55 30,64 30,47 30,75 31,29 31,45 31,35 31,68

450m 24,74 25,75 25,28 26,49 24,80 25,25 25,29 25,71 25,45 25,28

600m 21,50 22,44 21,42 21,61 21,79 21,56 21,91 21,92 21,32 21,25

750m 19,61 20,63 20,59 19,69 19,85 19,02 19,84 20,20 19,96 19,40

900m 17,91 18,15 18,73 18,00 18,77 17,63 17,65 17,28 17,83 18,57

Tabulka t4.1: Perioda T pro nit dlouhou l = 1m, měřeno ve směru osy x

−900m 29,24 29,06 28,96 28,74 29,70 29,26 28,37 29,73 28,27 29,39

−750m 31,14 31,90 30,95 31,60 32,39 31,85 32,21 31,72 32,01 32,38

−600m 36,47 36,11 36,55 36,33 35,33 35,17 35,64 36,02 35,98 35,12

−450m 41,07 41,44 40,84 41,79 41,16 41,50 41,49 41,01 41,05 41,41

−300m 51,54 51,58 52,44 49,97 50,98 50,85 51,61 51,43 51,32 51,69

300m 55,20 54,85 54,48 54,74 54,89 55,23 54,61 54,48 55,69 55,45

450m 44,64 45,10 45,79 44,08 44,49 44,87 44,90 44,81 44,78 44,33

600m 38,76 38,39 37,83 37,71 38,36 38,26 38,42 38,78 38,32 38,65

750m 33,60 34,45 34,34 33,86 33,76 33,71 33,69 32,91 34,26 33,12

900m 31,71 31,36 30,72 31,07 30,62 30,55 30,86 31,13 31,28 30,43

Tabulka t4.2: Perioda T pro nit dlouhou l = 1m, měřeno ve směru osy z

Bětka ovšem při provedení pokusu zjistila zajímavou věc – je–li měření pro-
váděno podél osy x, nezůstává kyvadlo v jedné rovině – naopak se stáčí a trochu
motá. Stáčení je ale téměř neznatelné oproti kyvadlu zavěšenému podél osy z,
takže jsme mu nevěnovali příliš pozornost a periodu kyvadla normálně změřili.
Nejlépe se měřilo když rovina kyvu byla orientována podél osy z, kulička pak
nejlépe „sedělaÿ na dané dráze.
U pokusů podél osy z je to složitější. Ať už zavěsíme kyvadlo jakkoliv na-

točené, rovina kyvu se stáčí o (přibližně) konstantní úhel. Proto je měření
provedeno zkrátka tak, že se počítají periody a po deseti periodách je odečten
čas, nehledě na to, že se kyvadlo mezitím stočilo. Zároveň uvádíme dodatečné
měření stočení roviny kyvu po deseti periodách.
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−600m 14,08 15,11 14,51 14,42 14,80 14,50 14,26 13,61 14,86 14,86

−450m 17,31 17,07 16,79 17,13 16,86 17,21 17,30 17,73 16,68 16,43

−300m 20,69 21,23 21,18 21,32 21,53 21,27 21,57 22,34 20,44 20,47

−150m 28,97 30,11 29,89 29,80 29,68 29,61 28,82 29,20 29,29 29,93

150m 29,79 29,04 29,30 30,17 29,51 29,00 29,65 29,60 29,05 29,68

300m 21,73 21,80 22,18 21,96 20,14 21,92 22,04 21,97 22,13 21,03

450m 18,31 17,21 17,14 18,17 17,92 17,74 17,57 17,63 18,05 19,39

600m 15,51 15,30 15,46 14,66 15,25 15,03 15,59 16,22 14,76 15,79

750m 13,66 13,82 13,44 14,22 13,75 13,52 14,34 13,96 13,81 13,43

900m 13,04 12,60 12,78 12,17 12,53 12,81 12,48 12,03 12,73 12,91

Tabulka t4.3: Perioda T pro nit dlouhou l = 1/2m, měřeno ve směru osy x

−900m 21,43 20,42 20,72 20,45 21,17 20,17 20,36 20,72 20,93 20,54

−750m 22,86 22,47 22,46 23,01 22,52 23,42 22,04 22,84 22,65 22,83

−600m 24,86 25,74 25,53 25,11 25,01 25,81 25,27 25,78 25,24 25,04

−450m 28,72 28,95 29,80 29,25 29,22 29,07 29,37 29,56 28,41 29,02

−300m 36,59 36,88 35,69 36,19 36,26 36,73 37,21 35,29 36,14 35,84

300m 38,66 38,61 39,12 38,72 38,20 38,05 37,86 39,28 39,45 38,86

450m 31,70 31,40 32,46 31,38 31,74 32,40 31,80 31,87 31,75 32,05

600m 27,85 28,71 26,56 27,35 28,16 27,12 27,28 27,04 27,79 27,73

750m 23,29 23,85 23,52 23,76 24,06 24,31 24,40 23,38 23,98 23,77

900m 22,11 22,66 22,12 21,48 22,21 20,70 21,82 22,06 22,12 21,72

Tabulka t4.4: Perioda T pro nit dlouhou l = 1/2m, měřeno ve směru osy z

z [m] −900 −750 −600 −450 −300 300 450 600 750 900

ϕ1 [
◦] −115 −128 −143 −165 −205 219 180 154 133 124

ϕ0,5 [
◦] −82 −91 −100 −118 −144 153 126 110 95 85

Tabulka t4.5: Úhel natočení po 10 periodách.

Hodnoty úhlů jsou měřeny kyvadly délky 1m (úhel ϕ1) a 0,5m (úhel ϕ0,5)
na stejných místech jako jejich periody. Kladné znaménko znamená, že se rovina
kyvu stáčí v kladném smyslu kolem směru úchyt – kulička. (Tj. kolem osy z je
směr vždy stejný – záporný.)
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x

y

Obr. t4.1 – Kyvadlo na počátku vychý-
lené ve směru osy x.

x

y

Obr. t4.2 – Kyvadlo na počátku vychý-
lené ve směru osy úhlu sevřeného osami

x a y.

x

y

Obr. t4.3 – Kyvadlo na počátku vychý-
lené ve směru osy y.

Také jsme rovnou nechali Bětku nechat kyvadlo zavěšené podél osy z vy-
kreslit obrazce kreslené kyvadlem do písku, pro lepší představu, jak stáčení
probíhá. Jsou vykresleny kyvadlem asi 500m podél kladné osy z.

Náměty na přemýšlení

Co způsobuje stáčení roviny kyvu kyvadel? Jaký je vztah úhlu otočení k pe-
riodě kyvadla a délce závěsu? Nevyskytuje se zde nějaká podezřelá „magická
konstantaÿ? Ovlivňuje stáčení nějak periodu kmitu oproti matematickému ky-
vadlu? Co umíte usoudit z měření úhlu stočení kyvadla? Dala by se takto měřit
Alčina síla?
Všimněte si, že Bětčiny obrazce mají vždy uprostřed elipsu. Zkuste z uvede-

ných obrázků usoudit, jestli její osy míří vždy v jednom směru, nebo jestli závisí
i na směru počáteční výchylky. Rovněž si všimněte, jak vypadají body obratu
kyvadla v bodech největší amplitudy. V bodech, kde bylo kyvadlo vypuštěno
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jsou ostré, když se kyvadlo stočí kolmo na tento směr jsou oblejší a když se
kyvadlo vrátí do původního směru, opět jsou ostré. Přijdete na to, proč?
K jakému měření by se daly využít nulové roviny, kde se zrychlení vyruší?

Irigi & Mára

Téma 5 – Deratizace
Do redakce dorazilo jediné řešení od Prof.MMAlžběty Pechové. Zabývala se hned
několika druhy sklepení a zaslala nám algoritmy na jejich deratizaci pomocí
zvoleného počtu krysařů. Tvrdí, že navrhovaný počet je nejmenší možný, ale
nezaslala nám důkazy a v alespoň jednom případě se domníváme, že se autorka
mýlí. Tyto hypotézy zde zveřejňujeme pro inspiraci ostatních badatelů, s nadějí,
že je v brzké době někdo dokáže (a my je budeme moci předat hammelnské
městské radě), nebo vyvrátí.

– mřížky o rozměru n × m: min(m, n) + 1 krysařů
Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že n < m. Použijeme tedy
n + 1 krysařů, kteří deratizují sklepení tak, že n z nich bude pro-
cházet mřížkou rovnoběžně, každý jedním z n řádků (resp. sloupců)
mřížky, zatímco zbylý jeden bude průběžně deratizovat sloupce (resp.
řádky).

– sklepy bez cyklů: počet krysařů=maximální počet křižovatek na
jedné cestě.
Jeden vždy zůstane stát na křižovatce a ostatní postupně deratizují
jednotlivé větve.

– loukoťové kolo: 4 krysaři pro kolo s n > 2 loukotěmi
První krysař bude celou dobu stát ve středu kola, druhý zderatizuje
cestu ze středu na obvod a tam zůstane stát. Třetí a čtvrtý krysař
od druhého krysaře pokračují společně po obvodu kola, na každé kři-
žovatce se třetí zastaví, zatímco čtvrtý zderatizuje cestu do středu.
Takto obejdou celé kolo až ke druhému krysaři.
Pro kolo s jednou loukotí zřejmé postačí dva krysaři, pro dvou louko-
ťové kolo tři.

Autorka se také zabývala určováním počtu krysařů pro sklep pod radnicí,
toto téma ale zatím necháme zcela otevřené.

Tereza
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Konference Mlýn 2008
Přinášíme vám další příspěvek z konference M&M Mlýn 2008, který nám zaslal
Bc.MMMichal Husek. Ve své práci se zaobíral různými způsoby zjišťování čísla
π.

π na 100 způsobů
Bc.MMMichal Husek

Moje konfera na podzimním soustředění byla o určení čísla π. Metody, které
jsem použil, budou popsány níže.
Číslo π můžeme například určit ze vztahu pro obvod kruhu:

o = 2πr ⇒ π =
o

2r
=

o

d
.

Můžete si to zkusit i vy. Vezměte si nějaký provázek, pokud nemáte provázek,
tkaničku od bot určitě máte. Změříte si délku provázku nebo tkaničky, uděláte
si kruh a změříte jeho průměr, a pak si můžete vypočítat π.
Pomocí obsahů čtverce kružnici vepsané a opsané můžeme odhadnout, ve

kterém intervalu leží π. Pro zjednodušení si zvolíme, že poloměr r = 1. Porov-
náním obsahů čtverců se vztahem pro obsah kruhu, dostaneme, že π je mezi 2
a 4. Podobně můžeme postupovat u šestiúhelníků a dostáváme přesnější odhad
π, to je mezi 2,598 a 3,464.
K určení π jsem použil vlastností mnohoúhelníků. Zde jsem využil obvodů

mnohoúhelníku vepsaného a opsaného. Následně jsem dostal tento vztah pro
hodnotu 2π:

2nr · sin
360◦

2n
< 2π < 2nr · tan

360◦

2n
,

kde n je počet stran mnohoúhelníku a 360◦/(2n) je úhel, který dostaneme, když
mnohoúhelník rozdělíme na stejné rovnoramenné trojúhelníky, ty rozpůlíme na
pravoúhlé trojúhelníčky a v nich je to úhel, který svírá přepona s odvěsnou
bližší středu kruhu.
Další metoda je, že si nakreslíme pouze čtvrtkruh do soustavy souřadnic x,

y. Tento čtvrtkruh je popsán funkcí y =
√

r2 − x2. Do něj můžeme vepisovat
obdélníčky, tato metoda určení π je, ale 100× horší než metoda, při které se
obdélníky konstruují tak, aby část byla vně a část uvnitř čtvrtkruhu. Počítač
určil π správně na 10 desetinných míst při 1 000 000 000 pokusů. Tento výsledek
můžeme srovnat i s metodou Monte Carlo, která určuje pravděpodobnost, když
máme kruh vepsaný čtverci a budeme střílet do čtverce pistolí, že se trefíme do
kruhu. Pravděpodobnost je π/4. Počítač u této metody napsal π správně na 4
desetinná místa při 100 000 000 pokusů.
Také si můžete zkusit udělat nějaký experiment – například pomocí homo-

genní jehly, kterou házíte na papír, na kterém jsou tužkou narýsovány rovno-
běžné linky a pro zjednodušení jsou od sebe vzdáleny stejně jako je délka jehly.
A počítáte poměr všech pokusů a případů, kdy jehla protla čáru. Tento pokus



18

se nazývá Buffonova jehla a je pojmenovaný podle hraběte Buffona. Pravděpo-
dobnost, že jehla protne linku, je rovna π/2. Při mých 20 pokusech jehla protla
některou z čar 13×. A π mi vyšlo, že je 3,0769.
Další pokus můžete provést s válcem. Někdo už změřil objem válce a udělal

na něm čáry označující objem. Změříte si výšku mezi 2 čárami, dále vnitřní
průměr válce, ten vydělíte 2 a získáváte poloměr. Nyní využijete vzorce

V = πr2v ⇒ π =
V

r2v
.

Mé hodnoty byly: d = 14,7mm, r = 7,35mm, v = 115,8mm, V = 20ml =
= 20 cm3 = 20 000mm3. Pro π jsem získal hodnotu 3,197.
Nejpřesnější z metod byla ta, při které se čtvrtkruh rozdělil na obdélníky,

které částečně přesahovaly čtvrtkruh. Na druhou stranu, než se počítač dostane
k číslu 1 000 000 000, chvíli mu to trvá, proto bude možná rychlejší si změřit
provázek.

Sloupeček
∑

−1
ve výsledkové listině je součet všech bodů získaných v našem

semináři,
∑

0
je součet bodů v aktuální sérii a

∑

1
součet všech bodů v tomto

ročníku. Sloupeček „+ÿ značí bonusové body udělované podle ročníku a součtu
bodů za úlohy.
Tituly uvedené v předchozím textu slouží pouze pro účely M&M.
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Výsledková listina

Úlohy
Poř. Jméno

∑

−1 r1 r2 r3 r4 t1 t3 t4 t5 k +
∑

0

∑

1

1. Dr.MM Josef Tkadlec 63 10 7 15 32 32

2. Mgr.MM Štěpán Šimsa 31 0 2 5 0 7 31

3. Dr.MM Tomáš Kubelka 57 1 3 1 2 2 9 30

4. Mgr.MM Filip Štědronský 26 2 0 2 26

5. Prof.MM Alžběta Pechová 205 1 0 4 2 3 8 0 18 25

6. Mgr.MM Eliška Nekvapilová 44 22

7. Dr.MM Jakub Töpfer 55 20

8. Bc.MM Zuzana Dočekalová 19 19

9. Bc.MMMichal Husek 16 1 0 1 1 4 0 7 16

10–11. Dr.MM Tomáš Bartoněk 55 1 0 2 2 0 5 14

Mgr.MM Lukáš Zavřel 48 3 0 2 0 5 14

12. Dr.MM Jakub Klemsa 51 1 4 2 0 7 13

13–14. Doc.MM Petr Pecha 132 0 2 2 0 4 10

Dr.MM Alena Bušáková 57 2 3 1 3 1 10 10

15–17. Dr.MMMiroslav Koblížek 52 9

Dr.MM Alžběta Prokopová 52 9

Filip Hlásek 9 3 2 0 5 9

18–19. Vojtěch Miloš 8 3 2 0 5 8

Barbora Šmídová 8 8

20–24. Dr.MMMiroslav Klimoš 60 7

Mgr.MM Jan Vaňhara 33 7

Mgr.MM Jitka Novotná 32 7

Mgr.MM Hana Bílková 34 2 0 2 7

Alena Jurásková 7 1 2 1 4 7

25–28. Dr.MM Ladislav Bačo 89 3 1 2 0 6 6

Bc.MMMartina Vaváčková 11 6

Vojtěch Dziewicki 6 6

Pavel Novotný 6 0 2 0 2 6

29. Anna Chejnovská 5 1 0 1 5

30–33. Mgr.MM Peter Smolárik 28 3 0 1 0 4 4

Bc.MM Zuzana Terešková 18 0 1 0 1 4

Martina Bekrová 4 0 3 0 3 4

Tereza Zábojníková 4 4

34–35. Pavel Kratochvíl 3 3

Libor Plucnar 3 3

36. Barbora Böhmová 2 0 0 0 0 0 2

37. Michaela Kochmanová 0 0 0 0 0 0
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