Studentsky matematicko-fyzikalni c¢asopis

rocnik XV  cislo 3

Termin odeslani: pondéli, 12. 1. 2009

Mili ¢tenafi,

opét se k vam vracime s dalsim ¢islem casopisu M&M. Toto éislo se trochu
opozdilo oproti pivodnimu planu, nebof ndm priprava soustiedéni a dne ote-
vienych véci zabrala vice ¢asu, nez jsme cekali.

A tak se z tohoto ¢isla stalo ¢islo pfedvanoc¢ni. Naleznete zde prvni feSeni
letosnich témaéatek. Zajimavosti mize byt, Ze nejmensSim nevybranym cislem
v tématu jedna se stala trochu necekané jednicka. Vice se doctete v ¢lanku.
Také zde naleznete novinku. Je to piispévek od Mgr'™ Stépana Simsy a Barbory
Smidové na téma hry NIM.

Pristi ¢islo tohoto Casopisu vyjde az v pristim roce, proto vam piejeme
pékny zbytek roku a tak trochu tradiéné stastné a veselé ...

Redakce 68

Zadani uloh
Uloha 3.1 — Sety (3b)

Ve hie Sety je 81 karticek, na kterych jsou rizné sym-
boly. Kazda karticka ma jiny obrazek. Obrazky se lisi
ve Ctyfech vécech — barva (modrd, Cervend, zlutd), pocet
utvart (jeden az t¥i), tvar Gtvart (éverce, trojihelniky,
kolecka) a vyplni Gtvart (prazdné, plné, srafované). Po-
kud si vybereme libovolnou kombinaci téchto ¢tyt vlast-
nosti, mame pravé jednu karticku.

Hraje se tak, ze se postupné vykladaji karticky licem
vzhtru. Cilem hrac¢d je najit trojici karet, které se v kazdé
vlastnosti bud vSechny shoduji, nebo vSechny navzdjem
lisi. Takovéto trojici fikdme set a kdyz ji nékdo najde,
vezme si ji k sobé.

Casto se stavé, Ze na konci zbyde Sest karet, které
uz k sobé nepasuji, nékdy se stane, ze nezbude zadna karta. Zatim se mi ale
nestalo, Ze by zbyly pravé ti¥i karty. Je to pravidlo, nebo jen ndhoda?

Uloha 3.2 — Pokazena propiska (4b)

KdyZ jednou Riki sedél ve skole a nudil se (zrovna probirali rozklad na parcialni
zlomky, ktery uz znal), tak si hral s propiskou. Zapinal ji a vypinal ji, aZ se mu
najednou rozletéla. Nasel vSechny kousky az na pruzinku.



Bylo mu lito propisku vyhodit a tak se rozhodl, ze pouzije jinou pruzinku.
Doma nasel jen n mensich, které za sebe naskladal misto té ztracené. Kdyz
propisku zkusil zapnout, zjistil, Ze jde néjak vic ztuha.

Pruzinky, které Riki pouzil misto té ztrcené, maji tuhosti k1, ko, ..., ky.
Jakou maji pruzinky vyslednou tuhost?

Uloha 3.3 — Zatracené jednicky (5b)

Najdéte soucet CtyTiceti nejmensich prvociselnych délitelt ¢isla

1111111111, 111111 .
10° jednicek

Uloha 3.4 — Problém s promoci (2b)

MatFyzak Eduard se po dlouhych letech dockal promoce. Protoze vi, Ze se
jedna o vyznamnou spolecenskou udalost, vypijcil si knihu o etiketé. Zde se
dozvédél, zZe by na promoci mél pozvat: otce, matku, bratra, sestru, syna, dceru,
stryce, tetu, bratrance! a sestienici.

Eduard si nebyl jist nékterymi pojmy. Nakonec se na wikipedii dozvédél
néasledujici informace:

— otec: muz, ktery vas zplodil spolu s jinou Zenou,

— matka: Zena, ktera vas zplodila spolu s jinym muZem,

— syn: muz, kterého jste zplodil s jinou osobou opac¢ného pohlavi,
— dcera: zena, kterou jste zplodil s jinou osobou opac¢ného pohlavi,
— bratr: syn vasi matky nebo vaseho otce a zaroven to nejste vy,

— sestra: dcera vasi matky nebo vaseho otce a zaroven to nejste vy,
— stryc: bratr vasi matky nebo vaseho otce,

— teta : sestra vasi matky nebo vaseho otce,

— bratranec: syn vasi tety a vaseho stryce.

— sestTenice: dcera vasi tety a vaSeho stryce.

Eduarda tento problém celkem zaujal. Vite, kolik nejméné lidi by teore-
ticky mohl Eduard pozvat na promoci, aby pozval vS§echny rodinné piislusniky
zminéné v knize o etice?

I Tento tvar slova by mohl byt trochu nejasny. Proto dodavame, Ze se jedna
o jednotné ¢islo
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Reseni uloh

Uloha 1.0 — Vzorec (1b)

Zadani:

Do pruniho éisla jsme se rozhodli piipravit pro Vis specidlni tlohu. Na wvodni strané (pruntho
Gisla tohoto rocniku) miZete najit zvldstni rovnice. Tyto rovnice popisuji odvozeni jednoho
zndmého fyzikdlniho vztahu. Pozndte, o ktery vztah jde?

Reseni:
Musime se pfiznat, ze jsme vam jako tplné prvni tilohu tohoto ro¢niku pripravili
pomérné slozity problém. Na prvni strané prvniho ¢isla tohoto ro¢niku bylo
totiz odvozeni Gaussova zakona elektrostatiky.

Tento zakon popisuje vztah mezi elektrickou indukci D a hustotou naboje o.
Zakon se odvozuje tak, Ze si v elektrostatickém poli vytvorime myslenou kouli
o poloméru R. Tok elektrické intenzity E plochou této koule je dan vztahem:

éﬁ@ymwzél Q?%ﬂh

4’/T€0ﬁ

1 1 _Q_i )
E@ﬁﬂ“_g_%ﬁdmw’

E (ﬁ) je intenzita elektrického pole v misté I_%), € je permitivita vakua a @

je celkovy nédboj uvniti myslené kulicky.

Nyni jsme udélali to, ze jsme odvodili, jak zavisi tok plochou kulicky na
naboji, ktery je uvniti. A ted se na tok podivame jesté trochu jinak. Pouzijeme
tzv. Gaussovu vétu integralniho poctu, jejiz znéni je mozné zapsat vztahem:

iﬁ(ﬁ)-ﬁdsz/vv-ﬁ(ﬁ)du

kde V. je tzv. divergence. Jedna se o soucet parciadlnich derivaci funkce, na
kterou tento operator plisobi.
Nyni jsme jen kriiéek od hledaného vysledku. Nebot dame do rovnosti tyto
vztahy a dostavame:
o(R)

€o

=V E(R)=

Uvézenim vztahu 20 E (R ) = D(R) dostévame klasicky tvar, ktery miizeme
najit i v Maxwellovych rovnicich:

V- D(R) = o(R).

Tato tloha byla pomérné slozita, az se vSak s Maxwellovymi rovnicemi
setkate, snad budete alespon trochu védét, o ¢em se mluvi.
(R)adim



Uloha 1.1 — Kardaniv zavés (4b)

Zadani:

Kardan (kardaniv zdvés) je spoj dvou hiideli, ktery umoZiiuje prenos otdcivého pohybu z jedné
hridele na druhou i tehdy, kdyz spolu sviraji libovolny thel. Stredem kardanu jsou dvé vzajemné
kolmé osy lezici v jedné roviné, které jsou spolu pevné spojeny, ale cely dil je volny. K jedné
z téchto os je otocné pripojena jedna hridel, k druh€ ose druhd hridel.

Predpokladejte, Ze hridele jsou ve vjchozi poloze. Pruni hiidel se otoci o uhel . Jak zdvisi
velikost dhlu, o ktery se otoci druhd hiidel, na velikosti tuhlu, ktery sviraji osy hiideli? Pro
hridele lezict v jedné primce bude thel natoceni shodny. Zmeni se to néjak, pokud v jedné primce
lezet nebudou? Jak? (Pripomindm, Ze nds zajimd nejen vysledek, ale i jeho odvozend.)

Reseni:
Jak ve svém feseni pékné poznamenal Mgr'* Filip Stédronsky, pokud uvérime,
ze tento spoj umi néjakym zptisobem skutecné otaceni prenaset, mame tim
fyziku vyfeSenou a zbyva jen geometrie. Pokud bychom chtéli fesit fyziku, byla
by tu navic otézka piisobicich sil a podobné véci, které jsou ponékud nad ramec
zadani. Takze ztistanime u geometrie.

K analyze situace je vhodné si nej-
prve nadefinovat souradnice a oznace-
ni. Pocatek soustavy soutadnic budiz
v misté stfedu kardanu (¢erné kolecko
na obrézku), sméry os definujme podle
obr. r1.1.1. Uhel hnaci hifdele ozna¢me
a a thel hnané 3. Smér hnaci hiidele? Y
je @ = (1,0,0). Smérnici kratké osky
spojené s hnanou hfideli budeme ozna-
¢ovat vektorem u. Obdobné smér hna- Obr. r1.1.1
né hiidele bude b a smér osky spojené s hnanou hiideli pak v. Odklon hnané
hiidele od hnaci oznacime ¢.

Zacnéme vyjadienim sméru osky u. V zdkladni
poloze podle obrazku ma smér (0,1,0), ktery se
ale méni s thlem «. Jednoduchou trigonometrii sina+-----
lze ukdzat (viz obrazek r1.1.2; ktery je fezem v ro- :
viné yz), Ze smérnice této osky je u = (0,cosa, :
sin ). Obdobnym zptisobem miizeme uréit smér- |

i
|

Za

0t

nici hnané hiidele, ktera lezi stale v roviné xz. Jeji
smér je b = (cos p,0, —siny). a

@V

COs &

se stale pohybuje jen v roviné kolmé k hfideli b.
Obr. r1.1.2

Pokud si v této roviné najdeme dva kolmé jednot-
kové vektory kg a lp, mizeme smér osky v zapsat vyrazem v = kkg + llp,

2 Smér p¥imky & tsecky budeme popisovat jednotkovym vektorem, jehoz
smeér je stejny jako smér popisované pfimky. Exaktnéji fe¢eno, pokud k urci-
tému bodu pfimky budeme pfi¢itat riizné nasobky tohoto vektoru, dostaneme
tak postupné vSechny body primky.
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kde redlna cisla k a | maji vyznam klasickych slozek vektoru v, ovsem uz ne
v ptivodni soufadné soustavé s osami x, y, z, ale pravé v soustavé s osami kp a
Iy.

Pro pohodlnéjsi pocitani si prvni z jednotkovych vektord zvolime v poca-
teénim sméru osky v, tedy kg = (sin g, 0, cos ¢). Druhy, k nému kolmy, vektor
bude lp = (0,1,0). Trividlné lze ovétit, Ze jsou
oba jednotkové a zaroven kolmé k sobé navzajem
ik b. Pocatecni smér osky vyjadieny ve slozkach
k alje tedy (1,0). Analogicky k pfedchozim uva-
ham mizZeme zapsat vektor v po otoceni o tihel
B ve slozkach k, [ jako (cos 3, —sin ). (Zaporné
znaménko souvisi se smérem otaceni a volbou
sméru ly.)

Pojdme nyni vyjadrit smér v ve slozkach z,
y a z. Vyuzijeme k tomu fakt, ze v = kkg + lly,
tedy po dosazeni z predchoziho odstavce

v =cosf3- (siny,0,cosp) —sin 5 - (0,1,0)

uz ve slozkach x, y, z. Po jednoduché tpraveé

v = (cos B sin ¢, — sin (3, cos B cos @) . Obr. r1.1.3

Zbyvéa spojit otoceni hnaci a hnané hiidele. Ze zadani vime, Ze obé osky na
sebe musi byt kolmé, coz lze vektorovymi operacemi vyjadrit tim, ze skalarni
soucin jejich smérovych vektortt musi byt nulovy: u-v = u, v, +u,vy+u.v, = 0.
Dosazenim vyse odvozenych vyraza pro vektory u a v dostaneme

0 = (0, cosa, sin ) - (cos Bsin ¢, — sin 3, cos (3 cos p) ,
0= —cosasinf +sinacosFcosp,
cosasin § = sin acos Fcos @,
tedy
tg S =tgacosyp pro a # (2n+1)

[V

g=«a proa = (2n+1)

S

Vidime, ze pro nenulovy odklon hiideli (cosp # 1) se bude thel natodeni
hnaci a hnané hridele lisit. Odchylka thlu hnaci a hnané hiidele béhem celé
otoc¢ky je nakreslena v grafu rl.1.4. Graf r1.1.5 pak zobrazuje odchylku rych-
losti hiideli v zavislosti na thlu otaceni. Vidime, ze pro thly natoceni rovné
celodiselnym nésobkiim 7/2 jsou obé& hiidele natoceny stejné, ale mezi témito
polohami se lisi. Zaroven ¢im je vétsi thel ¢, tim jsou odchylky vétsi. Pokud
bychom spocetli i pfenos sily, zjistime, Ze s rostoucim odklonénim hiideli na-
rustaji i odchylky v tomto a pro kolmé hiidele uz neni otac¢eni mozné.
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Uloha 1.2 — Podivny most (5b)

Zadani:

James Bond je pravé na jedné ze svych misi. Podarilo se mu najit hledané zatizeni na znicent
svéta a nyni se snazi s nim uniknout. Pri svém uprku pred neprdteli se dostal na okraj propasti,
pres kterou nevede Zddny most, ale pouze dva rovnobézné vodice.

Jednim z téchto vodi¢i protékd stridavy proud i o frekvenci f. Druhy vodi¢ je uzemnén.
James Bond by rdd po jednom z téchto vodicu preruckoval, ale meni si jist, zda se mu nic
nestane. Nemd k dispozici nic, ¢im by mohl rozhodnout, ktery vodic je ktery. I on muze zemrit
pTi zdsahu elektrickym proudem.

James md madlo c¢asu. Jeho prondsledovatelé se blizi, proto by rad daval ruce pri ruckovdni
co nejddl od sebe (mazimdlni rozpéti jeho rukou je s). Chce si byt ovdem jisty, Ze se mu nic
nestane, to znamend, Ze rozdil potencidli mist, kterych se drzi, musi byt mensi nez U. Jak
nejdal od sebe muze ddvat ruce?

Predpokladejte,

a) Ze md specidlni agentské tabulky, kde miZe najit jakou rychlosti se $iFi stFidavy
signal danym vedenim;

b) zZe tyto tabulky memd, ale vi, Ze se jednd o nekonecné dlouhé vedeni dvou vodici
vzdalenych 1.

Vodice jsou vyrobeny z médi s mérnym elektrickym odporem o a prirezem S. Vse se ode-
hravd ve vzduchu s permitivitou € a permeabilitou (.

Reseni:
Tato tloha se ukazala pro vés slozitéjsi nez jsme éekali. A to i v prvni (o dost
lehéf) ¢asti. Jak tedy postupovat?

Meéli bychom vyjadfit napéti v zavislost na poloze a na case. Vime, Ze vo-
di¢em protéka stiidavy proud, ktery mizeme pro dané misto obecné popsat
vztahem:

i = Imaq cos (Wt + @), (r1.2.1)

kde Ipnq. je maximélni hodnota proudu, ¢ udéva pocateéni fazi proudu (hod-
notou ¢ je ddna hodnota proudu v ¢ase t = 0) a w je tthlova frekvence proudu
dana vztahem:

w=2m-f, (r1.2.2)

kde f je frekvence proudu.
Nyni se mize zdat, ze mame skoro vyhrano. James Bond se drzi dvou bodu
na vodice vzdalenosti . Odpor mezi témito misty je
R=y (r1.2.3)

Z Ohmova zakona vime, Ze
u=1i-R. (r1.2.4)

A tedy zndme napéti mezi témito body. Ovsem zdéani klame. Proud se v tomto
taseku méni, a proto musime postupovat opatrnéji.

Proto budeme zkoumat napéti na velmi malém kousku vodic¢e délky dzx.
Predpokladejme, ze tento kousek je tak malinkaty, Zze se v jeho délce méni
proud jen zanedbatelné.



Abychom uréili napéti v tomto misté, musime jesté trochu prozkoumat
vztah (rl.2.1). Zadefinujme si, Ze v misté, které si ozna¢im z = 0, bude poca-
te¢ni faze proudu ¢ = 0.

V misté vzdéleném z od tohoto mista bude proud jiny. Nebot po zapnuti
proudu zde potece proud I,,., ne v ¢ase t = 0, ale v ¢ase t. To je ¢as, ktery
trva, nez vinéni, které se pohybuje rychlosti v, prekonad vzdéalenost x. Odtud
tak mtzeme urcit pocatecni fazi proudu ve vzdalenosti x:

= —w-—. rl.2.5
@ » ( )
Nyni mizeme postupné dosazovat vztahy do rovnice (r1.2.1) a nasledné do
Ohmova zdkona (vztah (r1.2.4)). Ziskdme tak zavislost napéti v tseku délky
dz v zavislosti na Case a na vzdalenosti od mista x = 0:

de

u (t,x) = Lnay COS (27rf-t—271‘f%) 'QS

(r1.2.6)
Timto jsme ziskali napéti na malinkatém kousku vodic¢e dx. Pokud bychom
ale chtéli védét, jaké je napéti mezi dvéma body ve vzdélenost z, musime
postupné séitat napéti na téchto kouscich vodice. K s¢itani malinkatjch kouski
(nekonecné malych) se pouzivad operace zvand integrovani.
Chceme tedy vypocitat:

/ 110z COS (27rf -t — 27Tf*) - =dz. (rl.2.7)
0 v S
K vypoctu tohoto integrdlu je nutno pouzit substituci 2wf -t — 27 f% = y,
dzr = —ﬁdy. Dosadime tuto substituci a konstanty vytkneme pred integral.
[ (y)d (r1.2.8)
U= — =— cos . rl.2.
St Jo A

Dostaneme tak tabulkovy integral [ cos(y)dy = — sin(y). Po vypocteni vré-
time zpét substituci a dostaneme:

x
w= Imam%% [Sin (27rf ot 27rf%>}0 : (11.2.9)
coz muzeme dale upravit na:
o v . x .
U= Iz == (sm (27Tf t— 27Tf7) —sin (27 f - t)) . (r1.2.10)
S 2m v

Uzitim vztahu pro rozdil funkci sinus

sina — sin § = 2 cos <0[J2r6> osin<a26> , (r1.2.11)
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mizeme upravit vztah (r1.2.10):

T

u=2- Im,m%% sin (—QFf%) cos (27Tf (t — %)) . (r1.2.12)

Nas zajima, kdy tento vztah v zavislosti na ¢ase nabyva maxima. To nasta-
ne, pokud hodnota funkce cosinus bude rovna 1. Tedy

_ U in(—nt®
Unaz = Im%Sﬂf sm( va) . (r1.2.13)

Hleddme tedy takova 4., pro které plati, ze Upnqer < U. (U je hodnota
napéti, kterd Jamesovi neublizi). Najdeme mezni pfipad 4z, kdy Upmaee =
=U:

U, S T
Ynas 571 _ 1 (fﬂff) : (r1.2.14)
v

Imam o v

Je tieba se ale jesté chvilku zastavit, protoze funkce sinus je periodické. Proto
kdyz k jejimu argumentu piicteme K - 27, kde K je celé ¢islo, tak se nic ne-
zméni.

arcsin (Umaz S7Tf> = rfi 4+ K2, (r1.2.15)
max Q v v
x = ;—;) (arcsin <II]::Z K:if) -K- 277) . (rl1.2.16)

Cimz jsme koneéné dostali podminku. Pokud bychom znali konkrétni hod-
noty, tak nejdelsi vzdalenost, kam by James mohl dat ruce, je ddna vztahem
(r1.2.16). Ovsem nebylo by to tak jednoduché, museli bychom najit takové celé
K, pro které by platilo, Ze x je co nejvétsi a zaroven = < [, kde [ je maximélni
rozpéti rukou Jamese Bonda, které mame zadané.

Vzhledem k tomu, Ze se varianta zadani a) ukézala takto sloZité, variantu za-
déni b), kdy nezname rychlost $ifeni, si zjednodusime tak,Ze pro uréeni rychlosti
siteni nebudeme uvazovat ztraty. Rychlost sifeni pak dostaneme vztahem:

(r1.2.17)

Jedné se o veliké zjednoduseni, ale pro tentokrat se s nim spokojime, abychom
vas uplné neumofili. Jen pro zajimavost, vztah (r1.2.17) jde odvodit z Ma-
xwellovych rovnic. Z nich je mozné odvodit tzv. vlnovou rovnici, ze které plyne
vySe zminovany vztah (r1.2.17).

(R)adim
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Uloha 1.3 — P¥icist, & vynasobit (4b)

Zadani:

Uvazte ndsledujici hru pro dva hrdce: Zacindte s ¢islem 1 a hrd¢ na tahu bud k tomuto cislu
pricte 1 nebo ho vyndsobi dvéma. Takto se stiidaji, dokud nedosdhnou predem daného cisla k.
Kdo ho dosdhne mebo prekroci, prohrdl. Pro kterd k byste chtéli zacinat a jak byste hrdli?

Reseni:

Pokud je k sudé, ma tloha dosti jednoduché reseni: kdybychom zacinali, a tedy
fekli ¢islo 2, souper miize Fict 3, a protoZe at udélame cokoli, z lichého éisla zase
liché nevyrobime, musime se spokojit s néjakym sudym a soupei mtize celou
dobu pouze pricitat jednicky a rikat tak sama licha ¢isla. Takze ten, kdo prvni
dosdhne nebo pfekroci k, budeme urcité my.

Ulohu pro licha k budeme fesit od konce. Nejprv si uvédomime, jak budou
vypadat posledni tahy — pro cisla vétsi nez g by hréaé¢, ktery vynasobi ¢islo
dvéma okamzité prohral, oba se tedy mohou nanejvys stiidat v pricitani jed-
ni¢ky — jeden tedy bude mit saméa sudé, jeden samaé licha ¢isla. A ten, kdo bude
mit licha dosédhne k a prohraje. Cilem je tedy jako prvni ziskat sudé ¢islo vétsi
nez % To mize pomoci nasobeni dvéma udélat ten, komu souper pfihraje ¢islo
vetsi nez %. Nemusime tedy hrat o to, kdo prvni prekro¢i k, staci hrat o to
kdo prekroci %, neboli dosdhne alespor (%W Pokud je [%1 sudé, uz vime, jak
hra dopadne — ten kdo zacal, prohraje. Je-li [g] liché, zopakujeme piedchozi
uvahu a dojdeme k tomu, Ze nemusime hrat do %, ale staci do %. Takto hru
muzeme zmensovat a zmensovat, dokud nenarazime na néjaké uﬁ,ﬂ, které je
sudé, v tom piipad€ zac¢inajici hra¢ prohraje, nebo dojdeme k (%] =3, v tom
pripadé urcité prohraje ten, kdo je druhy v poradi.

Ted uz umime pro kazdé ¢islo veelku pohodlné rozhodnout, zda chceme nebo
nechceme zacinat. Pfedstavme si ovSem, ze bychom chtéli tfeba sestavit seznam
sta rtiznych k, pro kterd chceme zac¢inat. K popisu takovych k ndm chybi jen
kricek — zapsani k do dvojkové soustavy. V té je déleni ¢tyfmi velice jednoduché
— posuneme desetinnou ¢arku o dvé cifry doleva. Protoze ¢tyfmi délime vzdy
lich4 d¢isla, tj. ta s jednickou na konci, horni celou ¢ast ze ¢tvrtiny k& spocteme
tak, ze smazeme posledni dvé cifry k a k ziskanému ¢islu pri¢teme jednicku. Po
tomhle vysledku chceme aby byl lichy, takze pred pfi¢tenim jednicky musel mit
na konci 0. Tim uz jsme dostali popis ¢isel, pro ktera se vyplati zacinat — jsou to
ta, kterd jsou lichd (tj. jejich posledni cifra je 1) a kdyZ postupné umazavame
dvojice cifer z jejich dvojkového zapisu, dostavame na konci 0 — tedy jejich
tieti, patd, sedmd, devata...cifra zprava musi byt 0. Napiiklad 3 = (011)o,
9 = (1001)9,11 = (1011)2,33 = (100001)3,35 = (100011),41 = (101001)2,
43 = (101011),.. .

Tereza
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Uloha 1.4 — Kytitka pro MatFyzacku (2b)

Zadani:
Rikd se, e MatFyzdci jsou obcas zvldstni. Jedna z legend pravi, Ze pokud chcete vyjevit Mat-
Fyzacce svou prizen, tak je nejlepsi ji misto zamilované SMS poslat papirek se vzorcem

v =l £ VIl

Jak postupovat dal pFi ziskdvdni prizné? Je romantické Vasi divce vénovat kvétiny. Proto

se pokuste navrhnout vzorec kiivky, kterda by vykreslila obrys nékteré kvétiny.

Reseni:

Uloha byla tak obtizna, jak jste chtéli. Kdo
s funkcemi neni moc kamarad, vymyslel né-
co jednodussiho, poptipadé pouzil i zadani.

Hodné diilezita byla predstavivost. Také
se hodila zruc¢nost pfi praci s funkcemi, jenz
dost ¢asto nebyly ani funkce, ale jen néjaka
zobrazeni, protoze jste dost Casto prifazo-
vali jednomu z i vice y.

Slo o to, vymyslet néjaké zobrazeni, je-
hoz graf vykresluje néco zajimavého, udat
mu spravny defini¢ni obor a poskladat né-
kolik takovych zobrazeni dohromady a dost
casto jsem od vas dostala krasnou kyticku.
Dékuju. :-)

Pomérné hodné se objevovaly tulipany,
tady je na ukazku jeden takovy mozny tu-
lipan i se stonkem — Obr. r1.4.1. Autorkou
je Mgr™ Eliska Nekvapilova, ktera pouzila néasledujici vztahy:

Obr. r1.4.1

1
y = gﬁ +15; D(z) = (—5;5) ,
z=0; D(y) = (0;15) ,
y=|lllz] -6 —4[ - 6| -4 +19;  D(x) = (-5;5) .

Dalsi kyticky, které se ¢asto objevovaly, byly rtizné kopretiny apod. Daly se
pouzit bézné kartézské soutadnice, nebo treba také polarni. Zalezelo zcela na
vés. Uloha byla prosté tviirdi.

Pokud se mi vase kyticka libila moc, rozddvala jsem i 3 body i presto, Ze
puvodné byla uloha pouze za 2 body.

Kldr(k)a
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ReSeni témat
Téma 1 — Nejmesi nevybrané

Resitelé a resitelky! Mame zde prvniho vyherce nasi velkolepé soutéze! Velkym
vitézem je hned v prvnim kole ono nepravdépodobné

¢isro 1

Vitézstvi je o to prekvapivéjsi, ze sdm vyherce Mgr'*™ Toméas Barton€k ve svém
kratickém prispévku piSe, ze sam ve vyhru ani nedoufa, ale velmi nerad by
nechal jednicku vyhrat. Stastnému vyherci gratulujeme a krom odmény za té-
maticky prispévek od nés ziskava slibenych 3000 M&M milibodi!

POZOR! POZOR! POZOR!

Zaroven s vyhodnocenim prvniho kola vyhlasujeme druhé kolo nasi velko-
lepé soutéze! Hrajeme podle stejnych pravidel, vyhercem se muze stat kdokoliv,
odména je tentokrat celych 5000 M &M milibodua!

Vysledky 1. kola

Celkem se prvniho kola soutéze zucastnilo 18 hrac¢a. Nejmensi ¢islo vybrané
pouze jednim hrac¢em bylo ¢islo 1. Tipovana ¢isla byla:

1,2,4,4,4,4,5,5,6,6,7,8,9,11,13, 15, 37, 2508.

Stfedni hodnota hadanych ¢isel je 147,17. Stfedni kvadratickd odchylka vysla
572,64 a median je 6.

Shrnuti dosavadnich poznatku

Celkem nam pfislo 10 védeckych praci podrobnéji rozebirajicich tématiku této
hry. Uvahy lze rozdélit na tiivahy psychologické, popisujici vnitini dialogy hract
a z ného plynouci volby, na statistické, které se zamétuji spise na redlnéd pozo-
rovani a z nich plynouci dusledky, a na obecné, které se snazi zjistit vlastnosti
hry a strategii bez ohledu na konkrétni hrace.

Psychologickyjch rozbord chovani hract ptislo hodné, ale maloktery obsa-
hoval pro sva tvrzeni jakékoliv zdtivodnéni. Nepodlozené byly jak odhady o in-
tervalu hadanych cisel, tak duvody, pro¢ si rtzné skupiny hrac¢a vyberou ¢i
nevyberou éisla specidlnich vlastnosti (napf. prvodéisla).

Neéktefi fesitelé se pti rozhodovani takovychto dilemat (napf. vzit si ,hezké*
¢islo?) a rozborech moznych her zamotali do nekone¢ngch tvah typu ,Ale ja
vim, Ze oni vi, Ze ja vim, Ze oni vi, Ze ...“. To se ukazalo plodné jen v pripadé
hry dvou hracd, jinak slo spiSe o hadani.



B XV/3 13

Dalsi nedostatky uvah byly v pouziti ,ndhodného vybéru“ — mnoho fesiteld
porovnéavalo varianty podle po¢tu kombinaci bez ohledu na jejich pravdépodob-
nost, pripadné s predpokladem rovnomérného rozlozeni v néjakém intervalu
(bez zdiivodnéni horni meze). Tyto chyby jsou sice zéasti odpustitelné zjedno-
duseni, ale ¢asto se kumuluji a vedou obcas i k nelogickym zavértm.

Statistické rozbory vétsinou provadély vice méfeni na malé skupiné (napf.
3 hract) ¢ jen mélo (1-2) méFeni na vétsi skupiné. Z odhad i méfeni se
nékterym podarilo odhadnout néjakou zavislost, ale vétsinou jen velmi hrubjym
odhadem. Bohuzel neni jasné, jak velky by musel byt statisticky soubor pro
odvozeni skuteénych zavislosti.

Vétsi sadu vysledki z fadové 40 her poskytla a analyzovala velmi dobte
Mgr™ Eliska Nekvapilova ve svém ¢lanku Nikdy nehraj sam, bohuzel se ji ani
z nich nepodafilo vyvodit spolehlivé zavéry.

Nezodpovézené otazky

Ackoliv bylo o psychologickém aspektu hry napsano jiz mnoho, o jejim matema-
ticko-statistickém zékladu se toho vi jen velmi malo. Navrhujeme proto zkoumat
dva druhy strategii — pravdépodobnostni a kooperacni.

Jak by to vypadalo, pokud by se hraci rozhodovali ndhodné s pevnym prav-
dépodobnostnim rozdélenim? Jaké rozdéleni se vyskytuje ve velké skupiné? Jak
zéavisi na po¢tu hract a jak by slo popsat matematicky? Pokud byste chtéli zjis-
tovat, jak se ,nejvyhodnéjsi“ rozlozeni méni s poc¢tem her, miZete pro tento
jici tuto hru.

Kooperac¢ni strategie je variace na pravdépodobnostni, kdy se skupina do-
hodne na néjaké strategii a snazi se dosdhnout lepsiho vysledku nez by dosahli
jako soucet jedinct hrajicich jednotlivé. Pouzivat k tomu sméji jak determinis-
tické, tak pravdépodobnostni rozhodovani.

Tteti, snad nejlépe matematicky definovany, smér je hledani takového roz-
lozeni, ze pokud podle néj bude hrat cela populace n — 1 jedincti, nemé jeden
vettelec Sanci ziskat v primeéru vic nez 1/n, at hraje jakkoliv. Existuje viibec
takové rozlozeni nebo mé vetielec vzdy strategii, jak vytézit vice?

Ugastnické prispévky

7 ucastnickych ptispévk vybirdme jen nékolik malo pro ilustraci riiznych smé-
ri, kterymi se vyzkumy badateli ubiraly.

Mgr™ Filip Stédronsky ve svém velice odborném ¢lanku podrobné forma-
lizoval pravdépodobnostni variantu ulohy a rozebral hru proti jednomu typu
nadhodné hrajicich protihracu.

Clanek Mgr™ Jana Vaihary uvadime jako piiklad élanku popisujici psycho-
logické aspekty hry.

Tomds
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Téma 1: Nejmensi Nevybrané
Mgr™ Filip Stédronsky

Abstrakt

Clanek rozebird po kratkém shrnuti problém z ¢isté obecného pravdépodob-
nostniho hlediska na zakladé obecnych statistickych dat, protoze analytické
avahy by v tomto pripadé byly prilis komplikované a pfilis mimo hranice ma-
tematiky. Mimo jiné ukazuje, Ze pokud hrajeme s nemyslicimi tvory, vyplati se
dat jednicku, ale v realné hie je to sebevrazda.

Uvod do problému

Tato tloha predstavuje na prvni pohled za-
jimavy matematicky problém, ale zahy zjis-
time, Ze se jedna spise o otazku psychologie
nez matematiky. Jednad se o zvlastni apli-
kaci vzdjemného ovliviiovani (néco na zpu-
sob vychodni filozofie, jen na trochu jiné
urovni), kdy ostatni a jejich tspéch neo-
vliviiujeme jen svymi rozhodnutimi, ale i
tim, jaka rozhodnuti od nés ocekévaji. V ta-
kovém ptipadé je témér nemozné urcit ro-
zumné pravidlo.

Kdybychom naptiklad z néjakého divodu hypoteticky dosli k zavéru, ze je
dobré zvolit jednicku, v§imneme si, Ze ostatni nejspis budou uvazovat podobné
a vyberou si jednicku, ale v takovém pfipadé bude vyhodnéjsi si zvolit dvojku.
Jenze i to muze ostatni hrace napadnout, a mohou si taktéz zvolit dvojku.
Hezké na tom je, Ze by se takhle dalo pokracovat do nekonecna.

7 ¢ehoz je vidét, ze Cisté analytické ivahy nemohou mit p#ilis valny smysl
ani pro malé n, protoze tézko odhadnete rozhodovéani ostatnich hraét, obzvI4st
kdyz jsou to myslici tvorové. RozliSeni na matematiky a nematematiky také
neni moc pfesné, protoze i nematematikové budou o problému premyslet a i
matematikové musi uvazovat o ryze nematematickych zalezitostech (naptiklad
kolik lidi si tipne jednicku jen tak z recese). Mozna nakonec o tspéchu budou
rozhodovat zcela odlisné kvality nez matematicka zdatnost ...

Pravdépodobnostni pristup

Takze zistaneme u zcela obecného a Cisté statistického feseni. OvSem nez se
pokusime délat néjaké teoretické ¢i statistické ivahy o rozlozeni tipt ostatnich,
popfemyslime, jak této informace vyuzit, az ji budeme v néjaké (byt mlhavé)
podobé mit, ¢ili jak si podle zndmého rozlozeni tipt vybrat vlastni.

V celé této matematice si dovolim jediny pfedpoklad: Ze budou tipy (tedy
vétsina) mensi nebo rovny n. Je to pFirozend tendence, protoZe n tipd se do
n vejde a je nepravdépodobné, ze by vSechny skoncily v kolizi, takze nejspis
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nékdo z nich vyhraje. Tato Sance by se jesté zmensila, kdyby se nékteri odebrali
nad n a tam marné ¢ekali na to, ze vsichni pod nimi skonéi v kolizi.

Na$im zdrojovym tdajem bude seznam ¢isel p; proi =1 , ... | n, kterd
udévaji pravdépodobnost, Ze si to ¢i ono &islo hra¢ zvoli (bez ohledu na to,
jak slozitou tvahou a s kolika Grovnémi, ,pfedpokladejme, Ze ostatni budou
predpokladat®).

Pravdépodobnost, Ze si uréité é&islo i zvoli alesponi jeden hraé bude pt; =
=1—(1—p;)" ! (pravdépodobnost, ze nastane alesponi jeden z jevii je opacna
k pravdépodobnosti, Ze nenastane zadny z nich; uvazujeme n—1 hracéi, protoze
tézko mizeme statisticky zpracovavat vlastni rozhodnuti, kterad chceme teprve
na zakladé této statistiky ucinit).

Pravdépodobnost, zZe si jej zvoli pravé jeden hrac, odpovida pravdépodob-
nosti, ze si jej zvoli alespon jeden hrac¢ a soucasné si jej nezvoli zadny jiny. Tedy

! n—2
pi=pi-(1—p)" =

A to uz se blizime k zavéru. Pravdépodobnost, Ze vyhrajeme, pokud zvolime
¢islo ¢, odpovida pravdépodobnosti, ze toto ¢islo nezvolil nikdo jiny a soucasné
zédné z nizsich ¢isel nebylo zvoleno prave jednim hracem.

Tedy
i—1
pi=0-p ) ([ -p))
j=1
a po upraveé
i—1
pi=0=p)" ([T =p;(1=p)"?).
j=1

Pak jen staci najit i takové, pro které ma p’; nejvétsi hodnotu. Ale pracovat

vvvvv

otazku efektivniho vypoctu ponechavam otevienou.

Hrajeme s randomery

Jako randomera oznacime teoreticky model bytosti, jejiz rozhodnuti jsou cisté
ndhodna. Pokud hrajeme hru s n — 1 randomery (nebo podobné uvazujicimi
lidmi), je pravdépodobnost kazdého ¢isla stejnd, l

Prvni éinitel p'; bude tedy vZdy stejny: (1 — %)”’1. O vysledku tedy bude
rozhodovat produkt v druhém ciniteli. Ale jelikoZ pravdépodobnost, Ze si dané
¢islo nevybere pravé jeden hra¢, bude vzdy mensi nez 1 (pfedpokladame, ze
pravdépodobnost zadného ¢isla neni tplné nulova, coz u takto ndhodného pro-
cesu lze ocekavat; neni zde zadné cislo, které by mél ¢lovék néjaky zvlastni
dtvod si nikdy nevybrat). Potom se ale se zvySujicim poétem ¢initeld bude
hodnota produktu snizovat — takze v disledku je nevyhodnéjsi zvolit si jed-
nicku.
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Trocha statistiky
Cetnosti &isel:

Cislo |1|2|4|6|7|8]| 9 [10]11]12]|13
Cetnost | 8 |3 4|51 |51 ]2[3|3]|1
Cislo |14|15[16|17|18|19| 20 |22|27|31|34
Cetnost| 1 |1 |1 |1|1]|4]| 1 |1 |1]|1]1
Cislo [35(36|41[44|50|99 (100
Cetnost | 2 |11 ]1]|1]1 1

Na relativné nepredvidatelné skupiné Sedesati lidi jsem provedl jednodu-
chou studii. Vsichni védéli, kolik jich bude. Pivodni nezpracovana statisticka
data jsou vypsana vyse. Mimo jiné se potvrdilo, Ze tipt nad n je zanedbatelné
minimum.

Zajimavé také je, Ze nejcetnéjsim cislem je jednicka. Dale si myslim, ze by
se vysledky statistiky daly pfiblizné vztahnout k n (tj. pro vétsi n si lidé budou
volit vétsi ¢isla), ale jen velmi hrubé, protoZe tim ztratime informaci o p¥ipad-
nych specifickych ¢islech, kterd si mohou lidé vybirat ze specifickych davodu.
Pokud tento faktor zanedbdme (opét, tézko s nim lze pracovat), staél ,roz-
tahnout“ nebo ,smrsknout® nas interval na pozadovany pocet hract néjakou
jednoduchou interpolaci.

Zhruba v souladu s tim, co by se dalo oc¢ekavat, je i to, Ze se ve vysledku ob-
jevilo zhruba 50% d¢isel rozsahu. To nemusi nutné znamenat, %e zbyl4 polovina
mé vyrazné nizsi pravdépodobnost ... vzdyt je to taky ndhoda. Ale to bohuzel
nezjistime.

Ovsem pocitat s tim, ze néjaké ¢islo méa nulovou pravdépodobnost, je dost
nerealné, takze bude tfeba par umélych machinaci, abychom z téchto vysledku
néco dostali.

Predpokladejme, ze kazdé cislo mé néjakou zakladni pravdépodobnost a
kazdé si nékdo muze vybrat a existuji spise urcité vykyvy v této funkci. To
pfimo vola po néjaké aditivni konstanté na vytvoreni jakéhosi zakladu. Jeji
hodnota by mohlo byt prosté ¢islo (napfiklad jednicka), nebo ji 1ze odvodit od
rozlozeni hodnot — napiiklad odmocnina z aritmetického priiméru nenulovych
Cetnosti.

Tuto neobvyklou variantu jsem pouzil ja. Vysledné ¢etnosti uz prepocteme
na pravdépodobnosti p; tak, ze kazdou z nich vydélime jejich sou¢tem. Vysledek
bude trochu dlouhy a kazdy si jej dokédze spocitat sam.

Nyni jiz muzeme pro kazdé i otrocky spocitat p'; a dozvime se, ze mezi
Sedesati hraci s takovymto rozlozenim se vyplati zvolit ¢islo 3. To proto, Ze si
ho nikdo nevybral a lezi docela nizko. Ale v tomhle pfipadé Ize spis ocekavat,
ze to bude spis ndhoda, protoze lidé, ktefi voli jednicky, dvojky, ¢tyiky, nemaji
zédny vyznamny divod nevybrat si trojku. Ale takovéto ivahy jsou nad ramec
¢lanku. A naSe jednicka skoncila tragicky posledni.
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Ovsem océekdvany pocet FeSitelt M&M je kolem étyFiceti (alespoii podle po-
sledni vysledkové listiny), takZe provedu ten nejprimitivnéjsi pfepocet: rozse-
kam interval na trojice Cisel a z kazdé idélam dvojici pramérovanim sousednich
¢lent. Metodou postupného pramérovani ¢i nahrazeni rozlozeni néjakou funkci
by to mozna slo ¢istéji, ale prisli bychom o jesté vice vypovédni hodnoty.

Tady je ovsem problém, Ze prostfedni ¢islo kazdé trojice by se ve vysledku
projevilo dvakrat, zatimco ostatni jen jednou. Proto provedu rozdéleni trikrat,
ve v8ech moznych posunutich, a vysledky zpriméruji (u krajnich dvojic si vy-
sta¢im s jednim vysledkem).

Po této tpravé a novém prepocitani vitézi ¢islo 17 s neuvétitelnou pravdé-
podobnosti 0,48, nasledvané 20 a 16.

Zaveér
Nalezli jsme vcelku obecné feseni ulohy, i kdyZ za trochu uméle idealizovanych
podminek. Pro redlné pouziti by to asi vyzadovalo lepsi statisticky soubor a
systematictéjsi praci s nim, kazdopadné zavedeny pravdépodobnostni mecha-
nismus by mohl byt uziteény pfi dalSich avahach.

Psychologicky rozbor skupiny hraci
Mgr™ Jan Vanhara

Abstrakt

Tento clanek se zabyva tim, jak bude toto prvni kolo hry vypadat, jaké bude
rozpolozeni ¢isel i jaké myslenky budou proudit v hlavich Gcastnikt této hry.
Je zde také uvedeno par duisledki her hranych s podobnymi skupinami hracta
na Pikomatu. Ale hlavné se zde zabyvam tipy a chaoti¢nosti tiptu jednotlivych
hraca.

Uvodem bych asi mél Fict n&jaké &islo, tak zkusim t¥eba 4, jenze ja si nedo-
volim jen pfedpovédét, které ¢islo bude nejmensi nevybrané, ja dokonce zkusim
predpovédét i pocet hract a jejich tipy. Predem ale musim fict, Ze zde pouzité
odhady budou jen pfiblizné, protoze si nechci hrat na jasnovidce a ani ty od-
hady dost dobfe neptjdou, ale to nebrani ¢lovéku pokusit se psychologicky
rozdélit, kolik hrac¢i bude tipovat jaké ¢islo.

Predem tohoto rozboru si zavzpominam na dobu, kdy se tato hra hrala
na Pikomatu jako jedenacty bod desetibodové ranni dusevni rozcvicky. Co si
pamatuju, tak jednou vyhrala jednicka, jednou ani jeden ¢lovek nedal 2, parkrat
vyhréla ¢isla 7 a vyssi, parkrat pravé 1 a samoziejmé parkrat nikdo. Prosté
zvolend ¢isla byla velice nahodné a zavisela na konkrétni povaze a rozpolozeni
toho kterého hrace a té které skupiny. A samoziejmé také na tom, jaké ¢islo
vyhralo predchozi den a kolik lidi hlasovalo pro ta predchozi.

A ted uz mtj samotny rozbor. Odhadem jde o hru 20-30 hract, pridemz
hracd bude spise méné nez vice. Coz je mensi pocet nez pii hrach Pikomatu,
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coz znamena, ze zde bude vétsi Sance vyhry na ¢islech 1-4, popf. jesté cislech 5
a 6, protoZze kazdy hrac¢ se ndhodné (z hlediska neznalosti tip ostatnich hraca
(jejichz pocet taky neznd)) rozhodne. 1 bude vSem piipadat témér jako ztraceny
tip, jenze pak si feknou, Ze to napadne i téch n hraci, co to hraji také, a tak
to spousta hract pravé proto neda, ale pak si feknou, Ze tohle napadne taky
spoustu hract a uz se cyklime, takze bude zalezet na tom, kolika hractm se
bude zdat ten cyklus natolik désivy, Ze ji (I — pozn. red.) nikdo neda, popf. Ze
ji d& jen maélo hracu.

Jenze tam, kde hrace ztraci 1, tam ziskava cislo 2, protoze 2 je méné bez-
2, kterou jednou na Pikomatu nikdo nedal, tak to bylo uz po nékolikaté hte),
protoze ji témér vzdy da vice hrac¢i nez ¢islo jedna. Tady odhaduju 3-5-10.
Vysvétlim svoje zapsani odhadu: 3-5 ve skupiné okolo 20 a 5-10 ve skupiné
okolo 30 hracua.

V beznadéjnosti za ¢islem 2 je hned ¢éislo 3 (poté néasleduje jednicka a pak
zbytek isel), protoze i to se tvari tak, ze ho nikdo ned4, a ejhle ono na ného
mysli spousta hracti, tady to bude z mého hlediska 2-6 hracd.

Dalsi ¢isla 4,5,6 jsou v podstaté na tom stejné, at uz je to v beznadéjnosti,
tak v pocCtu tipd na né, jen ta 4 je z nich nejvic vyherni, pak samoziejmé
5 a pak 6 (proto u 6 odhaduju jen 0-2 hrac¢i). A nakonec je 7 a vice. Tato
¢isla davaji totalni pesimisté, anebo totalni optimisté — optimisté véri, ze do
néjakého (ne nutné vsech ¢isel) se trefi vzdy aspon dva hréci (ale jak vychytat
tu diru (éislo, které nikdo netipoval), kdyZ dam t¥eba 4, tak 5 muze byt dira a
4 plné obsazena, nebo naopak a tak dam néjaké vyssi a budu mit jistotu, ze se
trefim do volného pole). Pesimisté zase véFi, ze rozloZeni tipi bude rovnomérné
tzn., ze do kazdého ¢isla se trefi dva hréci, a tak vyhraje vysoké ¢islo. Ramcové
jsou na tom podobné, ale mé to své rozdily. Celkové ta tabulka vypada dost
volné, ale je to pfizptsobeno riuznym excesum typu 6 tipne 5 hract a 5 nikdo
apod. Navic tento odhad je zavisly témér jen na odhadech — zadna data o poctu
hraci, o jejich prumérnych tipech, o pravdépodobnosti, Ze ten a ten tip opét
udélaji, o ndhodnosti jejich chovéani.

Cislo \1\2\3\4\5\6\>7
Poéet hraci \ 1-4 \375710\ 2-6 \ 0-3 \ 0-3 \ 0-2 \ 0-2
Odhad po¢tu tipu.

Mohl bych zde také logicky osvétlit, pro¢ si vybiram praveé 4, ale je to témeér
zjevné, protoze mymi divody jsou primo ndhodny, ne-uplné beznadéjny tip
(pivodné jsem tipoval 6), secundo stejné jak jsem uvazoval nad rozvrzenim
tipd, tak jsem uvazoval nad svym tipem a 4, 5 nebo 6 byly docela jasna volba.
A tak jsem zvolil z nich to nejbeznadéjnéjsi, ale také nejblizsi. Uvidime, co to
pfinese ...

Celkové je tento ¢lanek opravdu zalozeny na mych odhadech dané situa-
ce, ale rdmcové ze zkuSenosti odpovida skutecnosti, ale kazda volba kazdého
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hrace je stejné chaoticka a stejné ndhodna jako vsech ostatnich a tak jsou na
tom vSichni Gplné stejné, af uz uvazuji jak chtéji, a o jejich vyhfe rozhodne
nédhodnost dalsich hraca.

Dovétek: Taky se mutze stat, ze se vam na to skoro vSichni, az na par
jedinct, vykaslou a vyhraje ten, co da nejnizsi ¢islo, ale to nechci zazit, protoze
pak bych tento ¢lanek psal zbytec¢né.

Téma 2 — Netradicni teploméry

K tomuto tématu nadm prisly dva vétsi pfispévky. Jeden je od Bc™ Zuzany
Docekalové a druhy je od Mgr™ Tomase Kubelky. V tomto cisle jsme se roz-
hodli uverejnit pouze ¢lanek Bc™ Zuzany Docekalové, kde se pomérné podrobné
vénuje méfeni teploty pomoci elektronickych soucastek.

Ve svych piispévcich jste se obvykle zabyvali méfenim teploty pomoci mé-
feni elektrickych veli¢in. Casté bylo také pouzivani teplotni roztaznosti 14-
tek. Teorii, kterou jste popisovali ve svych ¢lancich, bylo vhodné doplnit také
o vlastni méfeni. Tyto ¢lanky byly ohodnoceny mnohem vice.

Velice zajimavym tématem by bylo vénovat se plynnym teplomértim. Uméli
byste zmérit teplotu v mrazni¢ce pomoci mikrotenového sacku? Zkuste tuto
metodu vyzkouset a odvodit k ni teorii.

Na zavér zde mame jesté jeden problém k zamysleni. K popisu zavislosti
elektrického odporu na teploté se obvykle pouziva vztah

R=Ry(1+agAt),

kde ap je teplotni soucinitel elektrického odporu, At je zména teploty. OvSem
pfi praci s timto vztahem musime byt opatrni. Pfedpoklddejme, Ze mame re-
zistor s odporem Ry = 100. V tabulkich jsme si nasli ar = 0,020 K1
Rezistor jsme zahfali na 10 °C. Rezistor ma nyni odpor R = 100-(1+0,02-10) =
= 1209. A nyni zkusime rezistor zase zchladit o 10 °C. OvSem podle vypoctu
mé& nyni rezistor odpor R = 120 - (1 — 0,02 - 10) = 96 Q. Jak je mozné, Ze nam
nyni vySel jiny odpor rezistoru? Udélali jsme ve vypoc¢tu chybu? Kde? Uméli
byste upravit zminény vzorec abychom chybu neudélali?

Méreni teploty v dilné elektronika
Bc™ Zuzana Docekalovd

Abstrakt

Nejprve se seznamime s historii teplomérti, dale pak teoreticky uvadim rtizné
zpusoby mérfeni teploty, které se dnes bézné pouzivaji v praxi. Jednd se na-
priklad o pouziti termistorti, teplomért, optickych pyrometru ¢i integrovanych
obvodil. Prakticky jsem se pak zabyvala mérenim teploty pomoci platinového
teploméru a odporového cidla.
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Zameérila jsem se na metody méreni teploty s vyuzitim elektromagnetickych
vlastnosti materialt. Podivame se na to, jak se mérila teplota kdysi a jak se
tyto postupy zdokonalily. Kde se méfeni teploty nejvice uplatnuji a kde jsou
nezbytna? Taktéz uvaddim vlastni méfeni, pfi kterém jsem pouzila platinovy
teplomér ve srovnani s odporovym c¢idlem.

Z historie teploméri

Dnes jsou teploméry jednim z nejrozsifenéjsich fyzikalnich piistroju. Ale jesté
pred nékolika staletimi byly lidem Gplné neznamé. O prvnich kriccich a pozdéji
i velkych skocich v oblasti méfeni teploty se dozvime na nasledujicich fadcich.

V dobé, kdy jesté teploméry neexistovaly, se teplota urcovala podle téles-
nych pocitl, pfi vyrobé naptiklad kova ¢i keramiky se lidé fidili barvou roz-
zhavenych predmétt apod.

Pocatekm 17. stoleti napadlo Galilea Galilei pouZit teplotni roztaznosti
vzduchu k méteni teploty. Zhotovil primitivni teplomér byl tvoren tenkou skle-
nénou trubickou dlouhou asi 30 cm a zakoncenou barnkou. Méril tak, ze banku
zah¥él rukou a tento teplomér (nazyvén jako vzduchovy termoskop) vlozil ote-
vienym koncem trubicky do nddobky s obarvenou vodou. Chladnouci vzduch se
smrstoval a vlivem tlaku okolniho vzduchu na hladinu voda vnikala do trubié-
ky. Po vychladnuti pfejimala batika teplotu okolniho vzduchu a vyska vodniho
sloupce v trubicce se ménila podle zmén objemu vzduchu v bance, ktery se
zase ménil podle teploty vzduchu. Na rozdil od dnes$nich teploméru s rostouci
teplotou hladina klesala a pfi ochlazeni stoupala. Tento jednoduchy pristroj
jesté nemél stupnici.

Galileo zfejmé inspiroval ostatni a s podobnymi napady prisli napf. Otto von
Guericke a Gaspar Schott. Ti zkokonalili termoskop tim, ze pouzili uzavieny
systém se dvéma barkami a na koncich byla spojovaci trubicka ve tvaru U,
v niz se nachazela tekutina.

V témze stoleti se objevuji kapalinové teplomeéry. Jako prvni pouzil jako
teplomérnou latku vodu francouzsky lékai Jean Rey (1631). Protoze voda ma
malou roztaznost, hledaly se jiné vhodné tekutiny. Jako nejvhodnéjsi se ex-
perimenty ukézaly lih a rtuf. Prvni lihovy teplomér byl sestrojen roku 1641
toskanskym vévodou Ferdinandem II. V této dobé€ jiz mély teplomeéry stupnice,
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ale ty nebyly jednotné, takze se iidaje nedaly porovnavat. Teploméry s norma-
lizovanou stupnici byly sestrojeny kolem roku 1650.

Roku 1664 anglicky fyzik Robert Boyle stanovil poc¢atek stupnice na teplotu
tajiciho ledu. V roce 1665 urcil holandsky védec Christian Huygens dalsi staly
bod a to teplotu varu vody pfi norméalnim tlaku ovzdusi.

Asi o padesat let pozdéji zacal v Holandsku Daniel Gabriel Fahrenheit vy-
rabét lihové a posléze i rtutové teploméry, avsak jako pocatek stupnice svych
teplomeéri si svérazné vybral smés ledu, vody a salmiaku. Horni zédkladni tep-
lotu stanovil teplotu zdravého ¢lovéka a oznacil ji ¢islem 96. Vzdalenost mezi
obéma teplotami rozdélil na 24 dilt a kazdy z nich pak jesté na dalsi 4, a tak
konecné dostal stupné. Teplota tani ledu je na této stupnici oznacena cislem
32 a teplota varu vody 212. Je s podivem, ze takto komplikované zkonstruo-
vanou a zcela nelogickou stupnici dodnes pouzivaji v napt. v USA. Naptiklad
parizsky zoolog René de Réamur navrhl stupnici s nulou pfi teploté tani ledu
a s hodnotou 80 pfi teploté varu lihu.

V roce 1742 navrhl Andres Celsius teplotni stupnici v desitkové soustaveé.
Ta se ukézala v praxi velmi vyhodné a dnes je bézné pouzivana. Celsius tehdy
stanovil pro var vody 0°C a pro tani ledu 100 °C. Stupnici v roce 1745 otocil
do dnesni podoby botanik Linné.

Moderni zplisoby méreni

Méreni teploty termistorem

Termistor je vyroben z keramické hmoty slozené z oxidu kovi Mn, Fe, Co, Ni a
dalsich pfimési a pojiv. Jeho teplotni zavislost je vyrazné nelinearni a pouziva
se pro méreni teploty nejcastéji v rozmezi od 150°C do 300°C. Jeho velkou
nevyhodou je jiz zminénd nelinedrnost stupnice, ale taktéz neptestnost, ktera
je zavinéna pri vyrobé — nikdy nelze pfi vyrobé zarucit opakované definované
parametry, a proto pro presnd meéfeni neni prili§ vhodny. Naopak je vyhodny
ve srovnani s odporovymi teploméry svou vysokou zavislosti odporu na teploté,
malymi rozméry a tim i rychlou odezvou.
Existuji dva typy termistori:

a) typ NTC — zaporny teplotni soudinitel (s rostouci teplotou klesé od-
por)
b) typ PTC — kladny teplotni soucinitel (s rostouci teplotou roste od-
por)
Nejcastéjsi vyuziti: K ochrané elektrosouéastek (napf. transforméator, vyko-
novy polovodicovy prvek) pfed zvySenou teplotou.

Méreni teploty termoclankem

Termoclanek vzniké spojenim dvou materialt o riznych vlastnostech. Pouzivaji
se napiiklad kombinace Cr a Ni, Pt a Pt-Rh (pfimési 10% — 30% Rh) ¢i Ni-Cr-Si.
Vybér zavisi na mérené teploté: Pt a Pt-Rh se pouzivd k méreni teplot az do
1800 °C, naopak c¢lanek Ni-Cr-Si se da vyuzit k méfeni az do —270°C.
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Princip termoclanku je, ze napéti mezi teplym a studenym koncem zalezi
na rozdilu teplot mezi teplym a studenym c¢lankem termoclanku. Teplotni cha-
rakteristika neni linearni, ale je pfesné charakterizovana tabulkami.

Vyhodou termoclank je jejich jednoduchost, snadna zhotovitelnost a rychla
odezva. Nepotfebuji napdjeci zdroj a pfi méfeni nevykazuji ohfev méfenym
proudem tak, jako odporové teploméry. Nevyhodou je pak nizsi pfesnost.

Nejcastéjsi vyuziti: Pii extrémnich teplotach.

Méreni teploty teploméry

O bézné pouzivanych teplométech jako jsou kapalinové se zde nebudu rozepi-
sovat, protoze jsou kazdému dobie zndmé.

Kapalinovy teplomér.

Bimetalovy teplomeér.

Je to takovy teplomér, ktery k méfeni teploty vyuZziva bimetalovy (dvojko-
vovy) pasek slozeny ze dvou kovi s riznymi éiniteli teplotni roztaznosti. Pti
zméné teploty se pasek ohyva a tento pohyb se prenasi na rucic¢ku pristroje.

Nejcastéjsi vyuziti: V zehlickach, jako elektricky jisti¢ nebo Casovac.
Platinovy teplomér.

Jedna se dnes o nejrozsifenéjsi teplomér, nebot mé velmi Siroky rozsah tep-
lot. Mimo jiné se jim daji zméfit i bézné teploty nebo jim blizké. Platinové
teplomeéry se pouzivaji pro presnd méfeni v laboratofich i v pramyslu.

Jde o velmi kvalitni teplomér, jehoz presnost zavisi na ¢istoté pouzité platiny
a dale na kvalité zapousténi.

Zavislost odporu na teploté je vyjadiena pomoci teplotniho koeficientu,
ktery je definovany jako:

1
= — (Ripo— R
« 100 ( 100 0)7

kde Ry a R1go jsou odpory pii teploté 0°C a 100 °C.

Prabéh zavislosti odporu na teploté se povazuje za linearni. Koeficient se
lisi v Evropé, Rusku a USA3.

Neprijemnou vlastnosti platiny je, ze jeji odpor zavisi i na mechanickém
napéti. Tato napéti vznikaji pfedev§im deformacemi pti vyrobé. Odstranuji se
zihanim hotového teploméru pfi teploté minimalné 450 °C.

Méreni teploty odporovymi teplotnimi Cidly
Odporové teploméry vyuzivaji zmény elektrického odporu s teplotou. Zavislost
odporu na teploté je pro malé rozsahy teplot témér linearni, zatimco pro vétsi je

znacné nelinearni. Teplota je dana presné definovanou tabulkou podobné jako
u termoclanki.

3 Pozn. red.: Neznamend to, Ze by se teplomér zménil po pfevozu na dru-
hou polokouli, ale autorka se zde snazila Fici, ze rizni vyrobci vyrabéji riizné
platinové teplomeéry.
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Pouziva se napriklad typ KTY 81/210. Rozsah méfené teploty je pro ruzné
typy ¢idel razny, nejvétsi je —55°C az +150°C.

Méreni teploty optickymi pyrometry

Jedna se o bezdotykové teploméry, které urcuji teplotu z teplotniho zareni.
Funguji na takovém principu, ze barva zhaveného vldkna se shoduje s barvou
méfeného prostredi. Hlavni vyhodou je kratkd doba méfeni.

Vyuziva se jich pfi méfeni pohybujicich se nebo nestabilnich objekti na-
priklad roztavené, tekouci kovy; dale pak v provozech s agresivnim prostfedim
(tepelné sélani, prach, vibrace, odletujici kapky kovu, atd.) nebo pfi méfenich,
které jsou silné ovlivnény meénicim se prostfedim mezi méfenym objektem a
pyrometrem.

Méreni teploty integrovanymi obvody

Typ DALLAS DS18S20

Jedna se o jednovodicovou komunikaci s fidicim mikroprocesorem, a kazdy
z téchto obvod ma svou unikitni adresu. Je pouzitelny pro teploty —55°C az
+125°C.

Typ DALLAS DS1920

Pouziva Sestnacti bitové rozliSeni. Presnost je 0,5°C. Je urcen pro teploty od
—55°C do +100°C.

Typ pristroje P.T. |P.T. |[P.T. |O.C. |O.C. T or
(] | [°C] | [°C] | [xQ] | [°C] | [°C] |[°C]

Korigovéano ne ne ano
Mrazak 89,6 |—-27,3|—-27,5| 1,320 | —24 | —25,75| 1,75
Lednicka 102 5,2 49 |1,676 | 3,2 4,05 | 0,85

Trouba (na 100C) | 135,1 | 91,2 | 90,9 | 3,209 | 91,3 91,1 0,2
Teplota venku 1114 | 29,6 | 294 | 2,05 | 28,1 | 28,75 | 0,65
na slunci
Teplota venku 107,6 | 19,7 | 19,5 | 1,887 | 17,7 18,6 0,9
ve stinu
Moje teplota 113,9 | 36,1 | 35,8 |2,151 | 34,3 | 35,05 |0,75
Tabulka t2.1: Naméfené hodnoty odporu, vypoctené hodnoty teploty.

Vlastni méreni
Meéfila jsem platinovym teplomérem jiz neexistujici firmy ZPA k.p. Trutnov,
zévod Usti nad Labem. Koeficient o = 0,385 -°C~1. Dale plati 100 = 0°C.
Druhé méfeni bylo odporovym ¢idlem KTY 81/210 (viz katalog GMe). Pouzity
méFici pristroj: METEX M-3270D, pfesnost méfidla: 1,5 %.
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Méfila jsem bézné domaci teploty (Ostrava, 28. 9. 2008, 12.30-12.45). V led-
nici, mrazaku a v troubé jsem méftila 5x, uvedené vysledky v tabulce t2.1 jsou
jiz. pramérné hodnoty. Teplotu venku jsem méfila pouze jednou a to ve vyse
uvedeném case.

Uzité zkratky:

P. T. — platinovy teplomeér
0. C. — odporové ¢idlo
T — stfedni hodnota teploty
o — chyba méreni
nast. — nastaveni

Celkova odchyla +0,85°C.

Pramérna odchylka At = 0,85°C.

Piivodné vodi¢e mély odpor 0,12 shodné pfi méfeni platinovym i odporo-
vym teplomérem. Celkovy odpor odporového teploméru byl v fadu kilohm,
a proto nebylo potfebné naméfené hodnoty korigovat (odchylka je desetitisi-
cindsobné mensi nezli méfend hodnota). U platinového teploméru vSak méla
korekce po prepoctu hodnotu 0,2°C az 0,7°C a tudiz jsem ji do vypoctu tep-
loty zahrnula.

Zavér
Z vysledkt v tabulce je patrné, Ze hodnoty namérené platinovym teplomérem
a odporovym ¢idlem se zna¢né lisi. Pramérnd odchylka vSech méfeni je At =
= 0,85°C, ale pokud zde zahrneme chybu zpiisobenou méficim p¥istrojem,
vysledek se opét o néco pozmeéni.

Béhem péti méfeni, ze kterych jsem pozdéji sestavila tabulku, se mi nejvice
lisily hodnoty naméfené odporovym ¢idlem v mrazaku. Nejsem schopna Fici,
¢im to bylo zptsobeno, ale je ziejmé, ze pravé tam vznikl nejvétsi rozdil pfi
porovnavani P. T. a O. C.

Déle si miizeme pov§imnout, Ze az na teploty v mrazaku (které nepovazuji
za Uplné objektivni) a v troubé, naméfilo odporové ¢idlo vzdy o néco nizsi
teplotu nez platinovy teplomér. Jedna se o rozdil az 1,8°C.

Co se tyce mého nazoru, myslim si, ze méfeni platinovym teplomérem jsou
presnéjsi. Naptiklad pfi méfeni moji teploty byly hodnoty naméfené platino-
vym teplomérem shodné s lékarskym rtutovym teplomérem, coZ se rozhodné
o odporovém c¢idle Fici neda.

Zdroje informaci

Nejvice jsem cCerpala z praktickych zkuSenosti mého otce, ktery mi velmi né-
zorné dokéazal vysvétlit, jak funguji pfistroje pro méreni teplot.
Déle jsem cerpala z internetu:
— Wikipedia: www.wikipedia.org
— Studijni text FO: http://fo.cuni.cz/texty/teplota.pdf
— O historii méfeni teploty:
http://www.quido.cz/0bjevy/teplomer.htm
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— Studijni text pro studenty VSCHT:
http://www.vscht.cz/fch/cz/pomucky/FCHV_all_7.pdf

— Meérici technika:
http://www.tequipment.net/MetexM-3270D.html

— Katalog firmy GM Electronic: http://www.gnme.cz/

Pozn. red.: Tento ¢lanek mél mozna az zbytecné mnoho historie a malo vlast-
niho pozorovani. Presto mi prislo, Ze byl vhodnym tivodem pro toto tématko.
(R)adim

Téma 3 — Stavebnice

K tomuto tématu pfisla celkem ¢tyfi feseni. Problémem se zabyvali Dr™ Jakub
Topfer, Mgr!™ Stépan Simsa, Doc™ Alzbéta Pechové a Barbora Bshmova.
Dr™ Jakub Topfer se ve svém ¢lanku zabyval predevsim kostkami ve tvaru
kvadru. Navrhl taky zptsob, jak umistfovat do krabice mnohostény a urcil, se
kterymi to jde beze zbytku. Otiskujeme jeho ¢lanek o zajimavych kvadrech.

Kvadry vsech tvar(i, spojte se!
Dr™ Jakub Topfer

V tomto pfispévku bych se chtél zabyvat situaci, kdy vsechny kostky v Rikiho
stavebnici jsou kvadry. Budu pfitom pfedpokladat, Ze stavebnice je natolik
zajimava, ze se v ni nevyskytuji dva stejné kvadiiky a tak hezka a presna, ze
vsechny kvadry maji celociselné strany. Nabizim rozebrani nékolika situaci a
na zaver i jeden nameét k zamysleni.

Vsecky kvadry svéta

Jako prvni se budu zabyvat situaci, kdy se ve stavebnici vyskytuji vSechny
mozné kvadry, jejichz délka zadné strany nepresahuje néjaké pevné zvolené
prirozené n.

Vezméme nejdiive dvourozmeérnou situaci, kdy mame obdélniky s kazdym
moznym pomérem stran (opét zadnd ze stran nepfevysuje n). RozliSujeme pii-
tom pomér a : b ab:a (napf. 1: 2 neni to samé jako 2 : 1). Pokud si vezmeme
vSechny obdélniky, jejichz prvni strana je 1 a umistime je za sebe, dostaneme
jeden velky obdélnik* s jednou stranou 1 a druhou 142+ ... +n = ")
Stejné to muzeme udélat pro kazdé k (1 < k < n). Celkové tedy vSechny
obdélniky zaberou ¢tverec se stranou w‘l.

Vratme se ke kvadriim. Pro tfet{ rozmér mame n moznosti, mizeme si tedy
kvadry rozdélit do n skupin podle tfetiho rozméru. Kazdou skupinu umime

naskladat do vySe zminéného ¢étverce. Celkem tedy jisté dokdzeme nasklddat

4 Pozn. red.: Tento &tverec pak bude vypadat tak, Ze se prvni fadek opakuje
pod sebou n-krat a pokazdé je o jeden radek ,,Sirsi“
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2
kvadry do krabice se stranami nntl) 5 nindl) tak, aby nezbylo zadné volné

2 2
misto.

Fibonacciho kvadry

Jesté rozeberu jeden specidlni pripad. Co kdyby mély vSechny kvadry ¢tvercové
podstavy a délky stran podstavnych ¢tverct by byla Fibonacciho ¢isla (aZ do
ur¢itého n-tého)? Pfitom jedni¢ka se v Fibonacciho posloupnosti vyskytuje
dvakrat, proto i kvadry s podstavou ¢tverce 1 x 1 budou dva.

Je zajimavé, ze vzdy dokdzeme vytvofit takovou krabici, aby ji kvadry
presné zaplnily. Schéma zapliiovani je na nasledujicim obrazku:

an

7 rekurentniho vztahu pro posloupnost je zfejmé, Ze zptisob bude stale
fungovat®. Pokud mame navic estetické citéni, miizeme jednotlivymi obdélniky
postupné prolozit spirdlu a dostaneme tvar dobfe znamy z hlemyzdich ulit.

Premyslite radi?

A nyni pfichdzi asi hlavni divod, pro¢ jsem tento ¢lanek psal. Kdyz jsem si
poprvé precetl zadéni tohoto tématu, zformuloval jsem problém, ktery bych
chtél vytesit. Bohuzel se mi to ale stdle nedari, proto se obracim i na ostatni,
jestli by se na néj nechtéli podivat. Reseni by mé opravdu zajimalo.
Predpokladejme, ze mame kvadry s podstavami tvofenymi obdélniky. Tyto
obdélniky ale nejsou jen tak ledajaké. Strany obdélnika vzdy tvoii dvé po sobé
jdouci prirozena c¢isla. Mame tedy n obdélnikt se stranami 1 x 2,2 x 3,...,
nx (n+1) a hleddme, jak je umistit do krabice (tedy obdélniku) s co nejmensim

5 Pozn. red.: Protoze Fibonacciho posloupnost je definovana jako Fy = F» = 1
al, =F, 1+ F,_o, je vidét, ze dalsi (vétsi) ¢tverec vzdy miizeme pfilepit ke
dvéma dosud nejvétsim
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obsahem. Zajimava muze byt i varianta, Ze se jednd o ¢tverce 1 x 1,2 x 2,...,
n xn.

To by bylo pro zacatek vSechno. Jestli budu mit trochu ¢asu, tak se jesté
nad svym problémem zamyslim. Doufam vsak, Ze zaujal i nékoho jiného a zkusi
ho tieba vyTesit.

., Pékné krabice*

Mgr™ Stépan Simsa se ve svém ¢lanku zabyval skladanim do ,,péknych krabic,
tj. takovych, které maji co nejpodobnéjsi poméry stran a dobie se skladaji na
sebe. Kromé toho se zabjval kostkami netradi¢nich tvart, jako jsou kuzely,
jehlany a mosty. Taky si v§iml toho, Ze ackoliv krabice samotnd muze zaujimat
maly objem, nemusi to znamenat, ze budou takové ,optimalni krabice“ zabirat
co nejméné mista spolecné (napf. ve skiini nas vétsinou ani tak netrapi objem,
jako spi§ maximalni rozmér).

Oteviené problémy

Pokud nemate zadny napad, co dalsitho by se jesté dalo zkoumat, zde je par
prikladd na inspiraci:
— Problém Dr'™ Jakuba Topfera, ktery formuloval ve svém ¢lanku.
— Jakym nejlepsim zptisobem se daji umistit kostky ve tvaru valce do
krabice tvaru kvadru?
— Existuji tvary, pro které by byla optimalnéjsi krabice s kruhovym ¢i
elipsovym prufezem?
— Co kdyby mély kostky nekonvexni prufez? Napf. ve tvaru n-cipé
hvézdy?
— Kolik riznych rozestavéni kostek mizeme nastrkat do krabice velikosti
n X m, pokud jsou hrany kostek pfirozena ¢isla?
— Kolik najdeme rozestavéni z predchozi tlohy, kdyZ muZzeme pouzit
maximalné k riuznych tvart kostek?
Pfipadné (pokud by vam pfedchozi tlohy pfipadaly trividlni):
— Zobecnéni stavebnice do m-rozmérného prostoru (napt. kolik muzu
naskladat n-rozmérnych krychli¢ek o strané k& do n-rozmérné krychle
o strané [, | > k a jiné).
— adalsi :-)...

Honza
Téma 4 — Divny svét
Mgr'™ Alena Busakova jako prvni uskutecnila néasledujici experimenty:

Popis experimenti

1. pokus: Vezmu nadobou o objemu 1 litr a ptiklopim ji hotici svicku. Budu po-
zorovat, za jak dlouho plaminek zhasne (mam hodinky s vtefinovou rucickou).
Radsi to udélam vickrat s riznymi svickami, aby byla chyba méfeni mensi.
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2. pokus: Pustim kulicku postupné ve vSech osmi smérech do stfedu a méfim,
jak dlouho ji trva urazit jeden metr (jestli nemaji, tak si odméfim deset mych
lokti).

3. pokus: Postavim se doprostred krychle a uvazu kulicku na Spagatek, budu
ji toc¢it dokola a budu sledovat, na jakou stranu zrychluje a na jakou zpomaluje.
Popripadé mazu vyrobit sofistikovanéjsi zafizeni, tfeba k ose ve stfedu pfipev-
nim tycku, kterd bude hladce klouzat po néjakém predmétu (tfeba naolejuju
podlozku) a budu ji sledovat, kdy zrychli, kdy zpomali a jakym smérem. Teda
poté, co do ni mirné fouchnu, jednim i druhym smérem.

Vysledky méreni
1. pokus

Svicka v lahvi vzdy zhasne. Se tfemi riznymi svickami Aléa naméfila nasledujici
¢asy zhasnuti svicky (v sekudnéch):

svicka 1 |18,63]19,80]18,58 18,44 |18,90(19,59]18,49]19,10[19,20 | 18,91
svicka 2 | 21,56 20,45 (21,33 21,03 |21,34]21,47]19,93 [ 21,73 | 21,55 | 20,56
svicka 3 [ 17,90 18,14 | 18,26 | 18,67] 19,03 19,21 | 18,68 19,92 | 18,15 | 17,80

Tabulka t4.1: Doba hofeni svice v uzaviené nadobé.

2. pokus

Alca nespecifikovala, kde a v jaké vzdalenosti od stfedu chce zrychleni mérit
a jak je chce odhadnout. Takze jsme ji nechali mérit podél kazdé osy krychle
ve tfech bodech ve vzdalenostech ~ 300m, ~ 500m a ~ 700m od stfedu
(kromé stény ve sméru zaporné osy z, kde je v této vzdalenosti jiz moc horko,
takze se tam neda jit). Krychle je protkana tunely, proto se pouhym odhadem
vzdélenost uréuje celkem Spatné (takze kromé chyby méfeni stopek miize byt
chyba i v ureni vzdélenosti.) Jednotlivé hodnoty jsou ale méfené vzdy z daného
mista.

Aléa pousti kulicku z vysky 1,7 m odméfené metrem. Casy dopadii naméiené
na stopkéch jsou (v sekudnéch):

—500m | 0,71 | 0,66 | 0,65 | 0,59 | 0,52 | 0,68 | 0,57 | 0,78 | 0,71 | 0,66
—300m | 0,83 | 0,78 | 0,68 | 0,86 | 1,00 | 0,87 | 0,82 | 0,86 | 0,91 | 0,69
300m | 0,88 | 0,87 | 0,88 | 1,01 | 0,98 | 0,96 | 0,91 | 0,81 | 0,80 | 1,02
500m | 0,63 | 0,78 | 0,66 | 0,76 | 0,87 | 0,76 | 0,56 | 0,55 | 0,70 | 0,67
700m | 0,59 | 0,55 | 0,58 | 0,61 | 0,56 | 0,65 | 0,67 | 0,67 | 0,63 | 0,48

Tabulka t4.2: Pousténi z mist ve sméru osy «
P1i pousténi z mist podél osy = pada kulicka vzdy smérem od stfedu. Podél
osy y kulicka nepadé, stejné jako ve dvou rovinach uvnitt krychle, které se v ose
y protinaji.



B XV/3 29

—700m | 0,93 | 1,04 [ 1,02 [ 0,91 [ 1,06 | 1,02 | 0,92 | 1,12 | 1,12 | 0,98
—500m | 1,03 | 1,16 | 1,20 | 1,17 | 1,13 | 1,18 | 1,14 | 1,16 | 1,14 | 1,07
—300m | 1,64 | 1,42 | 1,47 | 1,58 | 1,60 | 1,47 | 1,39 | 1,46 | 1,36 | 1,50
300m | 1,58 | 1,82 | 1,63 | 1,57 | 1,66 | 1,48 | 1,60 | 1,64 | 1,80 | 1,69
500m| 1,09 | 1,09 [ 1,39 | 1,20 | 1,18 | 1,11 | 1,26 | 1,15 | 1,30 | 1,27
700m | 0,90 | 1,14 | 1,17 [ 0,93 | 1,02 | 1,03 | 0,85 | 1,15 | 1,10 | 0,81

Tabulka t4.3: Pousténi z mist ve sméru osy z

Tentokrat pada kulicka vzdy smérem ke stfedu. Pfi provadéni pokusu si lze
v§imnout, ze kulicka nepada tplné kolmo, ale mirné zahyba.

3. pokus

Pfi toceni kulickou na provazku ma kulicka tendenci zahybat. Toto zahybani
je silnéjsi, pokud se s kulickou to¢i rychleji, a zalezi na sméru, kterym s ku-
lickou to¢ime. Pokud Al¢a toé¢i kolem osy x Jiného svéta v kladném smyslu,
rovina otaceni kulicky se ma tendenci stacet v zaporném smyslu kolem osy y.
Pokud toci kulickou v kladném smyslu kolem osy y, rovina obéhu kulicky se
staci v kladném smyslu kolem osy x. Pti otaceni kolem osy z kulicka necukd vi-
bec. Zahybani kulicky vypada jako pomérné intenzivni jev, ale bez presnéjsiho
meéfeni se da jen tézko odhadnout, jak presné velka sila ptisobici na kulicku je.
Staceni roviny rotace je otacivy pohyb a vyvolava zpétné rotaci kolem pivodni
08y, COZ je rovnéz znat.

Pokud Alc¢a roztodi tycku po naolejované podloZce tak, Ze ty¢ na ni zustava
lezet, tycka se normélné roztoci (po chvili se zastavi vlivem tfeni), nikam zna-
telné neklouze. Ale nejde piehlédnout, Ze na roztocenou tycku pisobi stacejici
sila stejnym smérem, jako na roztocenou kuli¢ku. (Pokud je naptiklad podlozka
$patné upevnéna, moment, ktery ot4ci tycku, ji oblas pfevrhne.)

Naméty
Co je Al¢ina sila®, ktera staci rovinu otaceni kulicky? Jak by se jeji vlastnosti
daly promérit presnéji? Na ¢em a jak zavisi?

Co vSechno miiZete usoudit z méfeni ¢ast dopadu kulicky podél os krychle?
Jak pfesnd budou, pokud jsou vzdalenost od stiedu a vyska (1,7m) jenom
odhadnuté a stopky (nejlepsi, co se daly sehnat) maji specidlni cifernik, ktery
rucicka obkrouzi za vtefinu? Jaky je pomeér tihy podél os x a z? Jak by se dalo
méfeni zpfesnit, aby se z nich dalo usoudit vice? Jaké jiné pokusy se odhodlate
provést?

Pozn. red.: Z technickych diuvodi budou autorce body za jeji piispévek k
tématu pripsany az ve ¢tvrtém cisle.

Irigi & Madra

6 Pozn. red.: Drzime se bézného zvyku a pojmenovavame fyzikalni jev po jeho
objeviteli. :-)
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Konference Mlyn 2008

Na soustredéni ME&M Miyn 2008 probéhla tradiéni konference, ktera se sklddala
z prispévku ucastniku soustredéni. Pro tento rok jsme se rozhodli odprezento-
vané prispevky, které byly svymi autory zpracovdny a zasldny nasi redakci pri-
bézné uverejniovat a pridélovat za né body. Cldnek hodnotime nejen po strdince
odborné, ale také po strdnce formdlni a stylisticke.

NIM

Mgr™ Stépdn Simsa, Barbora Smidovd

Nasim tkolem bylo zjistit vyherni strategie nejdiiv pro néjaké urcité hry a poté
se pokusit pfijit na univerzalni vyherni strategii.

Nim, logicka hra napfiklad s kastany. Kastany jsou v nékolika hromadkéch.
Kazdé kolo odebereme néjaky pocet kastant dle zadani.

Cil hry

Sebrat posledni kastan, nebo dostat protihrace do takového stavu, Ze uz nemize
sebrat zadny kastan.

Pravidla

2 hraci se stridaji po tahu. V kazdém kole mize hrac, ktery je na tahu sebrat
néjaky pocet kastanti (jeden z pfedem urdenych pocti).

Priklad: 1 hromddka, v kazdém kole muze hrdc, ktery je na tahu, odebrat 1, 2
nebo 3 kastany

Rozbor pro nékolik kastant s riznym poctem kastanl na
zacatku

— 0 kastand: pokud neni v hromédce zadny kastan, hra¢ na tahu nema
co sebrat, hra¢ na tahu je v prohravajicim stavu.

— 1 kastan: hra¢ na tahu sebere 1 kastan, tim padem 2. hra¢ uz nemé
v hroméadce zadny kastan a jak je vidét vySe tak v tom pfipad€ je 2.
hra¢ v prohravajicim stavu a prvni hrac¢ ve stavu vyhravajicim.

— 2 kagtany: 1. hrd¢ muze sebrat bud 1 kastan, ¢imz 2. hrac je ve vyhra-
vajicim stavu, nebo 2 kastany, pak je 2. hra¢ v prohravajicim stavu;
1. hrac je ve vyhravajicim stavu.

— 3 kaStany: 1. hra¢ muze sebrat bud 1 kastan, 2. hra¢ je ve vyhra-
vajicim stavu, nebo 2 kaStany pak je 2. hrac¢ taktéz ve vyhravajicim
stavu, nebo 3 kastany a pak je 2. hra¢ v prohravajicim stavu; 1. je ve
vyhravajicim stavu

— 4 kaStany: 1. hra¢ mtze sebrat bud 1 kastan, 2 kaStany nebo 3 kastany;
2. hrac¢ bude vzdy ve vyhravajicim stavu — 1. hra¢ je v prohravajicim
stavu
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Nyni vidime, Ze v prohravajicim stavu je hra¢ na tahu nejen, kdyz zbyva
0 kaStant, ale i kdyz zbyvaji 4 kastany. Snazime se tedy dostat 2. hrace do
situace, kdy jsou v hromadce pfed jeho tahem 4 kaStany (pro pocet kastant
puvodné vétsi nez 4) a to stejnym zptisobem, jako kdyz jsme se ho snazili dostat
do situace, kdy nebyl v hromadce pred jeho tahem zadny kastan. Tim padem
je hrac¢ na tahu ve vyhravajicim stavu, pokud mé pfed tahem v hromadce
5, 6 nebo 7 kastand. Pro 8 kastant posle 2. hrace do vyhravajicitho stavu,
nezévisle na tom, jestli sebere 1, 2 nebo 3 kastany. Pro 8 kastant je tedy znovu
v prohravajicim stavu. Je vidét, Zze hrac¢ na tahu prohraje, pokud mé pied
tahem v hromadce 4 - k£ kastant. Snazime se tedy, aby bylo v hromadce po
nasem tahu 4 - k£ kastant.

Univerzalni strategie pro jednu hromadku

f(z) : 1,2, 4 je funkce, kter ik, kolik mtizeme odebrat v kazdém tahu kastant;
g(x) : Mexg(x) vraci minimalni é&islo, které se nevyskutuje pfi poc¢tu kastani,
na které se mtizeme dostat po odebrani kastant

Priklad: 1 hromddka, lze odebirat 1,2 nebo 4 kastany

— pro0jeg(z)=0

— pro 1je g(z) = 1 (odkéZeme se na 0, nejmensi ¢islo, které se nevysky-
tuje v mnoziné 0 je ¢islo 1)

— pro 2 je g(xz) = 2 (odkdzeme se na 0 a 1, nejmensi ¢islo, které se
nevyskytuje v mnoziné 0; 1 je 2)

— pro 3 je g(x) = 0 (odkdzeme se na 1 a 2, nejmensi ¢islo, které se
nevyskytuje v mnoziné 1; 2 je 0)

— pro 4 je g(z) = 1 (odkdZeme se na 0, 2 a 3, nejmensi éislo, které se
nevyskytuje v mnoziné 0; 2 je 2) ...

Vidime, Ze v hromdadce, kde jsou 3 kastany, vratila funkce g(z) ¢islo 0 a se
zvySujicim se poctem kastand v hromadce se ¢isla periodicky opakuji. Jelikoz
v prohravajicim stavu je hra¢ na tahu tehdy, kdyZ je g(z) = 0, tak prohravajici
stav je v tomto pripadé tehdy, kdyz je v hroméadce 3 - k kastanii.

V této hie se tedy snazime, aby bylo po naSem tahu v hromadce 3 - k
kastand.

1 hromadka, jdou odebirat 3 kastany nebo 5 kastani

— pro 0 je g(z) = 0 (nemtizeme nic odebrat)

— pro 1 je g(z) = 0 (nemiZeme nic odebrat)

— pro 2 je g(z) = 0 (nemtzeme nic odebrat)

— pro 3 je g(x) =1 (odkdZzeme se na 0, nejmensi ¢islo, které se nevysky-
tuje v mnoziné 0 je 1)

— pro 4 je g(x) = 1 (odkdZzeme se na 1, nejmensi ¢islo, které se nevysky-
tuje v mnoziné 0 je 1)

— pro 5 je g(x)=1 (odkéZeme se na 0 a 2, nejmensi ¢islo, které se nevy-
skytuje v mnoziné 0 je 1)

— pro 6 je g(x)=2 (odkdZeme se na 1 a 3, nejmensi ¢islo, které se nevy-
skytuje v mnoziné 0;1 je 2)
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— pro 7 je g(x)=2 (odkéZeme se na 2 a 4, nejmensi ¢islo, které se nevy-
skytuje v mnoziné 0;1 je 2)

— pro 8 je g(x)=0 (odkéZeme se na 3 a 5, nejmensi ¢islo, které se nevy-
skytuje v mnoziné 1 je 0)

— pro 9 je g(x)=0 (odkazeme se na 4 a 6, nejmensi ¢éislo, které se nevy-
skytuje v mnoziné 1;2 je 0)

— pro 10 je g(x)=0 (odkaZeme se na 5 a 7, nejmensi ¢islo, které se ne-
vyskytuje v mnoziné 1;2 je 0)

— pro 11 je g(x)=1 (odkéZeme se na 6 a 8, nejmensi ¢islo, které se ne-
vyskytuje v mnoziné 0;2 je 1) ...

Vidime, ze v hromadce, kde je 8 kastant, 9 kastanti nebo 10 kastanti vratila
funkce g(z) ¢islo 0 a se zvySujicim se poc¢tem kaStantt v hromadce se ¢isla
periodicky opakuji. Jelikoz v prohravajicim stavu je hrac¢ na tahu tehdy, kdyz
je g(x) = 0, tak prohravajici stav je v tomto pfipadé, kdyz je v hromadce 8 - k,
8-k + 1 nebo 8-k + 2 kastanti.

V této hfe se tedy snazime, aby bylo po nasem tahu v hroméadce 8-k kastant,
8-k + 1 kastanid nebo 8 - k + 2 kastani (n > 0).

1 hromdadka, lze odebirat 2™ kastanu; n > 0
Nejdiive si vypiseme prvnich nékolik poc¢tt kastant, které mtizeme odebirat: 1,
2,4, 8, 16. ..

Postupujeme stejné jako predtim: vypocitdvame g(z) pro par nejmensich
moznych poc¢ta kastant v hromadce a zjistime, kde je perioda. V tomto pfipadé
je prohravajici stav, kdyz je v hromadce 3 - k£ kastand.

1 hromddka, jde odebirat 2¢, 37, 5F; 4,5,k >0
Znovu si vypiSeme nékolik nejmensich pocth kastani, které miizeme odebirat:
1,2,3,4,5,8,9, 16, 25...

s Postupujeme plné stejné jako minule a zjistime ze prohravajici stav je
v tomto ptipadé tehdy, kdyz je v hromadce 6 - k£ kastant.

Univerzalni strategie pro £ hromadek:

Nejdiiv zjistime g(z) pro kazdou hromadku zv1ast a vysledna ¢isla prevedeme
do dvojkové soustavy. Poté pouzijeme funkci XOR pro vsechny hromadky do-
hromady (napf. pro 3 hromédky udélame XOR(a,b,c) jako XOR(XOR(a,b),
¢). Pokud vyjde 0, jsme v prohrévajicim stavu, pokud vyjde ¢islo jiné, jsme
ve vyhravajicim stavu a musime odebrat v néjaké hromadce tolik kastant, aby
vysledny XOR byl roven 0.

Priklad: & hromadky, daji se odebirat 1, 2, 3 kastany, v hromddkach 4, 6, 7
kastaniu Nejdfive si napiseme tabulku:

l.hromadka (A) 4K g(x)=0 00 XOR(A,B)= D,XOR(00,10)= 10
2.hroméadka (B) 6 K g(x)=2 10 XOR(D,C)= E,XOR(10,11) =01
3.hromadka (C) 7K g(z)=3 11

E =01 — vyhrévajici stav.
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Nyni uz jen musime propocitavat, jak mame hrat, aby byl XOR po nasem
tahu 00 a druhy hrac¢ byl v prohravajicim stavu.

2 hromadky, lze odebirat jakykoliv pocet kastani z jedné hromddky nebo
stejny pocet z obou hromddek najednou
Potrebujeme zjistit, pro kolik kastant v jednotlivych hromadkach jsme v pro-
hravajicim stavu. Urcité jsme v prohravajicim stavu, kdyz v obou hroméadkach
neni ani jeden kastan. Poté kdyz je v jedné hromédce 1 kastan a v druhé 2
kastany. V tomto pfipadé ho totiz nemutzeme dostat do stavu, kde by v obou
hromédkach nebyl ani jeden kastan.

Kdyz chceme zjistit dalsi nejmensi prohravajici stav, budeme postupovat
nasledovné: v jedné hromadce bude nejmensi ¢islo, které se jesté ve vsech pred-
chozich stavech nevyskytovalo ani jednou. V nasem piipadé ¢islo 3. Kdybychom
vybrali ¢islo, které uz se v predchozich prohravajicich stavech vyskytovalo, sta-
¢ilo by pak odebrat néjaky pocet kastand z hromadky druhé a v prohravajicim
stavu by byl druhy.

Nejednalo by se tedy o prohréavajici stav. V druhé hromadce pak bude ¢islo
vétsi o x+ 1 nez ¢islo v prvni hromadce, kde x je rozdil poc¢tu kastant v druhé a
prvni hroméadce pfedchoziho prohravajiciho stavu. V nasem pfipadé bude tedy
v druhé hromaéadce ¢islo 5.

Tady je zacatek tabulky s prohravajicim stavy:

013 4 6 8 9 11 12
0 2 5 7 10 13 15 18 20

Nyni se jen budeme snazit, aby se protihra¢ dostal do jednoho z téchto

prohravajicich stavi.
Zavér

Jak jsme zminili na zacatku, nasim hlavnim tkolem bylo zjistit univerzalni
strategii, kterou jsme se dozvédéli a prezentovali ji. Je ale dost zdlouhavé poci-
tat, jak hrat, zvlast pro vice hroméadek s vysokymi pocty kastanti na zadatku.
A navic by nebylo tolik zdbavné hrat hru a védét, Ze vyhraju. Mnohem lep$i je
tedy vyherni strategii pouzit jen parkrat, pak ji prozradit protihraci a vykaslat
se na to, aby méla hra néjakou cenu.
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Vysledkova listina

Ulohy
Po¥r. | Jméno R.[>_1(r0 r1 r2 r3 r4 t1 t2 t3 k + |2 o
1-2. | Mgr!™ Stépan Simsa 1. 24 4 6 76 1| 24
Mgr!™ Filip Stédronsky | 2. | 24 4 4 311 2| 24
3. | Mgr™ Eliska Nekvapilova | 4. 441 1 5 3 3 10 0] 22
4. | Mgr™ Tomas Kubelka 1. 48 3 2 5 10 1) 21
5. | Dr™ Jakub Téopfer 4. 55 1 16 0| 20
6. | Bc™ Zuzana Docekalova | 3. 19| 0 2 3 2 10 0] 19
7-11. | Dr™ Miroslav Koblizek 2. 52 4 0 5 0 9
Dr™ Alzbéta Prokopova 4. 52 4 1 0 9
Mgr™ Tomés Bartonék 2. 43 2 4 0 9
Mgr™ Luk&s Zaviel 2. 43 4 5 0 9
Michal Husek 3. 9 1 11 2 1 3 0 9
12. | Barbora Smidové 1. 8 2 6 8
13-16. | Doc™ Alzbéta Pechova 4. | 185 1 4 0 7
Dr™ Miroslav Klimos 4. 60 4 0 7
Mgr™ Jan Varhara 4. 33 7
Mgr™ Jitka Novotna 4. 32 2 0 7
17-20. | Doc™ Petr Pecha 2.| 101 0 2 1 0 6
Mgr™ Jakub Klemsa 3. 44 2 0 6
Bc™ Martina Vavackova 3. 11 2 4 0 6
Vojtéch Dziewicki 3. 6 0 4 2 0 6
21. | Mgr™ Hana Bilkova 4. 29 1 2 2 0 5
22-25. | Anna Chejnovska 2. 41 1 0 1 2 0| 4
Filip Hlasek 2. 4 3 1 0 4
Pavel Novotny 3. 4 4 4
Tereza Zabojnikova 4. 4 4 0 4
26-30. | Bc™ Zuzana Tereskova 1. 17 2 1 0 3
Alena Juréaskova 1. 31 1 2 0 3
Pavel Kratochvil 1. 3 3 0 3
Vojtéch Milos 3. 3 3 0 3
Libor Plucnar 4. 3 0 3 0 3
31. | Barbora Bohmova 1. 2|1 0 1 1 0 2
32. | Martina Bekrova 4. 11 0 1 0 1

Sloupecek Y _; ve vysledkové listiné je soucet vSech bodu ziskanjch v naSem seminafi, ), je
soucet bodu ziskanych v aktudlni sérii.

Ve sloupci ,,R.“ je uveden ro¢nik (pfepocteny na ¢tyfleté gymnazium, minimalni hodnota

je prvni ro¢nik). Pokud méte v tomto sloupci uvedeno Spatné (nebo zadné) ¢islo, napiste ndm

svlj rok maturity, a my si opravime udaj v databézi. Sloupecek ,+“ znaci bonusové body

udélované podle roéniku a souctu bodu za tlohy.

Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro ucely M&M.
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Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: +420 221 911 235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastiesen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univerzity Karlovy, Ma-
tematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stfedoceské pobocky Jednoty Ceskych mate-
matikt a fyziki.



