Studentsky matematicko-fyzikalni €asopis

rocnik XIV ¢gislo 7-8

Mili kamaradi,

toto je posledni ¢islo ¢asopisu M&M v tomto roc¢niku.
Naleznete zde vzorova feseni tloh, posledni prispévky
a shrnuti jednotlivych tématek. Také zde nesmi chybét
koneéna vysledkova listina. Na prvnim misté se umistil
Doc™ Petr Pecha. K tomuto uspéchu gratulujeme.

Toto &islo vychazi s mirnym zpozdénim, nebot ta tro-
chu volného casu, kterd se ndm naskytla, jsme investo-
vali do prvniho a druhého ¢isla nésledujiciho 15. roéniku. Za toto zpozdéni se
omlouvame.

Mnoho sil do dalsiho roéniku pfeji

Organizatori B

Reseni uloh

Uloha 5.1 — Tenis (3b)

Zadani:
Riki se Zikim hragi tenis. Hraje se tak, Ze vyhrdvd ten, kdo dosdhne péti bodu s rozdilem alesporn
dva. Riki md pravdépodobnost pi1, Ze vyhraje jeden set, Ziki (1 — p1). Najdéte nejlepsi odhad
pro pravdépodobnost vyhry Rikiho za stavu 2:3, pokud

a) zndte p1

b) nezndte py

Reseni:
Ulohu budeme Fesit rovnou obecné — pro nezname p;. Jelikoz p; znaéi pravdé-
podobnost, uvazujeme pouze 0 < p; < 1.

Nyni rozebereme vSechny moznosti, které mtizou nastat:

— Riki 3x za sebou vyhraje, pravdépodobnost této moznosti je p(5 : 3) =
=p1-p1-p1 tedy pl.

— Riki vyhraje 2x a Ziki jednou a dostaneme se do stavu 4:4 — p(4 : 4) =
=pr-pr-(L=p1)+pi-(I=p1)-pr+(1—p1)-p1-p1 = 3-p7- (1—p1).
Tuto variantu budeme jesté analyzovat dale.

— Ziki vyhraje 2x — p(2:5) = (1 — p1)?

— Riki vyhraje 1x a Ziki 2x —p(3:5) =2-p; - (1 —p1)?,

protoZe nemuZeme zahrnout vyraz (1 —p1)- (1 —p1) - p1, kde by Ziki vyhral uz
po druhém kole.



Nyni si rozebereme, co se stane, kdyz soupefi dospéji do stavu 4:4. Pfipo-
minam, ze k vyhfe je potieba rozdil dvou bodt. Po dvou setech mtzou nastat
tyto tii varianty:

— vyhraje Riki —p(6:4) =p(4:4) - p1 - ;1

— zase bude remiza — p(5:5) =p(4:4)-2-p1 - (1 —p1)

— vyhraje Ziki—p(4:6) =p(4:4)- (1 —p1) - (1 —p1)
Ze stavu 5:5 bychom mohli udélat stejny rozbor s podobnymi vysledky.
Pokud nyni secteme pravdépodobnosti, ze vyhraje Riki, dostaneme

P(R)=p(5:3)+p6:4) +p(T:5)+...=p(5:3)+ > plk+2,k)
k=4

P1+ZP4 4)-2-pr- L =py)]" Pl

coZ milzeme upravit na

2-p1- (1—p1))

Mg

p(4:4)-pi-
!

Il
o

Index | zde odpovidd tomu, kolikrat se soupefi po stavu 4:4 dostali zpatky
do remizového stavu, ¢len p? je pravdépodobnost posunu z remizy k vyhie
Rikiho.

Mnozi uz zde vidi vzorec pro soucet geometrické fady, ostatnim poslouzi
toto odvozeni:

M¢jme fadu s, = Y ;- ¢ =14+q+q¢®+...+¢" Vynasobme tuto fadu

n+1
g sn=Y ¢ =q+@+. .. +q"""
1=1
Nyni prvni fadu ode¢téme od druhé:
Q'Sn_sn:(q_l)'sn:q(n+l)_1
Ostatni ¢leny se odectou. Dostavame tedy s, = (¢"T1 —1)/(q — 1).

V okamziku, kdy n bude dostate¢né velké a |g| < 1, tak ¢len ¢
k nule a vysledkem bude so = > 2, ¢' =1/(1 —q).

Tento postup zkusime pouzit na nasi fadu. Musime samoziejmé ovérit, ze
12-p1- (1 =p1)| <1, tedy Ze p1 - (1 — p1) < 1/2 pro 0 < p; < 1, jak jsme si
urcili. Tuto ¢ast nechdme na vés.

Vysledné pravdépodobnost vyhry Rikiho bude tedy:

n+1 pﬁjde

p(R)=p(5:3)+p(d:4)-p}- > [2-p1-(1—p1)]'
=0
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1
1-2-p1-(1—p1)

p(R)=pi+3-pl-(L—p1) pi-

1—]91 1
piR) =i PUT 2 )

1
R=»2-(14+3-p-(1—=p-
P = <+ " ( " 1—2-p1+2-p%>)

1+p—
1-2-p1 +2-pf

p(R) = p} -

Pravdépodobnost, ze vyhraje Ziki je pak:

p(Z) =p(2:5)+pB3:5) +p@d:4)- > [2:p1- (1 —p)]' - (1—p1)?
=0

p(Z) =p(2:5)+pB3:5) +p(@:4)-(1=p)*- Y [2-p1-(1—p1))
=0

1

p(Z)=(1-p1)*+2:p1-(1—p1)°+3-p}-(1—p1)-(1—p1)* 1—2-p1-(1=p1)’

coZ se po upraveé rovna:

1+ pi +pf

Z)=(1-p1)?*-
PO =1=p) 75 o5

Abychom se piesvédcili, Ze jsme pocitali spravné, miuzeme obé pravdépo-
dobnosti secist. Soucet bude 1, jak jsme pfedpokladali. Na zavér si jesté mtizete
prohlédnout, jak zavisi pravdépodobnost vyhry obou soupeid na p;.

p(R) p(2)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 04 06 08 1M T~ 0.2z 04 06 08 1™
Obr. r5.1.1 — Zavislost vyhry Rikiho Obr. r5.1.2 — Zavislost vyhry Zikiho
p(R) na py p(Z) na p

Jindra



Uloha 5.2 — Martin s kulometem (4b)

Zadani:
Martin dostal od maminky za kol zasadit hrdach do jejich kulatého zdhonu. Jako clovek, ktery
vyuZivd svij cas mazimdlné efektivne, se rozhodl resit ulohu tézkou mechanizaci, a nalddoval
hrdch do svého kulickového kulometu. Postavil se doprostved zdhonu a za hlasitého ddbelského
smichu ,, Muhehehe!* spustil palbu a zacal se otdcet. Maminka mu ale prikdzala zasit hrdch
rovnomerné. Jak md Martin ménit uhel hlavné kulometu a rychlost svého otdcent, aby zasel
rovnomeérné?

Martin si to musel porddné rozmyslet dopredu — md pevny pocet hraski, které chce zasadit,
a znd kadenci svého kulometu. Na tak malou vzddlenost je mozné zanedbat odstredivou silu
i odpor vzduchu a uvaZovat, Ze hrach létd po primce. Rovnomérné rozmisténi znamend, Ze
v kazdém ctverci 1 m x 1 m je skoro stejné hrachu a Ze vzddlenost kazdého hrdsku ke trem k nému
nejblizsim je skoro stejnd. Uhel a rychlost otdcent zkuste vyjddrit co nejpiesnéji (napiiklad jako
funkce ¢asu).

Reseni:

Ozna¢me kadenciu (teda pocet ran za sekundu) k& (udané v Hertzoch) a med-
zihraskovt vzdialenost (teda priemerni vzdialenost najblizsich hraskov) d. Po-
lomer zédhonu je R. Ak Martin striela hragky na kruznicu o polomere r, uhlova
vzdialenost medzi dvoma hraskami je §(r) = d/r radidnov. Toto je ale vzdiale-
nost po kruznici. Skuto¢na vzdialenost hréskov je mensia a spravne by sa mala
vypocitat z rovnoramenného trojuholnika s vrcholmi v strede kruznice a dvoch
susednych hragkoch. Spravny vztah pre uhol teda je: §(r) = 2arcsin (d/2r).
V grafe r5.2.1 je vyneseny rozdiel vzdialenosti priamej a po kruznici s polo-
merom 7 = 1lm v zivislosti na uhle § vyjadrenom v stupiioch. Je vidiet, Ze
aj pre pomerne velky uhol (50°) je tento rozdiel malicky (asi 1cm pri dizke
obliku 1m, teda odchylka je asi 1%) a tak na zéklade tvrdenia zo zadania, ze
wvzdalenost kazdého hrasku ke tfem k nému nejblizsim je skoro stejnd“ modze
Martin pouZit jednoduchsi vztah.

Obr. r5.2.1 — Rozdiel vzdialenosti po kruznici a priamo.

Pri zndmej kadencii k, polomere r a medzihraskovej vzdialenosti d sa teda
musi oto¢it o §(r) = d/r za 1/k sektind a teda uhlova rychlost ota¢ania bude
w(0) = ok, ¢ize

dk
w(r) = -
Je vidiet, Ze so zmensujicim sa polomerom sa Martin bude musiet ot4cat stale
rychlejsie, pri¢om nemé zmysel volit kruznicu o mensom priemere, ako je med-
zihraskové vzdialenost.

Rychlost ota¢ania teda médme ako funkciu polomeru. Ako ale volit polomer?
Jedna moznost je vystrielat celt kruznicu (teda otocit sa o 27), potom zmensit
polomer a tieto dva kroky opakovat, kym sa polomer prili§ nezmensi. Otazka je,

(r5.2.1)
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o kolko by sa mal polomer v kazdom kroku zmensit. Ak by bol tento rozdiel d,
potom by bola vzdialenost hraskov rovna d iba v pripade, Ze lezia na tom istom
14 (v tom istom uhle). Bude teda vhodnejsie zvolit rozdiel polomerov kruz-
nic tak, aby sa strednd hodnota vzdialenosti najblizsich hraskov na susednych
kruZzniciach rovnala d. Pre jednoduchost vipo¢tu je mozné predpokladat velky
polomer kruznic a je teda mozné problém na ststrednych kruzniciach nahradit
problémom na rovnobeznych priamkach. Tento zjednoduseny vypocet uz nie je
naroc¢ny a vysledkom je, Ze rozdiel polomerov dvoch susednych kruznic by mal
byt priblizne ¢ = 0,956 - d.

Martin nie je robot, takéto prudké hybanie
hlaviiou mu nesedi. Preto by asi ocenil, keby
mohol polomer menit plynulejsie. Na zaklade
minulého odstavca méze zvolit polomer r ako
funkciu uhla natocenia tymto spésobom:

—R—c— 5.2.2
r(a) = Co- (r5.2.2)

Je vidiet, ze po obehnuti o 27 sa povodny po-
lomer R zmensi prave o ¢ a tym padom tento
vztah spliia vietky predchadzajtce body. Vyu-
zitim vztahov (r5.2.1) a (r5.2.2) je teraz mozné
nakreslit §piralu tak ako ju s nastrielanymi hra- Obr. r5.2.2
chmi vidite na obrazku r5.2.2.

Aj ked by bolo mozné napisat, ze

oz(t)—/o w(r)dr, (r5.2.3)

z (r5.2.3) dosadit do (r5.2.2), prederivovat obe strany rovnice podla ¢asu a sna-
zit sa riesit vyslednu diferencidlnu rovnicu, myslim, Ze pre vas bude jednodu-
chsie postupovat po krokoch (¢o je vlastne jedna z numerickych metéd rieSenia
diferencidlnych rovnic). Teda, na zaciatku a;—¢s = 0 nastavit w(r) = dk/R,
teda §(r) = d/R, a po vystreleni hrasku v ¢ase t = 1/k prepocitat nové hod-
noty pre dalsi hrasok ako

o) —
~ r(a+0,58)’ (r5.2.4)
o(w) = %

Inak povedané, na spoéitanie rychlosti otd¢ania k dalsiemu hrasku

pouzijem polomer r(a+0,5§), ¢o je polomer podla vztahu (r5.2.2) N
v polovici intervalu medzi tymto a nasledujicim hraskom, pri-

¢om polovicu odhadujem podla dizky predchédzajiiceho intervalu.
Tymto spésobom je nakrelsend aj ohraskovana Spirala na obrazku
r5.2.2.

Obr. 1r5.2.3
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Obr. 15.2.4

Je ale mozné, ze by Martina takato ¢iastoénd pravidelnost neuspokojila a
chcel by byt lepsi ako zadanie a teda tplne pravidelny. Vhodnym pravidelnym
Utvarom na pokrytie roviny je napriklad pravidelny Sestuholnik (mimo iné sa
skladé zo Siestich rovnoramennych trojuholnikov). Pritom staci jeden hrésok na
kazdé dva trojuholniky (teda tri hrasky do Sestuholnika), napriklad tak, ako
je to naznadené na obrézku r5.2.3. Sami si mozete vyskusat pokrytie roviny
takymito utvarmi a to, Ze az na nejaké vrcholy na hranici s vo vSetkych
vrcholoch hrasky. Taktiez si sami odvodite, ze v takto pokrytej rovine bude

medzihraskova vzdialenost
o R2
i— | (r5.2.5)
V3N

kde R je polomer zédhonu a N celkovy pocet hraskov. Pre jednoduchost po-
vedzme, ze Martin moze par hraskov stratit tak, aby mu ich na strielanie zostalo
6n+ 1. Rychlost otd¢ania bude v tomto pripade w = k-60° a tak Martin nastreli
pri otoceni o 360° prave 6 hraskov do pravidelného Sestuholnika (na kruznicu
jemu opisant). Kruznica je ozna¢end dvojicou éisel (a, b), a, b € Ny, potom jej
polomer je podla kosinusovej vety r = dv/a? + b2 + ab (viz. obrézok r5.2.5). Na
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kazdej takejto kruznici lezi prave Sest hraskov, avSak v niektorych pripadoch
sa dve takéto kruznice prekryvaji. Dochadza k tomu v pripade, ze a a b st dve
rozne nenulové ¢isla (pretoze ked ideme najprv o a doprava a potom o b §ikmo
nahor, dostaneme sa ku hrasku leziacemu na inej kruznici ako ked ideme o b
doprava a o a $ikmo nahor, ale polomer tychto kruznic je rovnaky).

Beaa r = VaT T 07 Fab = 2dv7
b=2d
C a=4d A
Obr. r5.2.5

Hladiac teraz na obrézok r5.2.4 je uz jasné, ze Martin zacne s kruZnicou
(0, 1) (prva tenkd), potom prejde na (1, 1) (prva hrubd), potom (0, 2) (druha
tenkd), nasledne nastriela kruznicu (1, 2) a po malom pootoé¢ni (o uhlovi vzdi-
alenost susednych hraskov +1-60°, | € Z) aj kruznicu (2, 1) a pokracuje dalej,
kym sa vlezie do polomeru zahradky. Napokon vyberie z rozpaleného gulometu
6n+1-ty hrasok a vrazi ho do diery, ktort vyhlbil svojimi nohami pri otacani.

Jeffer

Uloha 5.3 — Loydova 63 (5b)

Zadani:
Jisté zndte hru Loydova patndctka. Mate k dispozici hract pole velikosti 4 x 4 a na ném rozmis-
téno patndct cisel, na jednom misté je volné misto. Vasim dkolem je pomoct presouvdni cisel
(presunuti éisel znamend posunuti ¢isla na sousedni volné policko) preusporddat &isla tak, aby
Sly postupné od 1 do 15. Ve své dobé byl o tuto hru veliky zdjem, nebot sdm Loyd nabidl £1000
tomu, kdo vyresi patndctku, kterd je sefazena, aZ na dvé posledni cislice, které jsou prohozeny
(¢isla Sly v poradi 1, 2 ... 13, 15, 14). O své penize se nemusel bdt, protoZe tato situace je
nefesitelnd.

Co kdybychom resili podobny problém, a to 3D verzi tohoto hlavolamu. Meli bychom krychli
o velikosti 4 x 4 x 4 hracich kameni. Uvniti bychom méli 63 ocislovanych krychlicek. Kameny
bychom mohli opét presouvat pouze na sousedni volné misto a to ve 3 (respektive 6) smérech.
Je tato verze tohoto hlavolamu Tesitelnd ve vSech pripadech? Nebo i zde mize byt nabidnuta
poutavd odmeéna za néco, co nejde vyresit? Své Teseni nezapomerite paticné zdivodnit.

Reseni:
Zkusme se nejdiive zamyslet nad tim, pro¢ néktera rozlozeni u ,klasické” pat-
nictky nejdou uspofadat. Za¢neme tim, Ze si (moZné trochu podivné) oé¢islu-
jeme policka.

3

516
121110
1311415

Kazdé rozlozeni pak budeme chapat jako permutaci hracich kostek s danymi
Cisly vuci témto polickim. Toto ocislovani mist ma jednu vyhodu. Pokud mame
nékde prazdné policko, mizeme kostky posunout tak, ze prazdné policko se
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presune na konec a nezméni se pofadi ¢islic (pokud tomu tplné nerozumite,
tak zkuste ¢ist dal, pak vam to snad bude jasngjsi).

Vezméme si nyni ,zédkladni“ rozestaveni patnéactky, neboli situaci, kdy jsou
kameny sefazeny postupné od 1 po 15. Dostaneme tak ,zakladni“ permutaci
kostek s policky (v hornim Fadku mame ¢isla policek a v dolnim ¢isla kament
na téchto polickach):

1\2\3\4\5\6\7\8\ 9 \10\11\12\13\14\15
4‘3‘2‘1‘5‘6‘7‘8‘12‘11‘10‘ 9 \13\14\15

Budeme zkoumat znaménko permutace. Nejdiive zjistime pocet inverzi (pre-
hozeni sousednich poli¢ek), ktery je potieba, abychom ziskali ptivodni tvar.
V naSem pripadé jeton =12:2«— 1,3 < 1,4 1,3 < 2,4 < 2, 4 < 3,
10 <~ 9,11 < 9, 12 « 9, 11 « 10, 12 < 10, 12 < 11. Znakem « znacime
inverzi.

V ptipadé, ze piehodime posledni dvé kosticky (kosticku 14 a kosti¢ku 15),
dostaneme permutaci

1\2\3\4\5\6\7\8\ 9 \10\11\12\13\14\15
4‘3‘2‘1‘5‘6‘7‘8‘12‘11‘10‘ 9 \13\15\14

U této permutace pribyla inverze 15 < 14. n = 13, tudiZ permutace méa
znaménko —1. Pokud najdeme zpusob, jak posunout kosticky tak, aby se zmé-
nilo znaménko permutace, tak jdou poskladat vSechna pocatecni rozestaveni,
pokud je tomu naopak, tak nikoliv. (Jak uz asi tusite, tak to neptijde a my si
ukdzeme pro¢.)

Zaroven si povSimnéte, Zze naSe volba ocislovani polic¢ek nadm zajisti, ze
prazdné policko mtuzeme vzdy posunout na ,,16.“ pozici tak, ze nezménime
poradi ¢islic, a tudiz ani znaménko dané permutace.

Dale si vSimnéte dalsi zajimavé véci. Vedle kazdého policka s lichym ¢islem
jsou policka pouze se sudymi c¢isly. To se ndm bude hodit.

Zkusme nyni provést n&jaky tah. Reknéme, Ze jsme kosticky s ¢isly 13, 14
a 15 na polickich 13, 14 a 15 posunuli o jedno policko ,,doprava“. A kosticku
9 jsme posunuli z policka 12 na policko 13. Nyni kosticku 5 z policka 5 presu-
neme na policko 12 a vSe vratime tak, aby prazdné policko bylo zpét na ,16.“
policku.

1121314 1 1

8 6 6 12
9|10(11|12 5|10(11|12 5|10|11|12 915 |10|11
1311415 9|13(14|15 9|13(14|15 13|14|15

A opét se podivame na to, jakd permutace ndm vznikla:
1\2\3\4\5\6\7\ 8 \ 9 \10\11\12\13\14\15
4‘3‘2‘1‘6‘7‘8‘12‘11‘10‘ 5 \ 9 \13\15\14
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Stalo se ,,pouze“ to, ze kosticka s Cislem 5 se posunula o 6 mist dozadu.
Pokud opét spoc¢teme znaménko permutace, tak zjistime, ze n = 18. Tedy
znaménko permutace je 1. Coz ale neni zase az tak prekvapivé, protoZze posunem
libovolné kosticky o sudy pocet mist v permutaci ptfibude zase sudy pocet
permutaci. Pokud si uvédomime, ze kolem kazdého lichého ¢isla jsou pouze suda
¢isla a kolem sudého ¢isla jsou zase pouze liché ¢isla, tak vzdy ¢islo posuneme
o sudy pocet pozic, a tedy, ze se nikdy nezméni znaménko permutace.

Jak ndm to pomohlo pfi feSeni Loydovy 637 Velmi, protoze si sta¢i pouze
vhodné ocislovat policka tak, aby s kazdym sudym polickem sousedilo pouze
liché policko a naopak.

Pro snazsi pfedstavivost roziezeme krychli na jednotliva patra a oc¢islujeme
policka:

13(14115(16 20({19|18 |17 45|46|47|48 52|51|50|49
12111(10| 9 2122|2324 44|43(42|41 53|54|55|56
5161718 2812712625 37(38[39|40 60|59|58|57
211 291303132 36(35|34(33 61]62|63

A jesté pro uplné utvrzeni si krychli rozfezme na jednotlivé stény. Pfi stej-
ném ocislovani dostaneme:
413121 56178 12(11(10| 9 13(14115|16
2913003132 28|27(26|25 21|22|23|24 20|19(18|17
36|35(34|133 37[38(39|40 44|43|42|41 45|46|47|48
61|62 |63 60|59 (58|57 53|b4|55|56 52|51|50]|49

Jak se ukdzalo, tak reseni neexistuje. Proto mizZeme skodolibé vyhldsit soutéz
0 42 MEM bodi pro toho, kdo najde zpusob jak posklidat Loydovu 63. :-)
(R)adim

Uloha 5.4 — Praseti hra (3b)

Zadani:

Na tabuli jsou napsand cisla 1, 2, 3, ..., 2007. Dva hraci stridavé maZou libovolnd dvé cisla a
a b. Poté misto nich na tabuli napiSou c¢islo ||a — b||. Hra konéi ve chvili, kdy na tabuli zbude
jedno jedin€ posledni cislo. Pruni hrdc je vitézem, pokud je zbylé cislo sudé. Pokud je liché,
vyhravd druhy hrdc.

Reseni:
Jak si oba Tesitelé spravné povsimli, ve hie nezalezi na konkrétnich hodnotach
Cisel, ale jenom na tom, jestli jsou suda nebo licha. Sudé ¢isla oznacime S, licha
L:

§-5=S5

L=S



10

S—L=1L

Tedy celkovéa bilance v jednotlivych pfipadech je:
—25+5=-5

—2L+S8=-2L+S
—S—L+L=-8

Jak vidime, licha ¢isla mtizou pouze ubyvat, a to po dvou. Vzhledem k tomu,
ze prvni hrac¢ vyhraje, kdyz je na konci sudé ¢islo, vyhraje prave tehdy, kdyz je
na zacatku na tabuli sudy pocet lichych ¢isel. Pokud je jich lichy pocet, vyhraje
druhy hrac.

V posloupnosti 1,2, 3, ...,2007 je 1004 lichych ¢isel, takze hru vzdy vyhraje
prvni hra¢ (bez ohledu na pouzitou strategii).

Honza

Uloha 6.1 — Rozhoupani lodé (4b)

Zadani:
Kdyz Irigi sledoval posledni dil série Pirdti z Karibiku, zaujala ho scéna, kdy posddka rozhou-
pdvd lod ve snaze ji prevrhnout. Ndmotnici prebihaji z jedné strany lodi na druhou.
a) Jakym zpisobem musi ndmornici béhat, aby lod rozhoupali?
b) V jistém momenté padl povel kapitina Barbossy wvolnit ndklad, aby se mohl volné
hijbat podpalubim. Pomohl tim Barbossa posddce, nebo bylo naopak té25i lod pre-
vrhnout? (odivodnéte)

Reseni:
Prvni ¢ast roztesili spravné témér vsichni, spravné reseni napisi slovy Mgr™ To-
mase Bartonka:

Aby bylo dosazeno maximalni efektivity, musi dle mého nézoru namoinici
béhat takto:

1. Z centralni paluby vSichni na jednu stranu — lod dostane prvotni im-
puls a zacne se naklanét.

2. Ve chvili, kdy se lod pfestane naklanét(dostane se do maximalné vy-
chylené polohy odpovidajici vaze ndmoinikt na jejim okraji) a do-
stane se do mrtvého bodu, musi ndmotnici bézet na druhy bok lodi
co nejrychleji tak, aby maximalné umocnili jeji zhoupnuti na druhou
stranu.

3. Lod se pfehupuje a namoinici bézi na druhou stranu. Lod se dostane
opét do krajni polohy, ndmofnici jsou na misté. A musi se otoCit na
druhou stranu a bézet co nejrychleji na bok lodi.

Opakovat body 2 a 3 dokud se lod nepfevazi. Za zminku také stoji, ze je
nejlepsi béhat v co nejvétsi vzdalenosti od podélné osy lodi — rameno sily je
kolmé k sile, kterou ptisobime na dno lodi (ktera je kolmé k hladiné — ptisobime
vlastni vahou).
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Druhé ¢ast ilohy uz neni tak jednoduchd, mozna jsme ji i trochu podcenili.
Jdou zde proti sobé dva vlivy. Uvolnény naklad se v podpalubi pohybuje, coz
vyzaduje energii. Tento vliv pfevraceni ndmoiniktim znesnadnuje. Druhy vliv
lze popsat tak, ze lod, ve které se ndklad pohybuje, je proti pfevraceni méné
stabilni, naklad neni tfeba zvedat spolu s lodi, proto je prevraceni snazsi. Vét-
Sina z vas si vsadila na jeden z vlivt a slovy ho popsala. Osobné mne nenapadla
zadna hezka ,finta“, jak ukazat, ktery vliv prevazi, takze popisi zpusob, jak
se priklad spocitat dal. Pokud nééemu nebudete rozumét, klidné to preskocte,
matematika to neni lehka, presto chceme dodat spravny vysledek.

Model

Abychom cely problém mohli fesit preciznéji, sestavime si model, ktery bude
dost jednoduchy, aby se dal zapsat matematicky. Povazujme lod za misticku ve
tvaru polokoule poloméru R ponofenou ve vodé (jde ndm koneckoncii o podpa-
lubi, je dobré si zvolit tvar jednoduchy). Lod déla stabilnéjsi tézké podpalubi,
proto predpokladejme, ze naspodu polokoule je zévazi hmotnosti M. Néaklad
budeme reprezentovat kulickou hmotnosti m svrchu poloZenou na dno polo-
koule — ta se budto miize, nebo nemiize volné hybat. Misticku budeme rozhou-
pévat silou s pritbéhem sinusovky F = Fp sinwt. (Tady pfedpokldaddme trochu
hloupé namoiniky, protoze sila by se méla ménit podle aktudlni vychylky lodg.)
Vychylku lodé budeme znaéit thlem (), jakmile dosdhne 7 /4, lod je pfevra-
cena. Polohu nékladu budeme znacit thlem x(¢). Tfeni mezi lodi a vodou i
mezi lodi a nakladem budeme povazovat za timérné jejich vzajemné rychlosti,
konstanty timérnosti nazveme u, v.
Ziskani rovnic

Pohybové diferencialni rovnice ziskdme pomoci tzv. Lagrangeova formalismu.

Lagrangetv formalismus je velice uziteény nastroj, ktery ¢lovéku usnadiiuje
ziskédni pohybovych rovnic daného systému bez toho, aby bylo nutné délat slo-
zity rozbor silového ptlisobeni. Je ekvivalentni Newtonovym zdkontim a v pod-
staté fika, ze pokud umime zapsat kinetickou energii 7' a potencialni energii
V v libovolnych soutadnicich ¢; () a zobecnénych rychlostech ¢;(t) (tecka znadi
derivovani podle ¢asu), pak pohybové rovnice maji tvar:

d (8(T—V)> AT -V)

dt 9q; oq 0

My ve skutecnosti potiebujeme jesté obecnéjsi tvar

d <8(T—V)) AT -V) 9D

dt dq; 0¢; N 0¢;

kde Q; jsou zobecnéné sily, které se od normalnich sil lisi tim, Ze pusobi pfimo
na souradnice ¢;, zatimco D zavisi na rychlostech a predstavuje tteci sily.
Nejdiive si vyjadiime vztahy, které zname.

V = R(=mcos x(t) — M cos p(t) +7 (x(t) — o(1))* ,
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T = MR(t)? + mRX(1)*

D = v (3(t) = X(1))* + p(t)?,
Qo = Fysinwt,
Qy=0.
V' je potencidlni energie zapsand v thlech, kterymi systém popisujeme (¢leny
obsahujici minus kosinus tthlu zarucuji, ze v ¢ase t = 0 jsou zévazi M i m
vespod lodi, podivny &len v (x(t) — ¢(t))? je jenom zptisob, jak ukotvit nédklad
lodi — pokud 7 neni nula, ale je rozumné velké, pak si mizeme predstavit, ze
je to dostatecéné silnd sila lan drzicich néklad.) T je kinetickd energie zapsana
pomoci derivaci hli podle ¢asu, tedy pomoci tthlovych rychlosti. V ¢lenu re-
prezentujicim tfeni, D, vidime, Ze tfeni nakladu a lodi je imérné konstanté v
a zavisi na rozdilu thlovych rychlosti lodi a nakladu, zatimco tfeni lodi o vodu
zavisi jen na jeji rychlosti. Sila @), je nulové, protoze néklad nic nerozhoupéva,
zatimco ), je pfedpisova sinusovka.
Dosazenim do Lagrangeovych rovnic ziskdme pohybové rovnice

mRsin (1) + 2v(x(t) - p(t)) — 2v((t) — X(1) + 2mR(t) =0,

Fysinwt+ M Rsin p(t) —2v(x(t) — () + 2up(t) + 2v(p(t) — x () + 2M Rp(t) ,
které miiZzeme Fesit tieba na pocitadi. !

Zavér
Pokud zadédme tieba R = 1; m = 1; Fy = 0,10; v = 0,01; M = 5; u = 0,1;
~ = 100 pro uvézany naklad, resp. 0 pro volny a najdeme (vlastni) frekvenci
w ~ 0,7, na které se lod rozhoupéva nejvic, ziskdme nasledujici ¢asové pribéhy
rozhoupévani:

uhel (rad)
08

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

-04

Obr. r6.1.1 — Rozhoupavani lodi pfi uvazaném nakladu.

1 Pokud maéte zdjem experimentovat a namodelovat si rozhoupavani lods,
nebo tifeba drahy planet nebo cokoliv, co se popisuje diferencialnimi rovnicemi,
najdéte si tzv. Runge-Kuttovy vzorce, které jsou pomérné hodné piesné a
upocitate jimi numericky i rovnice, které presné tieba ani fesit nelze.
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Obr. r6.1.2 — Rozhoupéavani lodi pfi uvdzaném a odva-
zaném nakladu.

Na grafech vidime rozhoupéani nédkladu (mensi ,sinusovka®) a lodi (vétsi
ysinusovka“). Prvni vyznacuje uvdzany néklad, druhy volny naklad se tfenim.
Porovname-li maximalni vychylky, zjistime, ze pokud je mezi lodi a nadkladem
nulové tfeni (ndklad ztistava stéle v nejspodnéjsim bodé), je pfi daném poméru
hmotnosti nédkladu a lodi nejvétsi vychylka lodi asi o 5% vyssi, nez kdyby
byl ndklad uvazany. Zvysujeme-li tfeni mezi ndkladem a lodi, tato vychylka se
zmensuje (v grafech je asi 0,7 %). P¥i hodné silném tfeni se ndklad témé¥ nehybe
a mezi volnym a uvdzanym nakladem pfestava byt rozdil. (To ovSem neni Gplné
spravné, je to spiSe chyba modelu — néklad by se mél rychle pfevrhnout naspod
a zustat tam lezet — nemél by pomalu synchronné s lodi klouzat po povrchu, ale
rychle spadnout. Tento vliv ale poméhé ve sméru ziskaného vysledku — pokud
by to tak bylo, volny naklad by jesté vice prispival k nestabilité lodi a ta by
se 1 pfi vétsim tfeni mezi ndkladem a lod{ pfevrhla snéz.) Pfi vyssi hmotnosti
nékladu je vliv silngjsi. Za zminku také stoji, ze pfi té spravné frekvenci se
naklad a lod dostanou éasem do synchronni rotace, tj. nédklad se pohybuje se
stejnou frekvenci i fazi, jako lod. Vypada to tak, Ze kdyz se lod pohybuje vpravo,
néklad se setrva¢nosti pohybuje také vpravo. (To je pravé dano tim, Ze v naSem
to, ze pohyb nakladu znesnadnuje ndmorniktim praci, nehraje tak podstatnou
roli.

Irign

Uloha 6.2 — Mauritanska ména (3b)

Zadani:
V Mauritdnii magi zajimavy zptisob obchodu. Ceny nejsou pevné stanoveny (smlouvd se). Kdyz
se cena usmlouvd a jsou s ni spokojeny obé strany, prejde se k platbé. Ta se casem stala jistym
ritudlem, ktery se dochoval aZ do dnesnich dni.

Platba probihd tak, Ze nejdiive kupujici da mince prodejci, a ten mu pak vrdti zpdtky. To
nezni prekvapivé, ovsem pri platbé a vrdceni penéz se ustdlil zajimavy zvyk. Nikdy se nepouZiji
dvé mince stejn€ hodnoty.
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Zagimalo by nds, jaké hodnoty by mély mit Mauritdnské mince, aby bylo mozné pouZivat co
nejméné druhi minci, a pritom bylo mozné zaplatit libovolnou usmlouvanou édstku a zachovat
historicky zvyk.

V' Mauritdanii se smlouvd pouze s kladnymi celymi castkami. Nejmensi hodnota, kterou
maZete usmlowvat je 1 MRU (mauritdnskd ukijd) a nejdrazsi vée, kterou v Mauritanii proddvagi,
se dd usmlouvat na 242 MRU.

U svijch vybéri hodnot minci nezapomerite zduvodnit, proc¢ funguji a pro¢ nejdou vymyslet
lepst.

Reseni:

Pro nasledujici fadky se domluvme, Ze placenim budeme chapat to, kdy kupujici
d4 penize obchodnikovi, a vracenim rozuméjme to, Ze obchodnik da danou
¢astku nakupujicimu. Tak, a nyni se pustme do FeSeni problému.

Nejdiive se zamyslime, kolik nejméné druhti minci bude potieba. Pfedpo-
kladejme, ze mame n riznych minci, které se pfi platbé mohou pouzit. Kazda
mince se milze pouzit pravé jednim z téchto zptisobl: je s ni zaplaceno, je
vracena a nebo neni pouzita viibec. Pokud bychom si rozepsali vSechny moz-
nosti, dostali bychom usporadané n-tice tfi prvkd. Pocet vSech moznosti N je
pak dén vztahem N = 3" (pokud tomu nevétite, tak se podivejte do néjaké
stfedoskolské ucebnice na variaci s opakovanim).

Pokud tedy banka vyda 5 minci, tak s nimi jde zaplatit 243 moznjch ¢astek.
Mohlo by se zdat, ze je to hledané ¢islo, ovsem v tomto odhadu jsou zapocitany
také p¥ipady, kdy by byla zaplacena zaporna ¢astka (napf. varianta, kdy jsou
v8echny mince vraceny) coz neni korektni platba podle zadani. Proto 5 minci
urcité neni dostatecnych, a bude jich potifeba vice.

Nyni zkusime nalézt systém minci, kterymi by se daly zaplatit vsechny
hodnoty od 1 do 242 MRU jen Sesti mincemi.

Zkusme prozkoumat systém, kdy bychom méli mince s hodnotami 1, 3,9,
27,81... tedy k-t4 mince ma trojnasobek hodnoty k£ — 1 mince.

Minci s hodnotou 1 MRU miizeme zaplatit hodnotu 1 MRU.

Mincemi s hodnotami 1 a 3 MRU mitizeme zaplatit hodnoty 1, 3 —1 = 2, 3,
3+1=4MRU.

Nyni pouzijeme matematickou indukci. Jak jsme ukézali, mizeme najit n
takovych hodnot Ze jsou splnény podminky hledaného systému. Oznac¢me si P
jejich soucet a ¢ = 3 -z, kde z,, je hodnota nejcennéjsi mince. Zkusme se nyni
zamyslet, jak spolu souvisi P a z,. Vime, ze P = x,, + ©y—1 + Tp—2 + ... a
7€ Tp—1 = %xn, Tp—o = %:zrn,... Takze P = x,, (1 + % + % + 2% + ) Jedné se
o geometrickou fadu s kvocientem % Soucet této fady pro n — oo je 1,5, takze
P =1,5-z,. Pokud pracujeme s pfirozenymi ¢isly, tak musime uvazovat pouze
celociselnou ¢ast cisla.

Hodnoty 1 az P zfejmé jsme schopni sestavit. Pokud za¢neme od hodnoty
q odecitat (to znamend, Ze vraceni nahradime platbou a naopak) hodnoty 1
az P tak dostaneme hodnoty ¢ — 1 az ¢ — P ale jak jiz vime, tak ¢ = 3 - x,,
a P =15-x,. Takze jsme odecitanim obsahli hodnoty P + 1 az ¢. Jak bylo
jiz zminéno, tak jsme schopni sestavit hodnoty 1 az P. Pokud zaroven budeme
platit minci s hodnotou ¢, tak jsme schopni sestavit hodnoty ¢+ 1 az P + gq.
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Snadno jiz nahlédneme, ze jsme schopni sestavit hodnoty 1 az P+ q. Pokud
si uvédomime, %e pro k minci miizeme napsat ¢ = 371, tak dostavame vztah
x + 31 kde z je pocet moznosti pro k — 1 minci zminény vyse. Pomoci in-
dukce jsme tak ukézali, Ze umime sestavit systém, kterym dokézeme k£ mincemi
zaplatit hodnoty 1 az 2 + 371, coz je systém, ktery pouziva nejméné minci.

Pocet minci na zaplaceni hodnoty 242 je asi nejrychlejsi ziskat hrubou si-
lou, a to vypocitanim jednotlivych hodnot minci. Ty jsou 1,3,9,27,81 a 243.
S témito mincemi bychom dokézali dokonce zaplatit az hodnotu 364 MRU.

(R)adim

Uloha 6.3 — Divné &lovéée nezlob se (5b)

Zadani:
Predstavte si clovéce nezlob se, které se hraje s n figurkami. Figurky jsou umistény nan rizngch
polich herniho planu, ktery je tvoren policky oznacenymi cisly jedna, dva, t7i atd. V kaZdém tahu
hrdé presune jednu z figurek na libovolné policko s nizsim cislem. Figurka vsak nesmi preskocit
zZadnou jinou figurku, tj. vSechna policka mezi novou a starou pozicti musi byt prizdnd. Navic
na Zddném policku nesmi byt zdrovern dvé figurky.

Hra skonci, pokud figurky stoji na polickach s cisly 1 aZ n. Vyhrdl ten hrac, ktery udélal
posledni tah. Za jakijch podminek a jak si dokdzZete zajistit vijhru, budete-li zacinat?

Nebojte se poslat i jen cdstecné resend.

Reseni:

Tato tuloha byla i na 5bodovou docela tézka. K feseni bylo potfeba nékolik
netrividlnich myslenkovych skoki. (Ale o to zajimavéjsi tloha to samoziejmé
je. :=)) Tim spi§ nas moc potésilo, jak blizko se néktefi z vés priblizili ke
spravnému feseni.

Zaméime se nejprve na jednodussi pfipad — sudy pocet figurek (2k).

Prvni dualezité pozorovéani je to, Ze pokud jsou uz figurky po dvojicich u sebe
(1. vedle 2., 3. vedle 4., ...), potom prvni hra¢ na tahu prohral. Jakkoliv totiz
prvni hrac¢ pohne s ,lichou“ figurkou, druhy hrac¢ tdhne s pfislusnou sudou, a
tu lichou dozene. Takto se dostanou az do stavu, kdy uz jsou figurky na polich
1 —n, a druhy hrac¢ vyhraje.

Co kdyz ale nejsou figurky v parech vedle sebe? Zkusime se soustiedit na
figurky v jednotlivych parech a snazime se byt ten, kdo prvni potdhne tak, ze
po jeho tahu budou uz figurky v parech sousedit (potom uz vyhrajeme).

Skoro bychom se na to mohli divat jako na hru, kdy jen snizujeme vzda-
lenosti mezi figurkami ve dvojicich. Problém je, Ze by protihra¢ mohl tdhnout
i prvni figurkou z néjakého paru, a tak tuto vzdalenost zvétsit. To ale neni
problém, protoze druhy hra¢ muze o stejnou vzdalenost pohnout i druhou fi-
gurkou a vysledna vzdalenost bude stejna. Protihrac¢ toto navic muaze udélat
jen parkrat, pak mu dojdou mezery mezi jednotlivymi pary.

Zredukovali jsme tedy tuto hru na jinou: Mame k nezapornych celych ¢isel
a v jednom tahu miZzeme libovolné jedno z nich snizit (tak aby stale bylo
celé a nezaporné). Ten, kdo nemuize tdhnout, prohral. Tato hra uz je znama —
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prohrévajici pro hrafe na tahu jsou vSechny stavy (k-tice ¢isel), které maji
celkovy XOR? roven 03.

Jak tedy budeme hrat? Zajimat se budeme jen o vzdalenosti figurek v jed-
notlivych dvojicich. Pokud jsme na tahu a XOR, téchto vzdalenosti je rtizny od
0, zmensime jednu tuto vzdélenost tak, aby byl XOR roven 0 (to je vZdy moz-
né, zkuste si to rozmyslet). Takto se soupef vzdy ocitne v situaci se XORem 0
a jakkoliv tahne, my budeme mit XOR nenulovy.

Mohli bychom jesté rozliSovat mezi tim, kdy soupef tahl s prvni figurkou a
dotahovat ho tou druhou, to uz je ale zahrnuto v pravidle, Ze nasim cilem je
XOR 0.

Pokud jsme sami v situaci, kdy XOR je 0, nemame jinou moZnost, nez
tahnout tak, ze XOR vyjde nenulovy a nasi strategii muze pro své vitézstvi
pouzit souper.

Jesté je potieba vyftesit, jak to udélat pro lichy pocet figurek. Toto lze
prevést na predchozi piipad tim, Ze si predstavime, Ze na poli ¢islo 0 téz stoji
figurka. Touto nelze pohnout a nezméni proto hru, muzeme tak ale figurky
naparovat a pouzit predchozi ivahu pro sudy pocet.

Tomas

Uloha 6.4 — Vé&zni a vyhled z okna (3b)

Zadani:

Pred ddvnymi lety existovala jedna véznice. Tato véznice méla problém s ttéky vézmi, nebot
stale nékdo prepilovdval mrize v oknech pilnikem. Proto se rozhodli vSechna okna zazdit. To se
vsak zase nelibilo vézniim, a tak vznikla jedna mistnost, kde bylo okno.

Jednou se do véznice dostala skupinka vézniu, a protoZe Teditel byl jiZ rozmrzen monotonni
praci (od doby zazdéni oken se nestalo nic zajimavého), rozhodl se, Ze propusti vézné, pokud si
s nim zahraji jednu hru.

Kazdy den teditel ndhodné rovnomérné vybral jednoho z vézni, ktery mohl stravit hodinu
v mistnosti a kochat se vijhledem z okna. Pokud si dany vézen byl jisty, Ze uz pred nim v mist-
nosti byli vsichni jeho kolegové, mohl to ozndamit bachari. V pripadé, Ze mél pravdu, byli vsichni
propusténi. Pokud by se mylil, zustali by nebozi vézni zavreni do konce Zivota.

Reseni:
Jak si nasi kriminélnici poradili? Inu, jsou to lumpové vSemi mastmi mazani a
jesté k tomu kazdé rano snidaji vtipnou kasi.

Védi, zZe je jich presné N.

Na zac¢atku mezi sebou vyberou toho nejzlottilejsiho a jmenuji jej velikym
yotvirdkem® — muZe okenice jen otvirat. Ostatni vézni budou ,zaviraky* —
muzou okenice jen zavirat.

Kdyz ptijde do mistnosti veliky otvirak a uvidi zaviené okenice, tak je otevie
a pricte si jednicku k poc¢tu véznt, o kterych vi, ze uz byli v mistnosti. SAm sebe

2 soucet ve dvojkové soustavé bez prenosii

3 Pokud tuto hru neznate, vézte, Ze této hie se fikd nim a jeji popis spolu
s vysvétlenim vyhrévajici strategie najdete naptiklad na anglické Wikipedii.
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zapoCita pfi svém prvnim pobytu v mistnosti s oknem. Pokud otvirdk kdykoli
uvidi oteviené okenice, poneché je oteviené.

Ostatni vézni, zavirici, budou z Gvodni domluvy védét, Ze maji okenice
zaviit, pokud je uvidi oteviené, ale pouze jedenkrat. Tim da kazdy zavirdk
signal velkému otvirdkovi, ze uz v mistnosti byl.

Jakmile otvirak napocita IV, mize oznamit bachari, ze uz se vsichni vystii-
dali.

Toto feseni mlcky predpokladé, ze na pocatku jsou okenice oteviené. Pokud
by vézni neznali stav okenic na zacatku, mohou se domluvit, Ze zaviraci zaviou
okenice 2x, a otvirdk ze ptijde oznamit bachafi konec az napocita 2N — 1.

Na zavér jesté prozradim vysledky simulace. Pfi stovce véznt a rovnomérné
nahodném vybirdni jednoho vézné denné by k propusténi vsech doslo v pri-
mérném piipadé asi za 27,5 roku (vice jak 10000 dni).

Martin

Reseni témat
Téma 1 — Stred Evropy

Kdyz se vezmou v tivahu poslané feseni, je stfed Evropy mnohem relativnéjsi
misto, nez by c¢lovek ¢ekal. Napadtu na definici bylo mnoho a spousta z vas to
pojala metodou ¢im vic, tim lip. :) A to nejen co se stfedu tyce, ale i toho,
co jesté brat za Evropu. VSeobecné byla oblibenéjsi evropské cast Ruska nez
Turecka a prakticky nikomu se nelibily ostrivky.

Reseni samotna méla zajimavy vyvoj. Zpocatku jste se zamétili na prohle-
dévani internetu a zjistovani, co si o tom mysli jini. Potom pfisla vlastni méfeni
nebo hledéni mista, ktery je nejblize extrémnim vybézkiim Evropy na vsech
svétovych stranach nebo ze kterého to bude nejbliz ke vS§em moiim.

Doc™ Petr Pecha zjistoval stied Evropy podle vétsich Zelezni¢nich nadrazi.
Nikdo se bohuzel nepokusil o analyzu podle tovaren na dobré ¢okolady...

Souhrnem by se dalo ¥ict, ze vétsina stfed@ vychazela do oblasti CR, Slo-

venska, Litvy, Madarska, ale nagly se i vyjimky ve vychodnim Némecku a na

......

Hanka
Téma 3 — Samopopisujici véty

K tomuto tématu ndm po hromadé vysledkt zvefejnénych v patém cisle prisel
uZ jen prispévek Mgr'™ Aleny Busakové, ve kterém zkousSela najit zacatek a
konec véty typu
,lato véta ma 4xt, 5xa, 2x0, 2xv, 2Xxe, 2xXm, 8x2, 2x4, 2x5 a 2x8.“
Toto je ale nejspise velmi t&zké, nebot se ji dalsi mozné priklady zacatki a
konct najit nepodarilo.
Tomas
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Téma 6 — Protokol

Svij prispévek k tématu Protokol nam poslal pouze Doc™ Petr Pecha. Uvazoval
o zapojeni, kdy mezi jednotlivymi stanicemi vedou dvé linky — jedna komuni-
kacni (datovd) a druhé obsluzni. Komunikaci pfedpoklddal v podrobnéji ne-
specifikovaném binarnim kédu, avSak s lidskymi bytostmi na obou stranéch.

P1i propojeni vice stanic do sité by méla volajici stanice zac¢it po vSech
obsluznych linkach vysilat staly proud jednicek, ktery specifikuje, ze této stanici
by se nikdo nemél pokouset dovolat, jelikoz pravé sama hovofi. Po obdrzeni
prvnich dat by méla taktéz zacit po vSech svych obsluznych linkdch vysilat
obsazujici signal i volana stanice.

Petr nezminil, jak by mély byt feSeny konflikty, kdyz napr. dvé stanice za-
¢nou volat jedné v tutéz chvili, kdyz volana stanice pravé také zacind volat
apod. Také konkrétni konstrukei stanice nezminil, ackoliv pfedpokladal, ze né-
jakym zptisobem lze obéma smeéry vysilat po jedné lince a v piipad€ nevysilani
z této linky piijimat data.

Pfi spojeni pfes vice stanic, tedy kdyz neexistuje pfimé spojeni, by méla
volané stanice sama vyhodnotit, kudy mé komunikace probihat (resp. pro kaz-
dého mozného volaného uzivatele si pamatovat cestu) a postupné volat na dalsi
stanice v cesté, aby fungovaly jako propojeni (pfi kterém vysilaji obsazujici sig-
n4l). Petr upozornil na nebezpeci odposlechu hovoru v této stanici a rozhodl se
tento problém Tesit ziizenim tzv. stieden, které by byly divéryhodné a samy
slouzily pouze k propojeni uzivatelti. Jakakoliv nepfima komunikace by se tak
déla pouze pres ustfedny.
volajicim a volanym existuje vice moznych cest. Pokud by pro toto spojeni byla
napevno urc¢ena trasa, mohlo by se stat, ze tato by byla obsazena, ale ackoliv by
existovala jina, komunikace by se neuskutecnila. To neni feSeni, které chceme.
Také zde nastava problém se zménou topologie sité. Pokud se provozovatel
rozhodne pfestavét sit, musi informovat vSechny jeji uzivatele o této zméné.

Vhodnéjsi by bylo v pfipadé obsazeni pfeddefinované trasy (¢i informovéani
o zméné topologie) pokusit se najit jinou cestu, napf. algoritmem prohledavani
do sitky (anglicky ,breadth—first search“, zkracené BFS). Zavolat vSem okolnim
ustfednam, aby se pokusily najit cestu k volanému, které by opét obvolavaly
vSechny své sousedy atd.

Petr navrhl nékolik typil zapojeni stanic a ukazal jejich slozitosti. Pocet
kabell, ktery je nutny pro toto zapojeni. Jedno z moznych zapojeni je lineadrni
(bez pouziti Gstfeden), pro které sice sta¢i malé mnozstvi kabeli, ale ¢asto bude
potfebné spojeni nedostupné. Se stejnym mnozstvim kabeld by bylo mozné
vytvotit i zapojeni typu strom, pro které plati, Zze mezi kazdymi dvéma uzivateli
vede praveé jedna cesta. V primeéru vSak pro jeden hovor bude tato cesta kratsi,
proto je vétsi Sance, ze pujde uskutecnit vice hovort naraz.

Dalsi zapojeni jsou Dvojice, coz je uplny graf — mezi kazdymi dvéma uzi-
vateli sité vede kabel. Toto zapojeni garantuje jednoduché a existujici spojeni
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mezi uzivateli, ktefi zrovna nekomunikuji, avsak jeho velkou nevyhodou je kva-
draticky pocet kabeld vic¢i poc¢tu uzivateld sité.

Jako nejvyhodnéjsi zapojeni se Petrovi jevi hvézdicova topologie, kdy ve
stfedu sité je Gstfedna a ta je spojena se viemi uZivateli. Zadné dalsi kabely
zde nevedou. Vyhodou je opét nizky pocet kabelt (linedrni vici poctu uzi-
vateltl), hovory budou rychle navizany a nebudou odposlouchdviny. OvSem
pokud toto feSeni srovname s linedrnim ¢i stromovitym zapojenim, zjistime, ze
zde muze vzdy probihat nanejvys jeden hovor, zatimco v dalsich zapojenich jich
milZe naraz probihat vice. Jelikoz uzivatelé mtizou nad komunika¢nim protoko-
lem pouzivat n&jaké ,Sifrovani“ (tedy napf. hovotit spolu madarsky, kdyz jsou
si jisti, Ze nikdo jing madarsky neumi). Riziko odposlechu ndm pak odpada.
Zvazme proto sami, ktera topologie nam piijde vyhodnéjsi.

V pfedchozich ivahach jsme se dopustili hrubé nepfesnosti v tom, Ze jsme
neuvazovali nad délkou jednotlivych kabelti. Proto bychom, jak Petr podotkl,
méli vymezit uréité oblasti (nejspiSe jen na zdkladé zdravého rozumu, kon-
krétn{ algoritmus déleni na oblasti Petr nenavrhl), ve kterych bude centralni
ustfedna spojend s centralnimi tstfednami jinych oblasti. V dalsim kroku tak
muzeme centralni Gstfedny povazovat opét pouze za uZivatele a rozvrhovat sit
stejnym zpisobem. Téchto krokt mize byt i vice. Oblasti tak budou mit jistou
hierarchii, na jejimz vrcholu budou stat pateini linky pro cely svét a na nejniz-
$im patfe zapojeni od mistnich tstfeden do jednotlivych domacnosti. Takovéto
hierarchické uspotradani se opravdu pouziva. Zajimavé je, ze nejdrazsi je vybu-
dovat pravé to posledni patro, tzv. pfistupovou sit. Toto se nazyva problémem
posledni mile, nebo také prvni mile (z opacéného pohledu).

Petrovo feseni je sice funké¢ni, ale ma nékolik nedostatkti. Piedevsim je zde
problém exkluzivity kabelu — pokud po ném komunikuji dva uzivatelé, jiz ne-
mohou dalsi. V redlu se pouzivaji feseni, kdy se data pfenasi po blocich — pokud
chce po daném kabelu komunikovat vice uzivatelil naraz, sice jsou zpomaleni,
avsak nikdo nebude tuplné odfiznut. Takové sdileni se nazyva agregace a na-
priklad poskytovatelé internetového piipojeni uvadéji jeji maximalni moznou
miru. Pokud si zafidite pfipojeni s rychlosti 10 Mbps a s agregaci 1:10, méte
zaruceno, ze rychlosti 1 Mbps se vzdy pripojite.

Radim



Vysledkova listina 5. ¢isla

Ulohy
Pofr. | Jméno R.[>_1|rl r2 rd4d t3 + >0 21
1.| Doc™ Petr Pecha 1. 104 54
2. | Dr™ Ladislav Baco 2. 83 45
3. | Mgr™ Miroslav Koblizek 1. 43 43
4. | Doc™ Alzbéta Pechova 3. 178 39
5. | Mgr™ Jakub Klemsa 2. 38 38
6. | Mgr™ Alena Busakova 1. 37 37
7. | Mgr™ Lukas Zaviel 1. 34 34
8. | Mgr™ Tomas Bartonék 1. 33 33
9-10. | Mgr!™ Frantisek Steinhauser | 2. 31 31
Mgr*™ Josef Tkadlec 3. 31 31
11-13. | Mgr™ Marek Necada 4. 35 27
Mgr™ Tomas Kubelka 1. 27 27
Mgr™ Lada Peksova 2. 27 27
14-16. | Mgr™ Alzbéta Prokopova 3. 41 25
Mgr™ Eliska Nekvapilova 3. 25 25
Mgr™ Jitka Novotna 3. 25 25
17. | Mgr Hana Bilkova 3. 24 24
18. | Mgr*™ Jakub Topfer 3. 35 21
19. | Be™ Lenka Havelkova 1. 17 17
20-22.| Dr™ Martin Vyska 3. 7 16
Dr!™ Miroslav Klimos 3. 53 16
B! Filip Lux 1. 16 16
23. | Mgr™ Jan Bogéar 2. 24 15
24. | B¢ Zuzana Tereskova 1. 14 14
25-26. | Bc!™ Milan Bartos 3. 13 13
Bce™ Katefina Honzakova 2. 13 13
27.| Mgr™ Jan Vanhara 3. 26 12
28-29. | B! Vlastimil Dort 2. 11 11
Bce™ David Vendel 3. 11 11
30-31. | Mgr™ Pavla Zarubova 3. 30 10
Bc"™ Klara Holkova 3. 10 10
32. | Prof™ Jan Musilek 4. | 225 9
33-34. | Mgr™ Jakub Marian 4. 26 8
Mgr*™ Peter Smolarik 2. 24 8
35-38. | Dr™ Marek Pecha 2. 55 7
Mgr™ Klara Krej¢ickova 4. 23 7
Stanislav Fort 1. 7
Mojmir Majdis 2. 7
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Cect XIV/7-8
Ulohy

Pof. | Jméno R.|>_1|rl r2 r4 t3 + (>0 >

39-41. | David Bambusek 2. 6 6

Jana Brizova 2. 6 6

Tomés Volf 1. 6 6

42-44. | Be™ Martin Volf 1. 15 5

Jiri Harasim 4. 5 5

Martina Vavackova 2. 5 5

45. | Be™ Jana Baxova 2. 10 4

46. | Petra Zahajska 1. 3 3

47. | Simona Lankova 2. 1 1

48. | Ales Ruzicka 4. 0 0

1
2 3
Vysledkova listina 6. cisla
Ulohy

Por. | Jméno R.[>_1|rl r2 r3 rd4 t4 + (Do 21
1. | Doc™ Petr Pecha 1. 1221 2 2 4 3 4 3| 18 72
2. | Mgr™ Alena Busakova 1. 471 2 3 3 2| 10 47
3. | Dr™ Ladislav Baco 2. 83 45
4-5. | Mgr™ Miroslav Koblizek 1. 43 43
Mgr!™ Frantisek Steinhauser | 2. 4313 2 5 0 2| 12 43
6-7. | Doc™ Alzbéta Pechova 3. | 180 2 0 41
Mgr™ Tomas Bartonék 1. 411 2 1 2 1 41
8. | Mgr™ Jakub Klemsa 2. 38 38
9. | Mgr™ Lukas Zavrel 1. 34 34
10. | Mgr™ Josef Tkadlec 3. 31 31
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Ulohy
Pof. | Jméno R.|> _1|rl r2 r3 rd t4 + (D¢ 21
11-15. | Mgr™ Alzbéta Prokopova 3. 43 2 0 2 27
Mgr'™ Marek Necada 4. 35 27
Mgr'™ Hana Bilkova 3. 27 3 0] 3 27
Mgr™ Tomas Kubelka 1. 27 27
Mgr™ Lada Peksova 2. 27 27
16-17. | Mgr'™ Eliska Nekvapilova 3. 25 25
Mgr™ Jitka Novotna 3. 25 25
18. | Mgr™ Jakub Topfer 3. 35 21
19. | Be™ Lenka Havelkova 1. 17 17
20-22. | Dr'™ Martin Vyska 3. 7 16
Dr™ Miroslav Klimos 3. 53 16
BceM™ Filip Lux 1. 16 16
23-24. | Mgr™ Jan Bogér 2.| 24 15
Be™ Vlastimil Dort 2. 15| 2 2 0 4 15
25. | Bc™ Zuzana Tereskova 1. 14 14
26-27. | Bc™ Milan Bartos 3. 13 13
BceM™ Katerina Honzakova 2. 13 13
28. | Mgr™ Jan Vanhara 3. 26 12
29. | Be™ Dévid Vendel 3. 11 11
30-31. | Mgr™ Pavla Zarubova 3. 30 10
BeM Klara Holkova 3. 10 10
32. | Prof"™ Jan Musilek 4. | 225 9
33-34. | Mgr™ Jakub Marian 4. 26 8
Mgr!™ Peter Smolarik 2. 24 8
35-39. | Dr™ Marek Pecha 2. 55 7
Mgr™ Klara Krej¢ickova 4. 23 7
Stanislav Fort 1. 7 7
Mojmir Majdis 2. 7 7
Petra Zahajska 1. 7| 3 1 4 7
40-42. | David Bambusek 2. 6 6
Jana Brizova 2. 6 6
Tomas Volf 1. 6 6
43-45. | Be™ Martin Volf 1. 15 5
Jiri Harasim 4. 5 5
Martina Vavackova 2. 5 5
46. | Bc™ Jana Baxova 2. 10 4
47. | Simona Larnkova 2. 1 1
48. | Ales Ruzicka 4. 0 0
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Vysledkova listina XIV. ro¢niku

Cislo
Pof. | Jméno R.|> 3 45 6 ),
1. | Doc™ Petr Pecha 1. 122 8§ 11 21 6 18 72
2. | Mgr™ Alena Busakova 1. 47119 14 4 10 47
3. | Dr™ Ladislav Baco 2. 8324 7 10 45
4-5. | Mgr'™ Miroslav Koblizek 1. 43123 11 9 43
Mgr!™ Frantisek Steinhauser | 2. 43116 15 12 43
6-7. | Doc!™ Alzbéta Pechova 3. 180|21 5 41
Mgr™ Tomas Bartonék 1. 411 6 6 13 41
8. | Mgr™ Jakub Klemsa 2. 38|15 5 11 38
9. | Mgr™ Lukas Zavtel 1. 34112 9 13 34
10. | Mgr™ Josef Tkadlec 3. 3131 31
11-15. | Mgr™ Alzbéta Prokopova 3. 43110 3 5 7 2 27
Mgr!™ Marek Necada 4. 35 18 27
Mgr!™ Hana Bilkova 3. 27| 7 7 10 3 27
Mgr'™ Tomas Kubelka 1. 27| 8 13 27
Mgr™ Lada Peksova 2. 27|17 7 27
16-17. | Mgr™ Eliska Nekvapilova 3. 25(15 10 25
Mgr!™ Jitka Novotna 3. 25|17 4 4 25
18. | Mgr™ Jakub Topfer 3. 3521 21
19. | Bc™ Lenka Havelkova 1. 1716 2 7 17
20-22. | Dr'™ Martin Vyska 3. 7 8 16
Dr™ Miroslav Klimos 3. 53|11 5 16
BceM™ Filip Lux 1. 16|14 2 16
23-24. | Mgr™ Jan Bogar 2. 24|15 15
BceM™ Vlastimil Dort 2. 15|11 4 15
25. | Be™ Zuzana Tereskova 1. 14| 8 2 4 14
26-27. | Bc™ Milan Bartos 3. 13|11 13
Be™ Katefina Honzakova 2. 13 4 9 13
28. | Mgr™ Jan Vanhara 3. 26| 5 7 12
29. | Be™ Déavid Vendel 3. 11|11 11
30-31. | Mgr™ Pavla Zarubova 3. 3002 1 3 4 10
BceM Klara Holkova 3. 100 3 7 10
32. | Prof"™ Jan Musilek 4.1 225| 9 9
33-34. | Mgr™ Jakub Marian 4. 26| 8 8
Mgr!™ Peter Smolarik 2. 24| 1 7 8
35-39. | Dr'™ Marek Pecha 2. 55| 7 7
Mgr™ Klara Krejcickova 4. 23| 7 7
Stanislav Foit 1. 5 2 7
Mojmir Majdis 2. 7 7
Petra Zahajska 1. 2 1 4 7
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Cislo
Po¥. | Jméno R.|> 1|1 2 3 45 6 21
40-42. | David Bambusek 2. 6 3 6
Jana Brizova 2. 6 4 2 6
Tomés Volf 1. 6| 6 6
43-45. | Be™ Martin Volf 1. 15| 5 5
Jiri Harasim 4. 5 5
Martina Vavackova 2. 5 5
46. | Bc™ Jana Baxova 2. 10| 0 4
47. | Simona Lankova 2. 1 1 1
48. | Ales Ruzicka 4. 0| 0 0

Sloupecek > _; je soucet vSech bodi ziskanych v naem seminaii, ), je
soucet bod v aktudlni sérii a ), soucet viech bodit v tomto roéniku.

Ve sloupci ,R.“ je uveden ro¢nik (pfepocteny na ¢tyfleté gymndazium,
minimélni hodnota je prvni ro¢nik). Pokud méte v tomto sloupci uvedeno
$patné (nebo zadné) €islo, napiSte ndm svij rok maturity, a my si opra-
vime udaj v databézi. Sloupecek ,,+“ znac¢i bonusové body udélované podle
ro¢niku a souétu bodu za tlohy.

Tituly uvedené v pfedchozim textu slouzi pouze pro tucely M&M.

Adresa redakce:
M&M, OVVP, UK MFF

Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: +420 221 911 235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastfesen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stfedoceské
pobocky Jednoty ceskych matematiki a fyzikd.



