Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik XIV cislo 5

Termin odeslani: 28. 4. 2008

Mily ctenari,

pred par dny nam zacalo jaro, alespon podle kalendafe. A to pfinasi nejen
probouzejici se pfirodu, ale také probouzejici se organizatory, ktefi pro Vas
zacali pilné pfipravovat soustfedéni, jenz se uskuteéni v dobé od 19. do 27.
dubna nedaleko Uherského Hradisté. Proto nékteri z Vas s timto ¢islem dostali
i pozvanku.

Ti ktefi pozvanku nedostali nemusi smutnit, protoze uz ted muzou zacit
sbirat body na podzimni soustiedéni. Doufdme, Ze se Vam tlohy v tomto éisle
budou libit. Vase redakce

Zadani uloh

Uloha 5.1 — Tenis (3b)

Riki se Zikim hraji tenis. Hraje se tak, ze vyhrava ten, kdo dosdhne péti bodu
s rozdilem alespoinl dva. Riki ma pravdépodobnost p;, ze vyhraje jeden set, Ziki
(1 — p1). Najdéte nejlepsi odhad pro pravdépodobnost vyhry Rikiho za stavu
2:3, pokud

a) znéte p;
b) neznate p;



Uloha 5.2 — Martin s kulometem (4b)

Martin dostal od maminky za tkol zasadit hrach do jejich kulatého zahonu.
Jako ¢loveék, ktery vyuziva sviij ¢as maximalné efektivné, se rozhodl fesit llohu
tézkou mechanizaci, a nalddoval hrach do svého kulickového kulometu. Postavil
se doprostfed zdhonu a za hlasitého dabelského smichu ,,Muhehehe!* spustil
palbu a zacal se otacet. Maminka mu ale pfikdzala zasit hrach rovnomeérneé.
Jak ma Martin ménit thel hlavné kulometu a rychlost svého otaceni, aby zasel
rovnomeérné?

Martin si to musel poradné rozmyslet dopfedu — méa pevny pocet hraskid,
které chce zasadit, a zna kadenci svého kulometu. Na tak malou vzdalenost
je mozné zanedbat odstredivou silu i odpor vzduchu a uvazovat, ze hrach 1éta
po primce. Rovnomérné rozmisténi znamena, ze v kazdém c¢tverci 1 m X 1 m je
skoro stejné hrachu a ze vzdalenost kazdého hrasku ke tfem k nému nejbliz§im
je skoro stejna. Uhel a rychlost otaceni zkuste vyjadfit co nejpresnéji (napiiklad
jako funkce ¢asu).

Uloha 5.3 — Loydova 63 (5b)

Jisté znate hru Loydova patnéactka. Mate k dispozici hraci pole velikosti 4 x 4 a
na ném rozmisténo patnact ¢isel, na jednom misté je volné misto. Vasim tikolem
je pomoci presouvani ¢isel (pfesunuti éisel znamend posunuti ¢isla na sousedni
volné policko) preusporadat ¢isla tak, aby Sly postupné od 1 do 15. Ve své dobé
byl o tuto hru veliky zdjem, nebot sém Loyd nabidl $1000 tomu, kdo vyfesi
patnactku, kterad je sefazena, az na dvé posledni ¢éislice, které jsou prohozeny
(¢isla §ly v pofadi 1, 2 ...13, 15, 14). O své penize se nemusel bat, protoze tato
situace je nefesitelna.

Co kdybychom fesili podobny problém, a to 3D verzi tohoto hlavolamu. Méli
bychom krychli o velikosti 4 x4 x 4 hracich kamenii. Uvnitt bychom méli 63 ocis-
lovanych krychlicek. Kameny bychom mohli opét pfesouvat pouze na sousedni
volné misto a to ve 3 (respektive 6) smérech. Je tato verze tohoto hlavolamu
fesitelna ve vSech pripadech? Nebo i zde mize byt nabidnuta poutava odména
za néco, co nejde vytesit? Své feseni nezapomente patii¢né zdavodnit.

Uloha 5.4 — Praseti hra (3b)

Na tabuli jsou napsana cisla 1, 2, 3, ..., 2007. Dva hraci stiidavé mazou li-
bovolnd dvé éisla a a b. Poté misto nich na tabuli napiSou ¢islo ||a — b||. Hra
konéi ve chvili, kdy na tabuli zbude jedno jediné posledni ¢islo. Prvni hraéc je
vitézem, pokud je zbylé ¢islo sudé. Pokud je liché, vyhrava druhy hrac.



e XIV/5 3

Reseni témat

Téma 2 — Opily hasic

K tejto téme prisli od tretieho ¢isla len 2 prispevky, v ktorych sa ich autori
(Mgr™ Alena Busakova a Dr'™™ Petr Pecha) snazia dokdzat nemoZnost krizenia
¢iary. Obe tieto rieSenia ale obsahuju zavazné chyby, takze v skuto¢nosti nedo-
kazuju ni¢. Mimochodom, obvykle je Tahsie dokazat, Ze sa nieco da, ako Ze sa
nieco neda. ;-)

Stale otvoreny teda ostava problém krizenia ¢iary — je krizenie mozné? A ak
ano, aké st nutné podmienky, aby k tomu doslo? Jeffer

Téma 6 — Samopopisujici véty

Prekvapilo nas, kolik véci Vas napadne popsat vétou na vété. Neékteré Vase
konstrukce byly dosti kostrbaté a nékteré bylo potieba chapat trochu oklikou,
ale vétsina jasné demonstrovala, co o sobé véta muze Fici.

Zaslali jste ndm véty popisujici napiiklad pfiblizny pocet slov ve vété,

Ja jsem souvéti, které obsahuje t¥i véty, které postupné navysuji pocet slov.

Bc™ Lenka Havelkovd

sviij zacatek a konec,

Ani tato véta neni dost kratka, aby si na svém konci nezaslouzila tecku a na

zacatku velké pismeno.
Be™ Lenka Havelkovad
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pocet pismen vsech slov,

Necekanou vlastnost tohoto ¢lanku Ize chapati, jestli néjaky clovék vydéli Cislem
tfi vSecky slivka téch vét.
Mgr™ Frantisek Steinhauser
obsah konkrétnich pismen,

Tato véta ma rada samohldsku a, a tak vSechna slova obsahuji danou samohlas-
ku.
Bc™ Lenka Havelkovad
pocet konkrétnich pismen,

Tato véta obsahuje pét t.
Doc™ Alzbéta Pechovd
pocet pismen ze skupiny,
Tato véta ma stejné ,,a" a ,e".
Toto mé sdéleni ma stejny pocet Carek jako hackl( a jako tecek a krouzki
dohromady.
Mgr™ Alena Busdkovd
pocet diakritickych znamének

Tato véta obsahuje tfi hacky.
Tato véta obsahuje Ctyfi hacky.
Doc™ Alzbéta Pechovd
a spoustu dalsich vét s velmi jednoduse splnitelnymi vlastnostmi.

Tato véta neobsahuje Zadnou dislici.

Tato véta je tu jednou.
Mgr™ Frantisek Steinhauser
Ackoli nékteré z nich neni vzdy lehké dodrzet.

Tato véta je tu posledni.
Mgr™ Frantisek Steinhauser

Popisované vlastnosti davaji vétam ruzny stupen volnosti, nékteré z popiso-
vanych vlastnosti, jako napfiklad ,,obsahovat a v kazdém slové“ ¢i ,,neobsahovat
konkrétni typ znakt“, je mozné splnit velmi lehce téméf jakoukoli vétou a nebo
je mozné spliujici vétu téméf libovolné upravovat.

Naopak vlastnost ,,obsahovat praveé k t“ nebo ,,mit délky vSech slov délitelné
tFfemi“ jiz neni tak lehké splnit. Stéle vSak plati, Ze je mozné vkladat a vypoustét
néktera slova beze zmény zbytku véty.

Nejtézsi vlastnosti, kterou je ,obsahovat pravé x;-krat pismeno pp, zo-krat
p2, ...“ pro co nejvice pismen, se hloubéji zabyvali Doc™ Alzbéta Pechova
a Mgr™ Miroslav Koblizek. Obéma se podafilo vytvorit véty popisujici pocet
vyskytl samohlések. Jejich feseni budeme publikovat pozdéji. Zatim Vam dame
moznost je prekonat svou vlastni vétou. Klicovym pozorovanim vétsiny z Vas
bylo, ze je potfeba mit pro velkou ¢ast slov pfipravena synonyma.

Mgr™ Josef Tkadlec Fesil podobny problém, kdyz popisoval pocet vyskyti
¢islic pravé ¢islicemi. Jeho vétu vytvoril podle pevné Sablony a fesil pak trochu
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podivnou soustavu o deseti neznamych. Jeho vysledek sice neni az tak prekva-
pujici, ale podobny postup je moznd mozno uplatnit i pro pocty pismen.

Jednou z moznych otézek k tomuto tématu je, kolik ma tato soustava te-
Seni. Mgr'™ Josef Tkadlec ve své vété vytvoril jeden pevny vyskyt kazdé cifry,
co kdyby ale bylo pevnych vyskytt vice? Jak by bylo mozné fesit prfipadnou
vicecifernost po¢tu? I toto je oblast, ve které lze fesit slozitéjsi lohy. A navic
muZete pridat tfeba pocet ¢i soucet vSech cifer.

A takto vypada vysledna véta Mgr™ Josefa Tkadlece:

Tato véta obsahuje 1-krat 0, 7-krdt 1, 3-krat 2, 2-krdt 3, 1-krat 4, 1-krat
5, 1-krat 6, 2-kradt 7, 1-kradt 8 a 1-krat 9.

Netradi¢ni, vskutku sebepopisujici, vétu nam poslal Mgr*™ Tomas Barto-
nék:
Tato véta zni takto: " Tato véta zni takto: " Tato véta zni takto: " Tato véta
zni takto. ..
Tésime se na Vase dalsi fesSeni!
Gavento

Reseni uloh

Uloha 3.1 — Perioda kyvadla (5b)

Zadani:
Zmérte, jak zdvisi frekvence kyvi kyvadla (kyvadlo je jakgkoliv pevny predmét zavéseny otocné
mimo své tézisté) na amplitudé kyvi. Jak vypadd vysledek pro rizné tvary a hmotnosti kyva-
dla?

MiiZete také zkusit najit vhodnou analytickou zdvislost, kterd vystihuje nameérend data.

Reseni:
Venujme sa najprv teoretickému rieseniu problému. Vyuzijeme druhi vetu im-
pulzov1, ktora stru¢ne hovori:

dL

=M (r3.1.1)
¢o v preklade znamena, Ze Casova derivacia momentu hybnosti je rovnd poso-
biacemu momentu sily'. Pre moment hybnosti plati, Ze je siéinom momentu
zotrvacnosti telesa I (Co je obecne symetricky tenzor) a jeho uhlovej rychlosti
12 (%o je obecne (pseudo)vektor). V nagom pripade sa tento inak zlozity vzfah
redukuje na jedint zlozku. (Os otdCania mame pevne uchytend, teda ziadne
dalsie pohyby (precesiu a nuticiu) nemoze vykondvat.) Za uhlovt rychlost te-
raz dosadime ¢asovii zmenu uhlu vychylky (Q = 1/)), kde ako obvykle znac¢ime

1 Podobne znie aj prva veta impulzova, ktora je ale uréend pre netoéivy po-
hyb: ¢asova zmena hybnosti je rovné posobiace]j sile (p = F).
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bodkou ¢asovii deriviciu premennej. Ostdva ndm dosadif za moment posobi-
acej sily M. Kyvadlo kmitd v nasom dobre zndmom gravitacnom poli, kde
sila je F' = mg (m je hmotnost kyvadla, g tiazové zrychlenie). Moment sily je
sice obecne M = r x F, ale to v nasom pripade (zaujima nés velkost) déva
M = mglsiny (kde [ je vzdialenost faziska od osi otdcania). Dosadme teraz
do (r3.1.1):

-« mygl

¢+Tgsin¢:0. (13.1.2)
Riesenie tejto rovnice je vdaka ¢lenu sin ¢ velmi zlozité. Obvykle sa preto vezmu
kmity s malou vychylkou, pre ktort plati sin ~ ). Rovnica ktora vznikne

. l
b+ g -0, (r3.1.3)
je uz jednoduchéa diferencidlna rovnica druhého radu, ktorej rieSenie modzeme
vyjadrit ako

¥ = Asin nglt. (3.1.4)

7 tejto rovnice uz jednoducho urcime periédu — staci aby sa argument sinu
zmenil o 27, ¢o sa stane vzdy po dobe

T =2m | —. (r3.1.5)

Ako vidime, periéda (a teda ani frekvencia) nijak nezavisi na amplitide A.
Naviac, ak pouzijeme matematické kyvadlo (pre ktoré I = ml?), dostaneme

jednoduchym dosadenim T = 27 é, ¢iZze periéda nezavisi ani na hmotnosti!

K podobnému zaveru dospel aj Mgr™ Miroslav Koblizek, kedze pouzil flagu
s vodou na lane, ¢o sa matematickému kyvadlu celkom podoba.

Nechali by sme Véas ale merat nieco, ¢o neexistuje? Nie! Odpoved hladajme
v zjednoduseni, ktoré sme urobili medzi rovnicami (r3.1.2) a (r3.1.3). RieSme
teda rovnicu v presnom tvare (r3.1.2). Ako som uZ spomenul, analytické riese-
nie je zloZité a tak si pomdzeme riesenim numerick§m?. Vysledok teoretického
rieSenia si mozete pozriet v grafe r3.1.1.

Na osi z je pociatocna vychylka, teda amplitida, na osi y je periéda kyva-
dla (chyba je tak mald, Ze vynéasat chybové tsecky sa nevyplati). Kyvadlo je
pre potrebu vypoctu tvorené homogénnym diskom s polomerom 30 cm a hmot-
nostou 1kg, na ktorom je v jednom mieste pripevnené zdvazie s hmotnostou
100 g. Jednotlivé krivky na grafe tak zodpovedaji réznym poloham zévazia —
postupne zvrchu je to 0,1, 0,15, 0,25, 0,4, 0,65 a 1 ndsobok polomeru disku. Naj-
spodnejsia krivka teda zodpoveda zavaziu na obvode disku. Pre matematické

2 Pre zaujemcov: pouzivam metédu Runge-Kutta rieSenia obyéajnych diferen-
cidlnych rovnic s premenlivou dizkou krokov, tak ako je spracovana v [NR].
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Obr. r3.1.1 — Zévislost amplitida-periéda, teoreticky vypodet.

kyvadlo je tato zavislost prakticky rovnakd a tak az po velké uhly vychylky
(minimalne 50°) nie je ziadna zmena pozorovatelnd a skutocne vyrazny rast
periédy nastava az nad 100° (kam uz zavazie na lanku nevychylime).

Venujme sa ale tomu, Ze s rastiicou vzdialenostou zévazia klesa periéda — to
sa nepodobé tomu, na ¢o sme zvyknuty pri matematickom kyvadle. Ak vSak vo
vztahu (r3.1.5) dosadime v menovateli za vzdialenost taziska [ = rm/(m+ M)
(kde 7 je vzdialenost zavazia, m je jeho hmotnost a M je hmotnost disku) a za
moment zotrvacnosti v Citateli I = Iy + mr? (kde Iy je moment zotrvacnosti
disku), dostédvame

Iy +mr?
rmg

T =2rm (r3.1.6)

Ked najdeme minimum tejto funkcie, zistime, Ze nastava pre rpin = /Io/m,
teda v nasom pripade ked Iy = 45-1073J -s72 a m = 0,1kg je 7min = 0,67m,
¢o je vyse dvojnasobok polomeru kolesa — v celom prepocitanom intervale
peridda klesa so vzdialenostou zdvazia.

Vyzbrojeny tymito teoretickymi predpokladmi, vydal som sa merat. Prvy
problém bol najst vhodné kyvadlo a tak som sa rozhodol pre ten druh, ktory
teoreticky pocitam — koleso na bicykli je predsa uchytené na pomerne hladko
iducich loziskach, je (temer) vyvaZzené a na $pice nie je problém prichytit zavazie
(krabicku od celaskénov plnent olovenymi brokmi). Na meranie ¢asu som pouZil
video na svojom fotoaparate s frekvenciou 30 fps, teda chyba od¢itania z videa
je nanajys +1/30s. (Pozor! Normélne je chyba od¢itania pol dielika stupnice,
¢ize v tomto pripade by mala byt +1/60s. Ja vSak zohladiiujem aj neistotu



Yo [°] T[s] Yo [°] T[s]
157,5 £ 9,0 6,47 + 0,62 60,5 £ 5,1 3,63 £ 0,16
1425+59 | 5404016 | 575451 | 3,53+0,08
1330461 | 5004016 | 550450 | 3,53+0,08
1260452 | 4,73+0,08 525+ 5.1 3,47 40,12
1200+ 5,7 | 447+0,16 495+ 5.1 3,47+ 0,12
14,0452 | 4404007 | 465451 | 3474012
108,0 £ 5,7 4,20 £+ 0,08 44,5+ 5,0 3,40 + 0,16
1025451 | 4,07+0,08 420452 | 3474012
975+56 | 4,00+ 0,20 39,0+ 5,0 3,40 + 0,16
93,0450 | 4,00+0,07 36,5+ 5,1 3,40 + 0,16
89,0+ 54 3,87+ 0,12 34,0 £5,0 3,33 £ 0,12
850450 | 3804008 | 31,0452 | 34040,16
81,5+5,3 3,80 £ 0,16 29,0 £5,0 3,33+ 0,12
780+50 | 3,7340,12 26,5+ 5,3 3.27+0,16
745+53 | 3,67+0,08 23,5 + 5,0 3,47 + 0,20
705451 | 3674008 | 20,0+52 | 3204020
67,0452 | 3,60+ 0,12 190450 | 3,33+020
63,5+ 5,1 3,60+ 0,12 17,0452 3,27 + 0,24

Tabulka r3.1.1 — Zavislost amplituda-periéda, merané hodnoty.

na ktorom obrazku k dosiahnutiu danej hodnoty naozaj doslo.) Odéitaval som
prechody nulou a obe krajné polohy (kvoli ziskaniu ¢o najvicsieho mnozstva
dét), naviac som v krajnych polohach odéitaval aj uhol vychylky.

hmotnost kolesa: 3kg

polomer kolesa: 30 cm
hmotnost zévazia:  580¢g

vzdialenost zdvazia: 9cm

Tabulka r3.1.2 — hodnoty konstant pre fit meranych udajov.

Otéacanie kolesa bolo dost brzdené trenim, teda amplitiida pomerne rychlo
klesala. Preto som sa rozhodol uréit amplitiidu vzdy ako priemer dvoch po sebe
zmeranych maximélnych vychylok a periédu ako $tvornasobok priemeru roz-
dielov medzi krajnou a strednou polohou. K takto uréenym premennym patria
aj zodpovedajuce Statistické chyby obohatené o chyby systematické. Vysledok
Vam predkladdm v tabulke r3.1.1 a grafe r3.1.2.

Fit v grafe je robeny numerickym vypoc¢tom pre hodnoty podla tabulky
r3.1.2. Tieto hodnoty sice Gplne nezodpovedaju skutocnému usporiadaniu ex-
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Obr. 1r3.1.2 — Zavislost amplitida-periéda, merané hodnoty.

perimentu, lenZze tomu nezodpovedé ani predpoklad hmotného disku a na nom
prichyteného bodového zévazia. Inak ale vidime, Ze tvar krivky velmi dobre
zodpovedd nameranym hodnotam.
Literattura:

[NR] Press, W. H., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T., Flannery, B. P.: Nu-
meric Recipes in Fortran 77, Second edition, Press Syndicate of the University
of Cambridge, Cambridge 2001 (vid tiez http://www.nrbook.com/).

Jeffer

Uloha 3.2 — Ovetky v kruhu (4b)

Zadani:

Mdme uzavieny kruh s 13ti (n) pozicemi (kaZdd sousedi se dvéma sousednima :-) ). Na kazdé
sedi jedna ovecka kromé jedné, kde je hladovy vik, ktery v kazdém kroku udéld ndhodné pohyb
o jednu pozici doprava mebo doleva. Pokud je jesté ma pozici néjakd ovecka, vlk ji seZere.
Jakmile vlk zbasti 11 (n-2) ovci, nabaZi se a pojde. Kterd ovecka md nejvétsi Sanci na preZiti?
(respektive jakd je jeji vzddlenost od vlka).

Reseni:
A7 na teSeni Mgr'™ Marka Necady se nikomu nepovedlo najit zcela spravny
myslenkovy postup jak tento piiklad Fesit. Resitelé se velmi ¢asto snazili spoci-
tat provdépodobnost, s jakou vlk sni danou ovecku po n krocich. To byla hlavni
chyba. V zadéani byl definovan konec jako doba, kdy ztstane posledni ovce a ne
doba, kdy udéla vlk néjaky konkrétni pocet krokd. Spravné feseni je toto.
Zacneme tmluvou, ze vzdalenosti ovecky od vlka budu vzdy myslet pocet
pozic, o které je vlk vzdaleny od ovecky ve sméru hodinovych rucic¢ek. Oznacim
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si F(a,b) jako funkci, kterd mi ¥ika jaka je pravdépodobnost, Ze ovecka vzda-
lena a pozic od vlka bude snédena drive, nez ovecka vzdéalené od vlka b pozic.
(Pouzit pravé takovou funkci napadlo Mgr™ Marka Necadu, coZ byl skvély né-
pad. Pracoval s ni v8ak pfili§ slozité tim, jak se ji snazil vyjadrit). Pro F(a,b)
zjevné plati nasledujici vlastnosti:

F(a,b)+ F(b,a) =1,

F(a,b) = F(n—a,n —b). (r3.2.1)

Prvni vztah je jasny. Bud je sezrdna napied a a nebo b. To nastane vzdy.
Druhy vztah jen ukazuje preorientovani sméru, ve kterém pocitame vzdalenosti
ovci od vlka. Nyni si vyjadfime pravdépodonost, s jakou vyhraje ovecka vzda-
lend K pozic od vlka. V1k musi snist oba jeji sousedy. Tedy ovecky na pozicich
k+1ak — 1. Jsou dva mozné postupy k vyhie k-té ovcky. Prvni nastane
s pravdépodobnosti:

pm=Fk+1,k—1)Fn-2n-1),
(r3.2.2)
=Flk+1,k-1)F(2,1).

Receno slovy nastéva sezrani prvniho souseda pred druhym a poté sezrani
druhého souseda pted k-tou ovci, ktera je vSak po sezrani souseda vzdéalena n
od vlka. Posledni tipravou v prvnim ze vztaht (r3.2.1) je pak pouziti druhého
ze vztahii (r3.2.1) na druhy ¢len. Druhy pfipad vyhry k-té ovce mé pravdépo-
dobnost

ppo=F(k-1k+1)F(2,1) (r3.2.3)
Neboli nejdrive je sezran druhy soused pred prvnim a poté sezrani prvniho
souseda pfred k-tou ovci. Vyslednad pravdépodbnost vyhry k-té ovce je tedy
rovna souctu téchto dvou pravdépodbnosti.
p=Dp1+p2,
=Fk+1,k-1)F2,1)+Fk+1,k+1)F(2,1),
=[Flk+Lk-1)+Fk—-1k+1)]F(21),
=F(2,1).

(r3.2.4)

Posledni apravou, kterou jsme ziskali vztah (r3.2.4) bylo pouZziti vztahu
(r3.2.1) na ¢leny v zévorce. Dochézime tedy k vysledku, Ze pravdépodobnost
vyhry k-té ovce neni nijak zavisla na poloze této ovce. Pro kazdou ovci vyjde
vysledna pravdépodnost rovna F'(2,1) a tedy kazda ovce méa stejnou Sanci na
preziti. Muzete si vS§imnout, Ze jsme v feseni nikde nepotfebovali védét, jaky
mé funkce F tvar. Cili nas viibec nezajimalo, jak zavisi na sv§ch parametrech
a vychazeli jsme pouze ze dvou ziejmych vlastnosti.

Na zévér bych chtél poukdzat na feSseni Dr™ Ladislava Baci. Piiklad fesil
numericky pomoci metody Monte Carlo. Jednoduse nechal pocita¢ celou hru
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s oveckami milionkrat sehrat. Vlk se vzdy rozhodoval pomoci generatoru naho-
dy, kterym smeérem se vydat a doSel k zavéru, ze pravdépodobnost na preziti
byla pro vSechny ovecky z poctu 19 stejna. Ackoli se nejedna o dikaz pro-
blému, z pohledu numeriky bylo vSe zcela v porfddku. Rada velkjch problémt
z matematiky se v praxi Tesi pravé podobnym zptsobem.

Irigi & Madra

Uloha 3.3 — 1 proti 100 (3b)

Zadani:

Neni to tak davno, co béZela v televizi védomostni soutéz 1 proti 100. Hrac a zdroven 100 jeho
soupeii/divdki dostalo v kaZdém kole jednu védomostni otdzku s odpovédmi a aZ c (stejnou
otdzku pro vsechny hrajici hrdée v tom kole).

Hrdc¢ mohl premyslet nad odpovédt, jak dlouho chtél, mél nékolik moznosti zdchrany, a také
volil, zda dalsi otdzka bude snadnd nebo obtiznd. Kazdy jeho soupei'/divdk mél na odpovéd jen
asi 10s, a proni Spatnd odpovéd jej vyradila definitivné ze hry.

Hrdé, poté, co Fekl spravnou odpoved na otdzku daného kola, dostal financéni odménu rovnou
poctu soupert v tomto kole vyrazenych vydélenou poctem wvsech hrajicich soupeii na zacdtku
kola vyndasobenou castkou pul milionu. TakZe, pokud hned na zacdtku vyradil kompletné vsech
100 hrdci, dostal odménu 100/100 - 500 000 K¢é.

Pokud v prunim kole hrdé¢ vyradil 42 souperd, ziskal 42/100 - 500000 Ké = 210000 K¢ a
do dalsitho kola ,preZilo“ 48 souperi, takZe pokud jich v dalsim kole vyradil treba 15, ziskal
k ¢dstee kterou jiz mél dalsich 15/48 - 500 000 K& = 156 250 K¢.

Hrdlo se do doby, nez hrd¢ vyradil viechny své soupere nebo odpovédél Spatné (v tom pripadé
odchdzel bez koruny). Jednou za hru mohl hrdé¢ vyuZit bonusu a zaFidit, aby se v pristim kole
jeho zisk za poraZené soupere nasobil dvéma.

Vasim ikolem bude zjistit, jakou mazimdlni hotovost musela mit televize pripravenu pro
hrace, a v jakém pripadé mohlo nastat, Ze si ji hrdc¢ odnese.

Reseni:

Nejvyssi castka, kterou by si mohl hra¢ ze hry odnést, je 3093 688,76 K¢, a
hrac¢ by si ji odnesl, pokud by v kazdém hernim kole vyfadil pravé jednoho
protihraée a v poslednim kole (kdy mu zbyva jediny soupef) pouzil bonus.

Vsechna prisla feseni navrhovala strategii ,,vyrubat protihrace hezky jed-
noho po druhém“ — v kazdém kole jednoho, také jste spravné urcili, ze okamzik,
kdy zbyvéa jediny protihrac, je spravnou chvili k pouziti bonusu.

Malokdo ale dovedl ukazat, Ze navrhovany postup vyfrazovani hrac¢a je nej-
lepsi mozny.

Teoreticky by bylo mozné pouzit dikaz rozborem vsech ptipada. (Hrubou
silou spocitat zisk pro kazdou posloupnost vyfazovani hract.) My si ale uvé-
domime, Ze v tloze zalezi na poradi po¢tu vyhazovanych hraca v jednotlivych
kolech. (Pokud vyfadim jednoho, dva a poté t¥i hrace, ziskdm jinou éastku, nez
kdyz vyfadim nejprve dva, poté tfi a nakonec jednoho.)

Na kazdou takovou posloupnost se muzeme divat jako na zpusob, jak po-
moci s¢iténi ziskat ¢islo 100. (Pfesnéji — pomoci s¢itéani kladnych p¥irozenych
¢isel, rtiznych od nuly.) D4 se dokézat, ze by takovy postup vyzadoval provést
vipodet pro 2%9 moznosti — coz je naprosto ,,mimo dostiel“ dnesnich poditaéi.
A kdo zde tusi ,,problém batohu“, tusi spravné.
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Hruba sila zde nic nezmuze, bude potreba uvazovat.
Céstka ziskana néjakym vyfazovaci postupem je rovna souétu

500000 K¢ - (v1/100 + v2/pa 4+ v3/p3 + ... +vn/Pn), (r3.3.1)

kde v je pocet hraci vyrazenych v k-tém kole a pj je pocet hrach, ktefi
prezili do k-tého kola.

Pro dalsi vypocet si nebudeme v§imat ndsobeni ptl-milionem (nejlepsi fe-
Seni prece zlistane nejlepSim i po vyndsobeni 500000 K¢) a budeme pracovat
jen s fadou (r3.3.1).

Predpokladejme, Ze jsme uz v k-tém kole, a z minulych kol ndm prezilo
i protihrac¢i. Nyni se rozhodujeme, kolik protihract vytradit v tomto kole.
Podivame se, jak bude vypadat situace, kdyz vyhodime nejprve jednoho hrace,
a v dalsim kole vSechny zbyvajici.

Tuto situaci modeluje nerovnost:

’Uk—l 1) Vi

+—) > E, 13.3.2
(pk -1 Dk ( )

kde v, > 1, pr > 1. Rik4d nam, Ze bude vyhodnéjsi vyfadit jednoho hrace,
a poté vSechny zbyvajici, proti moznosti vyfadit hned vSechny nardz. Uvahu
mohu pouzit pro libovolny podet zbyvajicich hra¢a (pokud je vétsi nez 1) a
zjistim tak, ze v kazdém kole bude vyhodnéjsi vytadit pravé jednoho hrace
proti moznosti vyradit vice hrac¢td v tomtéz kole.

Tedy nejvyssiho zisku dosdhneme, pokud budeme vyhazovat v kazdém kole
pravé jednoho hrace (tj. také se na to miZeme divat jako na snahu co nejvice
hru ,protdhnout“ a vyrobit do fady (r3.3.1) co nejvice rznych ¢&lentt). Zisk
bude v takovém piipadé roven

100 1
500 000 K& - (Z ) . (r3.3.3)
1

=1

Rada v zévorce neni jen tak ledajaki — Gasto se objevuje v teorii &isel a
analyze. Matematici ji fikaji harmonicka.

Soucet prvnich n-¢lent harmonické fady se nazyva n-té harmonické ¢islo a
na rozdil od aritmetické nebo geometrické fady, pro harmonickou fadu neexis-
tuje zddny vztah udavajici presnou hodnotu takového souctu.

Sté harmonické ¢islo je mozno najit v tabulkach a jeho hodnota je

Hy9p = 5,187377517639621 .

Hio - 500000 Ké = 2593 688,76 K¢ (po zaokrouhleni)

Pékny zpisob jak ukazat, ze jakykoli jiny postup vyrazovani hracha vzdy povede
k nizsimu zisku, ukazala Mgr™ Bétka Prokopova. Navrhuje porovnat s opti-
malnim zptsobem (r3.3.3) ¢leny posloupnosti vSech postupi vyfazovani hracéa,
zapsané stejné jako jsme zapsali (r3.3.1).
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Tedy napf. situaci pro 6 hra¢i — pokud vyhodime v prvnim kole jednoho, ve
druhém dva a ve tietim kole tii, bude 1/6 +2/5 + 3/3. Reknéme, Ze v jednom
kole vypadne pravé n hra¢t (n > 1). Pak bude v zépise ¢len n/k (n > 1),
ktery je mozno rozepsat jako 1/k + 1/k + ...+ 1/k (n-krat se opakujici ¢len
1/k). V naSem piikladé 1/6 +1/5+1/5+1/3 +1/3 + 1/3. Postup, o kterém
se domnivame, Ze je optimalni, je 1/6 +1/54+1/4+1/3+1/2+1/1.

Obé fady maji zfejmé vzdy stejny pocet ¢lenit. Uvédomime si, ze 1/a > 1/b,
pokud a < b, déle Ze nase fada je vzdy rostouci (tj. pfedchidce kazdého ¢lenu
je mensi nez kterykoli jeho naslednik) a vyfazeni n protihrd¢u v k-tém kole
nutné znamend existenci n-clend tvaru 1/k (n > 1).

Nyni srovname velikosti ¢lentt obou fad. Dokud fada pfikazuje vyhazovat
hrace po jednom, budou se ¢leny obou fad shodovat. Jakmile ale narazime na
vyhozeni n-hraéu (n > 1), tedy n stejnych ¢lenti 1/k, proti kterym budou stét
Cleny 1/k,1/(k—1),...,1/(k—n+1) o kterych uz vime, Ze jsou nutné vétsi (od
¢lenu 1/(k — 1)), bude soucet ¢lenti druhé fady vétsi nez soucet fady prvni.

7 uvedeného plyne, Ze at namichdame pocty vyhazovanych hrac¢a jakkoli,
nikdy nedostaneme lepsi vysledek, nez pfi vyhazovani hraci po jednom. Q.E.D.
)

Na zavér bych se jesté vratil k vypoctu maximalni vyherni ¢astky. V mnoha
feSenich se projevila zaokrouhlovaci chyba (pfipadné interni poc¢itani na nedo-
stateéné mnozstvi platnych cifer) zptisobend pouzitym vypocéetnim prostied-
kem (kalkulacka, programovaci jazyk, Excel ...). Nékde tyto chyby éinily az
5 K¢, tedy asi desetitisicinu procenta! ;-)

ZlyMartin

Uloha 3.4 — Cestovani po Zemi (5b)

Zadani:

Meéjme misto na Zemi, ze kterého vyrazime, pijdeme presné 100 km na jih, potom presné 100 km
na vychod a nakonec 100 km na sever, a dorazime zpét na pivodni misto. Odkud jsme vyrazili?
(Upozoriiujeme, Ze jedno feseni ndm nestaci. Najdéte vsechna!)

Pozndmka: Zemi muzete povazovat za dokonalou kouli s polomérem odpovidajicim skutecné
Zemi. Jit na jih, resp. sever znamend jit po poledniku, na kterém se vyskytuji smérem k jiznimu,
resp. severnimu polu. Jit na vychod znamend jit vijchodnim smérem po rovnobéZce, na které
se pravé vyskytuji. Ze severniho polu se dd jit pouze na jih, z jizniho pouze na sever.

Reseni:

Prvni misto, které clovéka napadne, je to, kde mizZete zaslechnout ono Cimr-
manovské: ,Podivejte se — jdu na sever, a ted jdu na jih! A zpéatky: na sever,
a na jih.“ Jak jste jisté poznali, tak se nejedna o divadelni prkna, ale o severni
pdl. Pokud vyjdeme ze severniho pdélu na jih a ujdeme 100 km, pak se posuneme
po rovnobézce o libovolnou vzdélenost. Pfi ndvratu 100 km na sever, se opét
dostaneme na severni pol.

P1i hledani dalsich vhodnych mist je nejvétsi obtizi se vyporadat s chuizi
na vychod. S tou se mizeme vyporadat tak, ze nalezneme rovnobézku u které
po 100km chtize na vychod dojdeme na ptivodni misto ze kterého jsme vysli.
Tomuto mistu odpovida rovnobézka s obvodem 100 km, ovSem také rovnobézka
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s obvodem 50 km, kterou miizeme obejit vicekrat. Obecné tedy zadani vyhovuje
jakékoliv misto na rovnobézce, ktera je vzdalena 100 km severné od rovnobézky,
kterd ma obvod 22 km (n € N).

Pokud bychom chtéli zjistit zemépisnou Sifku vhodnych rovnobézek, mu-
sime se chopit sférickych souradnic (ty se pouzivaji k popisu zemé&pisné sirky a
délky). Povazujme Zemi za dokonalou kouli, potom si miZeme situaci pfedsta-
vit jako na obrazku.

| |
5
R
100 km
(81
\
Rovnobézky

Odtud pak snadno spocitdme zemépisnou Sitku rovnobézky, kterd je na
obrazku oznacend tthlem (:

100
=a— ——-360
p=a 2TR ’
r
a= arccosﬁ ,
100
=2
100 100
= —— — —— - 360
B = arccos 2ntR  27R ’

Po dosazeni poloméru Zemé R = 6378km a n = 1, 2... zjistujeme, ze
nejsevernéjsi rovnobézky, které splituji zadani, jsou na 88°57’31", 89°1'48" ...
Rovnobézky jsou velmi blizko pélu. Pokud by nas zajimala nejjiznéjsi rovnobéz-
ka, tak mtuzeme predpokladat, ze n je dostatecné vysoké aby arccos 2713703 ~ 90°.
Potom dostévame jizni ifku 89°6'6" .

(R)adim
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Vysledkova listina

Ulohy
Pof. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t1 t2 t3 t5 + ZO 21
1. | Dr™ Ladislav Baco 2. 79 4 3 1 21 10 41
2. | Mgr™ Miroslav Koblizek 1. 34| 3 3 2 3] 11 34
3. | Mgr™ Alena Busakova 1. 33 1 3 1 5 1 2 1| 14 33
4. | Doc™ Alzbéta Pechova 3. 171 1 3 1 0 5 32
5-6. | Mgr'™ FrantiSek Steinhauser | 2. 31 31
Mgr!™ Josef Tkadlec 3. 31 31
7-9. | Dr'™ Petr Pecha 1. 77 1 3 2 2 1 2| 11 27
Mgr'™ Marek Necada 4. 35 4 3 2 0 27
Mgr™ Jakub Klemsa 2. 27 0 3 2 0 27
10. | Mgr™ Tomé&s Bartonék 1. 2512 0 3 2 4 2| 13 25
11. | Mgr™ Lada Peksova 2. 24| 1 3 2 1 7T 24
12-15. | Mgr™ Jakub To6pfer 3. 35 21
Mgr™ Tom&s Kubelka 1. 21 4 2 2 2 31 13 21
Mgr!™ Jitka Novotna 3. 21 21
Mgr™ Lukas Zaviel 1. 21 3 2 21
16. | Mgr™ Alzbéta Prokopova 3. 34 3 18
17-18. | Dr™ Miroslav Klimos 3. 53 16
Be™ Filip Lux 1. 16 1 1 0 2 16
19-21. | Mgr™ Jan Bogar 2. 24 15
Bc!™ Lenka Havelkova 1. 15 2 1 3 1 7 15
B! Eliska Nekvapilova 3. 15 15
22. | Bc™ Hana Bilkova 3. 14 14
23. | Bc™ Milan Bartos 3. 13 13
24. | Mgr™ Jan Vaiihara 3. 26 12
25-26. | Be!™ Vlastimil Dort 2. 11 11
Bce™ David Vendel 3. 11 11
27-28. | Be!™ Klara Holkova 3. 10 10
B! Zuzana Tereskova 1. 10 0 2 0 0 2 10
29. | Prof™ Jan Musilek 4. | 225 9
30-31. | Dr'™ Martin Vyska 3. 69 1 3 1 3 0 8 8
Mgr!™ Jakub Marian 4. 26 8
32-34. | Dr'™ Marek Pecha 2. 55 7
Mgr™ Klara Krej¢ickova 4. 23 7
Stanislav Foit 1. 7 7
35-36. | Mgr'™ Pavla Zarubova 3. 26| 2 1 0 3 6
Tomas Volf 1. 6 6
37-39. | Bc™ Martin Volf 1. 15 5
Jiri Harasim 4. 5
Martina Vavackova 2. 5
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Ulohy
Po¥. | Jméno R.[>_;|rl r2 r3 rd4 t1 t2 t3 t5 + Do 2.1
40-42. | B¢™ Jana Baxova 2. 10 4
Jana Brizova 2. 4 3 1 4 4
Katerina Honzakova 2. 4 0 3 1 0 4 4
43-44. | David Bambusek 2. 3
Petra Zahajska 1. 1 0 0 1 3
45. | B¢ Peter Smolarik 2. 17 1
46. | Ales Ruzicka 4. 0 0

Sloupecek »_; je soucet viech bodi ziskanjch v nasem seminafi, ) je soucet bodit v aktualni
sérii a ), soucet vech bodi v tomto ro¢niku.

Ve sloupci ,R.“ je uveden ro¢nik (pfepocteny na ¢étyfleté gymnazium, minimalni hodnota
je prvni roénik). Pokud méte v tomto sloupci uvedeno $patné (nebo zadné) ¢islo, napiste nam
svij rok maturity, a my si opravime tudaj v databézi. Sloupecek ,+“ znac¢i bonusové body
udélované podle ro¢niku a souctu bodu za tlohy.

Tituly uvedené v pfedchozim textu slouzi pouze pro ucely M&M.

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: +420 221 911 235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastieSsen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stiedoceské
pobocky Jednoty ceskych matematiki a fyziku.



