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Termin odeslani: 31. 12. 2007

Ahoj kamaradi a kamaréadky,
konecné jste se dockali tfetiho ¢isla naseho Casopisu, a s nim i prvnich
feSeni tématek. Nez se pustite do Cteni a FeSeni, radi bychom véas pozvali na
den otevienych dvefi na MFF UK, ktery se bude konat v ttery 27. listopadu.
Tam mtzete vyslechnout rizné zajimavé prednasky, podivat se na vSemozné
fyzikalni aparatury a setkat se se spoustou zajimavych lidi.
Vasi organizdatori

Zadani uloh

Uloha 3.1 — Perioda kyvadla (5b)

Zmétte, jak zavisi frekvence kyvi kyvadla (kyvadlo je jakykoliv pevny predmét
amplitudé kyvi. Jak vypada vysledek pro rizné tvary, hmotnosti a upevnéni
kyvadla.

Zkuste také najit vhodnou analytickou zavislost, ktera vystihuje namérena
data.

Uloha 3.2 — Ovetky v kruhu (4b)

Méme uzavieny kruh s 13 (ptipadné obecné n) pozicemi.! Na kazdé z pozic
kromé jedné sedi jedna ovecka. Na posledni je hladovy vlk, ktery v kazdém
kroku udéld nahodné pohyb o jednu pozici doprava nebo doleva. Pokud je jesté
na pozici néjaka ovecka, vlk ji sezere. Jakmile vlk zbasti 11 (resp. (n —2)) ovci,
nabazi se, a pojde. Ktera ovecka ma nejvétsi Ssanci na preziti? (Respektive jaka
je jeji vzdélenost od vlka.)

Uloha 3.3 - 1 proti 100 (3b)

Neni to tak davno, co bézela v televizi védomostni soutéz 1 proti 100. Hrac
a zaroven 100 jeho soupeit/divaka dostalo v kazdém kole jednu védomostni
otazku s odpovédmi a az ¢ (stejnou otdzku pro vSechny hrajici hrace v tom
kole).

1 Kazda sousedi se dvéma sousednimi :-).



Hrac¢ mohl pfemyslet nad odpovédi, jak dlouho chtél, mél nékolik moznosti
zachrany, a také volil, zda dalsi otdzka bude snadné nebo obtizna. Kazdy jeho
soupef /divak mél na odpovéd jen asi 10, a prvni $patnd odpovéd jej vytadila
definitivné ze hry.

Hréc, poté, co fekl spravnou odpovéd na otdzku daného kola, dostal fi-
nan¢ni odménu rovnou poc¢tu souperd v tomto kole vyfazenych vydélenou po-
¢tem vsech hrajicich soupefa na zacatku kola vynasobenou ¢astkou pil milionu.
Takze, pokud hned na zacatku vytadil kompletné vsech 100 hract, dostal od-
ménu 100/100 - 500 000 K¢.

Pokud v prvnim kole hra¢ vytadil fekneme 42 soupefi, ziskal 42/100 -
- 500000 K¢ = 210000 K¢ a do dalsiho kola ,prezilo“ 48 soupert, takze po-
kud jich v dalsim kole vytadil tfeba 15, ziskal k ¢astce kterou jiz mél dalsich
15/48 - 500 000 K¢& = 156 250 K¢é.

Hrélo se do doby, nez hra¢ vytadil vSechny své soupere nebo odpovédél
Spatné (v tom pfipadé odchézel bez koruny). Jednou za hru mohl hra¢ vyuzit
bonusu, a zafidit to, aby se v pfistim kole jeho zisk za porazené soupere v tom
kole nasobil dvéma.

Vasim tkolem bude zjistit, jakou maximalni hotovost musela mit televize
pfipravenu pro hrace, a v jakém pfipadé mohlo nastat, ze si ji hra¢ odnese.

Uloha 3.4 — Cestovani po Zemi (2b)

Méjme misto na Zemi, ze kterého vyrazime, ptijdeme presné 100 km na jih,
potom pfesné 100 km na vychod a nakonec 100 km na sever, a dorazime zpét
na puvodni misto. Odkud jsme vyrazili? (Upozoriiujeme, Ze jedno feSeni ndm
nesta¢i. Najdéte vsechnal)

Poznamka: Zemi mtizete povazovat za dokonalou kouli s polomérem odpo-
vidajicim skuteéné Zemi. Jit na jih, resp. sever znamena jit po poledniku, na
kterém se vyskytuji smérem k jiznimu, resp. severnimu pdlu. Jit na vychod
znamena jit vychodnim smérem po rovnobézce, na které se pravé vyskytuji. Ze
severniho polu se da jit pouze na jih, z jizniho pouze na sever.
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Reseni témat

Téma 1 — Stred Evropy

K tomuto tématku nadm prisly zatim ¢tyfi pfispévky. Ve tfech z nich autorky
(Bc™ Alena Busakovéa, Lenka Havelkova a Zuzana Tereskova) shrnuji informace,
které nalezly na internetu a v literature, ve dvou Zuzana Tereskova a B¢ Lukas
Zavtel pfimo pocitali polohu stfedt Evropy podle jednotlivych definic.

Lukas dospél k tomu, ze stfed Evropy, jakozto bod, ktery ma nejmensi
vzdalenost od bodt, které jsou v Evropé nejvice na severu, jihu, vychodé a
Evropy jako desky pomoci olovnice a mapy vystiizené z papiru. Podle tohoto
méfeni stfed lezi na hranici Béloruska a Litvy, velmi blizko Polska. V jaké je
mapa projekci bohuzel neuvadi.

Kromé toho také pocital ,politicky* stfed Evropy, kterym je podle néj Né-
mecko: sousedi s nejvice, tj. deviti, Evropskymi staty. Dale dodéava, ze Madar-
sko vyhrava zase z toho hlediska, Ze soucet jeho vzdalenosti od ostatnich statt
Evropy je minimalni.

BceM™ Alena Busdkova zapétrala na internetu a nezévisle na autorce pii-
spévku nize zjistila, ze jako prusecik pfimek danych nejsevernéjsim a nejjiz-
néjsim a nejvychodnéjsim a nejzapadnéjsim bodem Evropy vychézi ukrajinské
mésto Rachiv. Déale uvadi, ze podle Francouzského geografického institutu je
aktudlnim ,geografickym stifedem“ Evropské unie (po vstupu Bulharska a Ru-
munska) mésto Gelnhausen v Némecku. Stejny institut uvadi jako ,,geograficky
stfed* Evropy (bohuZel nespecifikuji, co do ni zahrnuji) litevské mésto Pur-
nuskes, 26 km od Vilniusu. Cimrmanovsky stifed Evropy je pak v Havlickové
Brode¢. :-)

Lenka Havelkova rovnéz nasla jako uvadény stted Evropy mésto Purnuskes,
ropy véetné Ruska. Také uvadi, ze aritmeticky primér boda nejvice na severu,
vychodé, zapadu a jihu Evropy je bod pobliz polského mésta Toruii. (PovSim-
néte si, ze je to jiz tfeti zplisob ziskani stfedu ze znalosti ¢tyT nejvzdalenéjsich
bodu!)

Vsichni se vesmés shoduji na tom, Ze jednoznac¢nou odpovéd nelze nalézt.
Chtél bych pridat nékolik postfeh a ndméta k premysleni:

e Uvadéjte, v jaké projekci je vami pouzitda mapa — pokud totiz napf.
vysledek na pouzité projekci — pokud nevite, jaka to je, neda se vas
vysledek porovnat s vysledky jinych a znac¢né ztraci na hodnoté.

e Zkuste uréit chybu mé¥eni. Cislo chyba, které se pise ve tvaru hodnota
+ chyba, udavé, ze na 68,3 % bude skuteéna hodnota uvnit¥ tohoto
rozsahu. Nemusite chybu urcovat takto pfesné nebo néjak prehnané
sofistikované, zkuste ale alespon priblizné urcit, jestli je vase hodnota



+100 km, nebo +10km. Také by vaAm mohl pomoci ¢lanek o chybach
méfeni z prvniho ¢isla.

e Nezapomernte, ze na sebe muzete reagovat. To, Ze zopakujete mé-
Feni/vypocet, ktery uz provedl nékdo pfed vami neznamend, Ze vas
vysledek nema cenu posilat! Naopak, svym méfenim piedchozi vysle-
dek muzete potvrdit, nebo naopak diskutovat, proc se lisi.

Stred Evropy

Zuzana Tereskovad

Problém definice:

1. Bod s nejmensi vzdalenosti od nejvzdalenéjsiho bodu naleziciho Ev-
ropé (bod na pevniné/bod na ostrovech).

Vv

4. Bod, ze kterého je praimérna vzdalenost do kazdého jiného bodu Ev-
ropy nejmensi.

5. Bod, ktery ma nejblize ke vSem mofim a ocedntim omyvajicim biehy
Evropy.

6. Nékteré definice neberou za Evropu Rusko.

Co povazuji za Evropu?

a. Do Evropy poc¢itdm Rusko po pohoti Ural,
b. ostrovy, vyjimaje:

a. Island (geograficky uz patii k Americe, k Evropé patii jen z du-
vodu politickych),

8. Azory,

~. Kandarské ostrovy (geograficky patii k Africe)

N

c. a samoziejmé pevninskou Evropu od nejzapadnéjsiho bodu v Irsku
(Tearaght) po nejvychodnéjsi bod v severnim evropském Rusku (dsti
feky Bajdaraty).

Nyni uz tedy pfejdéme k tomu samotnému zdhadnému Stfedu Evropy. Po-
klddam si otazku, vi viibec nékdo jisté kde vlastné je? Jak jsem zkoumala rizné
knihy a stranky na internetu, narazila jsem na nékolik naprosto odlisnych lo-
kalit, kde by se mohl vyskytovat. Zde jsou alespon nékteré z nich:

V Cesku: Cihost, Biezany nad Ohii, vrch Kohout u Benesova nad Cernou,
Tiebi¢, Koufim, vrch Melechov u Havlickova Brodu, Znojmo, Zd4r
nad Sazavou.

V NEMECKU: Mittelpunkt Europas (nedaleko vrchu Dyleti v CR), v Hil-
dweinsreuthu u Flossenbiirgu, v Kleinmaischeidu u Neuwiedu.

V JINYCH ZEMICH:

Slovensko — kostel sv. Jana nad obci Krahule, Kremnické Bane
u Kremnice,
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Ukragina — u mésta Rachiv,

Polsko — Suchowola,

Litva — v obci Purnuses u Vilniusu,
Bélorusko — jezero So.

Vzhledem k tomu, ze téch tzv. stfedl je opravdu mnoho, rozhodla jsem ho
najit sama. Vyzkousela jsem alespon néjaké z definic:

1. podle nejvzdalenéjsich bodi Evropy na ostrovech;
2. podle nejvzdalenéjsich bodt Evropy na pevning;
3. podle moii a oceani obklopujicich Evropu.

Obr. t1.1 — Grafické urceni stfedu Evropy. Pozn. red.: mapovy podklad je mapa svéta
v Millerové vélcovém zobrazeni?; zdroj https://www.cia.gov/library/publications/
/the-world-factbook /reference_maps,/time_zones.html.

Mé pokusné méfeni, jak vidite na p¥ilozené mapé,? neni presné, ale mtizeme
z néj vycist alespon néco.

2V tomto zobrazeni se soufadnice na povrchu Zemé () a ¢) prepocitavaji do
roviny podle vztahu = A\, y = 1,25 In(tg(7w/4 4+ 0,8p/2)).

3 Pozn. red.: Piivodni barevny obrazek byl redakéné upraven vzhledem k tech-
nickym omezenim pii tisku.



a. Dle prvni definice jsem ziskala lokalitu (na mapé ohraniéena teckova-
nym obdélnikem) zahrnujici Litvu, Polsko, Bélorusko a kus Lotysska,
podle ,zemépisct“ uvadéjicich sva dila na internetu by to mohlo byt
hned né&kolik mist — Vilnius, Suchowola, So.

b. Dle druhé definice jsem ziskala lokalitu (na mapé ohraniceno ¢érko-
vanym obdélnikem) opét téchto 4 stati jako v bodé a. ale s mensimi
rozméry ...

c. Dle tieti definice jsem ziskala lokalitu (na mapé ohrani¢enou plnym
obdélnikem) zahrnujici kus Ceské Republiky, severovychodniho N&-
mecka a severozapadniho Polska — mohlo by to tedy byt néjaké misto
na hranicich CR, Némecka a Polska.

Vysvétlivky k mapé:

® Teckované polopfimky vedou z nejvzdalenéjsich bodu na ostrovech
nalezicich Evropé.

e Carkované polopiimky vedou z nejvzdéalengjsich pevninskych bodt
nalezicich Evropé.

® Plné ¢ary spojuji mote a oceany obklopujici Evropu.

e Trojahelniky a kruznice oznacuji nejvzdalenéjsi body Evropy na pev-
niné, resp. na ostrovech — z nékterych také vychazi ¢ary. Ty mista,
ze kterych ¢ary nevychazeji nélezi sice Evropé, ale ja je za Evropu
nepokladdm (viz vyse).

Dle mych Gvah a pokusi jsem dosla k zavéru, ze stfed Evropy neni jen
jeden, ale je jich hodné, a zalezi to pouze na definici, takZe, a¢ se mi to zda
nemozné, jeden jediny stfed Evropy dle mého nazoru prosté neexistuje.

Irigi

Téma 2 — Opily hasic
Z dorucenych rieseni vyberdm s minimalnymi tpravami nasledujaci ¢lanok a

kratky tryvok od iného autora za nim. Pozorne si precitajte vSetky poznamky
v ¢lanku a na konci textu.

Kam strikd hasic?
Mgr™ Jakub Topfer

V tomto ¢lanku se budu zabyvat tvarem trajektorie vytvorené vodou stiikajici
z hasi¢ského auta. Nejdrive se pokusim urcit néjaké obecné rysy, které kiivka
musi spliiovat, a poté odvodim vztah pro zavislost vzdalenosti, do které voda
dostfikne na thlu, pod kterym stiika. Na zavér pouziji tento vztah pro nakres-
leni grafu moZnych vzdalenosti s konkrétné zvolenymi hodnotami.

Tvar krivky

Auto se pohybuje stalou rychlosti, miZeme tedy ptredpoklddat, Ze v kazdém
okamziku je o kousek déle nez v okamziku predeslém. Proto se nakreslena
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¢ara nemtize kiizit.* Na nakresleni klicky by totiz bylo nutné, aby tryska byla
vicekrat na stejném misté a stiikala pod riznymi thly. Také plati, ze voda
tryskd z auta neustéle, v kazdém okamziku tedy dopadé tésné vedle mista,
kam dopadala pied malou chvilkou. Proto bude vysledna k¥ivka spojita.® Navic
rozhodné existuje néjaka nejdelsi vzdalenost, kam miize voda dostiiknout. Je
teda mozné popsat kiivku® parametricky.

Jak daleko voda dostrikne

Oznacme si vysku auta hg, pocatecni rychlost st¥ikajici vody vy a thel, pod
kterym voda stiikd a. Uvazujme nyni pohyb kazdé kapicky vody. Jedna se
o Sikmy vrh, pocatec¢ni rychlost se tedy rozdéli do dvou slozek ve sméru os
z a 3.7 Ve sméru osy z navic ptisobi je§té tihova sila. Pro soutadnice y a z
kazdého bodu A, ve kterém je kapka v Case t, tedy plati: y4 = votcosa a
2a = ho + votsina — 1/2gt2. Pf¥i dopadu kapky ve vzdalenosti d od cesty®
v Case tqg bude tedy platit: d = vgcosaty a 0 = hg+votgsina — 1/2gt§. 7 druhé
rovnice vyjadiime Cas. Vyjde nam kvadratickd rovnice se dvéma kofeny. Jeden
z nich je ale vzdy zaporny, proto se jim nebudeme zabyvat, a druhy dosadime
do rovnice prvni. Tak dostaneme vysledny vztah pro vzdalenost dopadu kapky
od cesty.

d = vg cos a

vo sina + /v sin a? + 2ghg
p )

Nyni se mtizeme pokusit odpovédét na otazku, jestli mize voda dopadnout do
stejné vzdalenosti pfi rtizné velkém thlu «. To se ale z tohoto vzorce urcuje
pomérné obtizné. Pokud bychom pro zjednoduseni polozili hy = 0, tak ho
muzeme upravit na tvar

vg sin 2a
g

do =

4 Pozn. red.: Je to skuteéné pravda? Napriklad Bc™ Frantisek Steinhauser,
alebo Mgr™Josef Tkadlec si myslia nieco iné (ani jeden z nich to vSak nepodlozil
matematicky).

5 Pozn. red.: Vhodnejsie toto tvrdenie formuluje napriklad Dr™Ladislav Baco,
ked'tvrdi, Ze vzdialenost dopadu vody je spojitou funkciou spojito premenlivého
uhlu otocenia «, a teda krivka tvorena dopadajicou vodou je spojita.

6 Pozn. red.: Autor pévodne hovoril o funkcii, ale to v tomto pripade nebude
spravny vyraz.

7 teda ,nahor“ a ,do pola“, v smere osi = sa hybe auto; priamka y = z = 0
je vlastne cesta.

8 Pozn. red.: Autor pévodne nespravne tvrdil, Ze vzdialenost d meria od auta.
Neuvadza ale od ktorej polohy, ¢i od polohy v ktorej doslo k vystreknutiu vody,
alebo od polohy v ¢ase dopadu vody. Preto som nahradil vzdialenost od auta
vzdialenostou od cesty, ktorii dalej pocita.
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Zde je jiz patrné, Ze naptiklad pro elevaéni tthel 30° i 60°° vyjde vzdéalenost
stejné. Stejnd vzdalenost pro dva rizné thly « miZze vyjit i u prvniho (nezjed-
noduseného) vzorce. To si ukdzeme na grafu.

Jak zavisi vzdalenost na natoceni trysky

Protoze vzorec pro vzdalenost, do které kapky dopadnou, je pomérné slozity,
zvolime si néjaké vhodné konstanty a zkusime si celou situaci vyjadrit graficky.
Zvolme vo = 10m-s~ %, hg = 2m a ¢ = 9,81 m s~ 2. Nyni méZeme sestrojit
graf zavislosti d(«).

d [m]
12

10

0 /8 /4 3m/8 m/2 @

Obr. t2.1 — Zavislost vzdalenosti dopadu na pocate¢nim thlu.

Na tomto grafu uz snadno uvidime, Ze pro dva rtzné ihly o mtzeme dostat
stejnou vzdalenost dopadu kapky d. Z ktivky, kterou za sebou hasi¢ zanechava,
tedy nemizeme urcit natoceni trysky s vyjimkou nejdelsi mozné vzdalenosti,
ktera vychazi pro o velké piiblizné 0,703, coz je asi 40,3°19.

Tvar ¢ary tvorené stiikajici vodou lze specifikovat jako spojitou parametric-
kou kfivku. Dale jsem odvodil vztah pro vzdalenost, do které voda dostiikne.
A na zavér jsem ukézal, Ze podle tvaru kiivky nelze uréit, jak byla tryska na
auté natocena.

9 Pozn. red.: Ako tvrdi napr. Doc™ Alzbéta Pechova, jedna sa obecne o uhly
a aT/2— a, ale aj to plati len pre zjednodu$eny pripad nulovej vysky auta.

10 Pozn. red.: Pozor, tato hodnota je zavisla na zvolenej vyske auta hg, preto
nie je ocakévatelnych /4.
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A preci se krizi
Mgr™ Josef Tkadlec

Zde je dtilezité uvédomit si jednu véc. Mizeme povazovat jedouci viiz za vztaz-
nou soustavu (tedy za nehybny) a terén za ,ubihajici“. Postavime-li se bokem
ke sméru jizdy, budeme mit proud vzdy pfimo pred sebou. Aby se stopa mohla
prekfizit, musi jednu takovou kolmici protnout dvakrat. To, ze krajina ubiha
(auto jede) se da charakterizovat i tak, Ze co dopadne diiv ,jutece”. NaSe otazka
tedy je, zda umime v rtizné casy vysttiknout dva rtzné proudy vody tak, aby
dopadly v témz okamziku. To dozajista umime — nejdfiv proud vody pod str-
mym thlem a vzapéti pod mirnym.

Zpét do predstavy neustéle stiikajici vody. Pokud tihel trysky rychle snizime
ze strmého na mirny, vznikne protnuti. Tento rychly pohyb musi pfejit ptes
tihel, p¥i kterém voda doleti nejdal.!' Pozor, tato podminka je nutnd, nikoliv
postacujici.

Pozndmky redakcie

Vyzera to tak, ze nam predchadzajice dva ¢lanocky priniesli mnozstvo nametov
na premyslanie:

e Jedine na spojitosti ¢iary sa snad zhodli vSetci (ak zanedbdme efekty
pozorovatelné v realite, ako je rozpad na kvapocky a podobne).

e Tak ako je to s tym kriZenim? Moze sa Ciara pretinat?

e Ak si myslite, Ze je krizenie moZné, potom nutnii podmienku navrhol
Mgr* Josef Tkadlec. Ako ale znie podmienka postacujuca?

e Niektori rieSitelia tvrdia, Ze je mozné vzdy urcit uhol pod ktorym
bola ta ktord cast ¢iary vystreknutd. Mgr™ Josef Tkadlec pouziva
menej silné tvrdenie: ,,Pokud by se nam povedlo urcit tthel pro jeden
bod, dal by se z toho vyvodit (thel na celem tseku mezi protnutim,
¢i maximalni vzdalenosti.“ Ktoré z pontknutych tvrdeni je pravdivé?
Alebo je to nakoniec tplne inak?

® Vyzera to tak, ze ¢lanok Mgr'™ Jakuba Topfera je plny redakénych
poznédmok. Obsahuje tiez elementarnu chybu, ktorej sa dopustila vic-
ina riesitelov! Sktiste navrhnif minimalne nutné tpravy tak, aby sa
proti nemu nedalo ni¢ namietat.

Jeffer

Téma 3 — Samopopisujici véty

Dostali jsme od vas par ¢lankt o samopopisujicich vétach plnych originalnich
napadd, ale i nékolik trividlnich vét, jako ,Tato véta (bohuzel) neobsahuje ¢ty-
Ficet dva vykfi¢nika!“ ¢i , Tato véta je psana v 19:09.“. Obecné jste si vSimli,

11 Pozn. red.: Autor povodne tvrdi 7w/4, ale to plati len pre zanedbanti vysku
hasi¢ského auta.
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Ze generovat negativni vyroky nebo vyroky popisujici vlastnost téméi nesou-
visejici se strukturou, je az moc jednoduché. Zkuste se vic zaméfit na vyroky
pozitivni, popisujici co nejjemnéji strukturu véty.

Nejzajimaveéjsi jsou praveé pripady, kdy véta popisuje i samotny sviij popis
tak, ze skoro kazda jeji zména zrusi jeho platnost. Takovych nam prislo né-
kolik, vétsina byla zaméfena na pocet jednotlivych souhléasek ¢i cifer. Popsany
postup bohuzel vétsinou fungoval jen pro konkrétni vétu nebo byl prilis mlhavy
a nepfesny (,Budu se snazit o ...“). Jde tuto tlohu Fesit obecné&ji (pro libo-
volné zadany zdklad nebo omezeni véty), nebo je vidy potieba Fesit jedineény
hlavolam?

Originalni pfispévek zaslal Bc™ FrantiSek Steinhauser. V jeho vété V je
délka kazdého slova délitelné tfemi a V' to o sobé prohlasuje. Toto samo o sobé
sice prinasi jen ponékud kostrbaté omezeni slovniku, ale je to krok zajimavym
smérem, ktery muzete zkusit rozvinout.

Gavento

7

Reseni uloh
Uloha 1.1 — 3D biliard (3b)

Zadani:
Meéjme kulecnikovou kouli v krychli. MuZe se volnym pohybem odrazit od kaZdé stény prdavé
jednou a poté€ se vrdatit na stejné€ misto? Predpoklddejte, Ze vSe se odehrdvad ve stavu beztiZe.

Reseni:

Nejjednodussi reseni
Staci ji umistit na libovolné misto télesové thlopficky a poslat ji ,do rohu“.
Tam se odrazi zpét, nasledné se jesté odrazi od druhého rohu a dostane se na
misto odkud vylétla.

Na toto jednoduché feSeni p¥isli skoro vsichni. Uloha je vSak mnohem bo-
hatsi, a pokud jste se dostali pouze k tomuto, vétsinou jste ode mé tii body
nedostali. Mozn4 si fikate: ,,Pro¢, vzdyt je to spravna odpovéd?* Ano, je, ale
néco tam chybi — vysvétleni, pro¢ by se méla koule odrazit v rohu pravé do
opa¢ného sméru, nez priletéla (coz neni trividlni tvrzeni, jak by se na prvni
pohled zdélo). Postupné se k tomu dostaneme.

Metoda zrcadleni

Velikost koule mtizeme zanedbat a povazovat ji za hmotny bod. Odraz koule
od stény spliiuje zdkon odrazu — koule ziistane v roviné dopadu a odrazi se pod
stejnym thlem, jako priletéla. Kdyby byly vnitini stény krychle zrcadla, mohli
bychom dokonce nahradit tento hmotny bod paprskem svétla a v zrcadlech
bychom vidéli, kam mame svitit — na zadni konec baterky nebo laseru. To je
hlavni princip prvni metody.

Pro jednoduchost ted budeme brat 2D piipad, 1épe se ndm bude kreslit a
predstavovat. Na prvnim obrazku mame zrcadlo pouze na pravé sténé ¢tverce.
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> . a

D cld,” a D cld>,” a

A */g g A A */g g A
Obr. r1.1.1 Obr. r1.1.2

Rovinné zrcadlo vérné zobrazuje prostor, ktery je pred nim, akorat jej zobrazi
osové symetricky. Pfi pohledu do zrcadla se nam pak bude zdat, ze paprsek se
neodrazil, ale Sel rovné, a nasledné narazil do horni stény. Do druhého obrazku
jsme pfidali zrcadlo i na horni sténu, paprsek se pak z naseho pohledu zastavil
aZ na levé sténé ¢tverce. Nakonec pfiddme i zbyld dvé zrcadla (pfi pohledu do
zrcadla bychom pak mohli vidét sami sebe zezadu).

Na obrazcich jsem zvolil thel, ktery svird paprsek se sténami, 45°. Jak
k tomuto thlu dojit pomoci metody zrcadleni? Z tietiho obrazku je to jasné —
zrcadlit ¢tverec mtizeme i bez paprsku, a paprskem pak spojime baterku a jeji
obraz po ¢tyrech zrcadlenich.

D C

A B

q v|v. B

> ., alb C
D cld>,” a
A /'/é g A
Obr. r1.1.3

Poslednim krokem je pfevedeni obrazu paprsku v zrcadlech do pivodniho
Ctverce, coz uz neni nic tézkého.

Vsimnéme si, Ze pocatek (bod, z kterého vyléta paprsek) si mizeme zvo-
lit naprosto libovolné. Podobny postup muzeme pouzit i v krychli, nakreslili
bychom si pouze slozitéjsi obrazek, vse ostatni by ztistalo nezménéno.
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Souradnice a zmény sméru

V obrazku r1.1.3 si mtizeme vSimnou jesté dalsi zajimavé véci, a to kolik uletél
paprsek ve vodorovném a svislém sméru (rozlozime si drahu do x-ového a y-
ového sméru). V obou smérech paprsek prosel drahu rovnou dvojnésobku hrany
¢tverce. Je to logické — pokud se ma odrazit od dvou protilehlych hran a vratit
se zpét, tak musi prekonat dvojnasobek jejich vzdalenosti. Znamena to ale i to,
Ze vSechny slozky rychlosti pohybu paprsku (zde koule) maji stejnou velikost.
Koule se pohybuje napt. stejné rychle doprava jako nahoru. To ale znamena,
ze draha koule svirad se vSemi sténami 45°.

Ted zopakuji pfedchozi ivahu trochu formélnéji, exaktnéji a ve tiech di-
menzich. Zavedme si vektor rychlosti

v = (’Um,’Uy,’Uz),

jehoz slozky jsou rychlosti ve sméru z, y a z. Co se déje s vektorem rychlosti
pii odrazu od stény? Zméni se pouze slozka rychlosti kolma na danou sténu
(zméni se dokonce jen znaménko rychlosti), ostatni slozky se nezméni. Pokud
mé tedy koule urazit ve vSech smeérech drahu 2a za stejny cas, plati, ze

B 2a 2a

Vg Uy vy

2a

t

a odtud
Vg = Uy = U, .

V posledni rovnosti je schovana informace o tom, Ze paprsek svira se sténami
thel 45°. Vsimnéme si, ze zde si opét mizeme pocatek zvolit libovolné.

Priméty do stén

Predstavte si, ze mate v krychli nakreslenou drahu koule. Pokud se na drahu
podivdme shora (udéldme kolmy primeét drahy do horni podstavy), uvidime, zZe
drédha vypada jako ¢tverec nebo obdélnik (ve vyjimeénych piipadech ptimka).
Vidime, ze je to podobny obrazek, jaky jsme zkonstruovali metodou zrcadleni.
(Zajimavé je, ze zde nerozezname, kde se koule odrazila od horni a dolni stény.
Z predchoziho, ale vime, Ze se pfi odrazu méni jen slozka rychlosti kolma na
tuto sténu.) Pokud bychom se na drahu v krychli podivali z boku, vidéli bychom
néco podobného.

Dal by se slozit trojrozmérny obraz drahy z téchto dvou praméta? Ano.
Pokud méame naptiklad primét do stén x = 0 a y = 0, mizeme kazdé sourad-
nici z pfifadit dvojici z, y (pokud budeme mit v primétech naznadeny sméry
pohybu, tak dokonce jednozna¢né).

Chybna dvaha v reseni

Zde uvedu jednu chybnou tivahu, kterou néktefi z vas pouzili:
»,Ze zakona odrazu vime, Ze pfi odrazu zustava koule stile v jedné roviné
dané drahou koule pred dopadem a jejim kolmym primeétem na sténu. Proto
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musi byt draha koule v krychli rovinny atvar.“ Nemusi, pii kazdém odrazu jde
totiz o jinou rovinu.

Z3avér a vyuziti
Zadani tlohy splnime, pokud kouli vysleme z libovolného mista krychle smérem
rovnobéznym s télesovou thloprickou.

Zajimavym a uzitenym poznatkem je hlavné to, Zze po odrazu ,v rohu“
se smér paprsku zméni na smér opa¢ny (v se zméni na —v), a to pro jakykoli
puvodni smér. Pokud si postavite tfi ¢tvercova zrcatka navzajem kolmo k sobé,
uvidite v nich svlij obli¢ej, at uz se do nich divéite z jakéhokoli sméru. Tako-
vému utvaru fikdme koutovy odrazec a pouziva se tfeba v odrazkach na kolech.
Koutové odrazece jsou umistény i na Mésici, a pomoci nich se mé¥i vzdalenost

mezi Zemi a Mésicem.
Jindra

Uloha 2 — Pajecka (4b)

Zadani:
Proc¢ se u obycejné transformdtorové pdjecky zahiivd mejvice Spicka hrotu? Hrot je preci cely
ze stejné tlustého drdtu a tece jim vsude stejny proud ... Pritom je $picka hrotu znatelné

teplejsi (Ize jednoduse experimentdiné ovéiit, napriklad jinou cdsti neZ Spickou cin témér ne-
roztavite).

Reseni je celkem jednoduché a zcela bez vzorecki, staci si jenom porddné rozmyslet, jak
takovd pdjecka vypadd:-). Nebojte se experimentovat.

Pokud ovsem néco spocitdte, body navic vds neminou.

Reseni:

Vyzva k experimentovani v zadani této tllohy méla sviij smysl. Pokud jste
se totiz pustili do experimentti s rtizné tvarovanymi hroty, mohli jste mimo
ovéfeni tvrzeni v zadani zjistit i dalsi dilezité skutecnosti. Zajimavy napad
na provedeni experimentu pouzil Mgr™ Jan Bogar — misto bézného médéného
hrotu pouzil hrot piimo z cinové pajky'? a pozoroval, kde se pretavi. Tuto
metodu jsem si vypujcil pro vytvofeni ilustra¢nich obrazk v cisle.

Obr. r1.2.1

12 P4jka je ten kov, ktery se tavi. Samotnému elektrickému zafizeni se ¥ika
pajecka nebo pajeci pistole.
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Slovo ,hrot“ budu v nasledujicim textu pouzivat ve smyslu tenkého dratku
na konci pajecky bez ohledu na to, ze v nékterych pripadech nebude skutecny
hrot moc pfipominat. Samotné ostie ohnuté misto budu oznacovat slovem S$pic-
ka.

Nejprve tedy zacneme s ,klasickym* tvarem hrotu. Vysledek vidime na
obrazku rl.2.1 a odpovida tomu, co se tvrdi v zadani. Hrot se skute¢né roztavil
na Spicce. Jako dalsi z mnoha moznych experimentt zkusme kruhovy ,hrot*,
ktery nema zadnou Spicku.

Vysledek experimentu na obrazku rl.2.2 ukazuje, ze misto roztaveni je upro-
stred. Kupodivu i $picka klasického hrotu je pravé uprostied. To mulize nazna-
¢ovat, Ze neni az tak podstatnd samotné Spicka, ale spis prostredek hrotu z ten-
kého dratu. K ovéreni této teorie zkusme vyrobit hrot, ktery bude mit $picku,
ale ta bude umisténa mimo stfed dratku.

Obr. r1.2.2

Jak je vidét z vysledku na obrazku rl.2.3, tato teorie se potvrdila. Hrot je
nejteplejsi uprostied, bez ohledu na to, kde mé $picku (pfipadné jestli viibec
néjakou mé, nebo jich je vice).

Obr. r1.2.3

Céste¢nou odpovédi na otazku v zadani by tedy mohlo byt: ,, ProtoZe spicka
hrotu je uprostred. “ Zkusme ale jeSté najit vysvétleni pro ten prostfedek. Pti
vSem experimentovani bychom si mohli v§imnout, ze z téla pajecky jdou ke
hrotu dva silné p¥ivodni pruty (v pfipadé moji pajecky je to méd o prifezu
25 mm?), které jsou po celou dobu chladné. Zdfivodnéni je pomérné jednoduché:
hrot tvofeny dratem o priiméru typicky 1 mm? m4 na jednotku délky 25x mensi
odpor a tudiz se v ném produkuje 25krat vice tepla na jednotku délky.

Pokud bychom ale predpokladali, ze privodni pruty jsou chladné a hrot
horky, byl by na jejich spoji prudky skok teploty. Takovato situace ale nemuze
vydrzet, protoze teplo se bude §itit z teplejsiho mista na studenéjsi, presné tak,
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jak mu veli termodynamické zakony. Vzhledem k vysoké tepelné vodivosti médi
bude tento efekt hrat v ochlazovani hrotu podstatnou roli.

Protoze hmota a tedy i tepelna kapacita pfivodi je mnohem vétsi nez u hro-
tu, projevi se presun tepla hlavné ochlazenim hrotu. A nejvice se ochladi kraje
hrotu, které jsou nejblize pfivodiim. Stfed hrotu pak ziustane nejteplejsi.

Toto je tedy prvotni efekt zodpovédny za rtznou teplotu rtznych casti hro-
tu. V tuto chvili ale uz neni hrot v8ude stejny (mé rtznou teplotu) a tedy ani
nem3 vsude stejny odpor. Tam, kde je zahtaty mé odpor vétsi, produkuje tam
vice tepla a tudiz se dale vic zahfiva. Navic ani tepelnad vodivost neni konstant-
ni, ale s rostouci teplotou klesid (u médi, resp. kovii obecné), takze se teplo
navic od $picky hufe odvadi. Tyto dva efekty tedy dale zesiluji vznikly rozdil
teplot. Samy o sobé ale nemohou za vznik rozdilu.

Strucné feCeno, za rozdilné teploty hrotu je zodpovédné vedeni tepla od
zahiatého hrotu ke chladnym pfivodim. Timto efektem se vice ochlazuji kraje
hrotu a Spicka zistava horka. Navic vznikly teplotni rozdil je zesilen kvili
zavislosti elektrického odporu a tepelné vodivosti na teploté.

Néco malo disel na zavér

Pokud stale ¢ekate na néjaka konkrétni Cisla, tak jste se konecné dockali. :-)
Kompletni vypocet rozdéleni teploty na hrotu tu uvadét nebudu — problém
pravdépodobné nelze Tesit jinak nez numericky na pocitaci a samotny vypocet
mi nepfipadd pfili§ zajimavy. (Pokud vés toto zajimd, miZeme se o tom po-
bavit naptiklad na soustfedéni.) Nicméné pokusim se zde zdivodnit, proé je
odvod tepla do pfivodnich prutd podstatnym efektem, ktery urcuje rozlozeni
teploty.

Typickym zahfatym hrotem transformatorové pajecky protéka proud kolem
100 A (pfi napéti nékolik desetin Voltu). Mérny odpor médi se pohybuje od
2:1078 Q2/m pii pokojové teploté po 4-10~8 Q/m pii asi 400 °C. Pfedpokladejme
hrot z médéného dratu o priiméru 1 mm. Na rozzhavené Spicce se pak produkuje
priblizné 5 W na centimetr délky.

Hrot se tepla zbavuje nékolika zpisoby. Jako kazdé téleso jej vyzaiuje
do okoli ve formé zafeni. Energie, kterou libovolné téleso vyzaii jednotko-
vou plochou je imérna ¢étvrté mocniné jeho termodynamické teploty'3 a déle
zavisi na vlastnostech télesa (jeho barvé v obecném slova smyslu). Pro jed-
noduchost budeme piedpokladat idedlné cerné téleso, i kdyz se tim dopus-
time ur¢ité nepfesnosti (kazdé redlné téleso vyzafuje méné, nez idedlné erné
téleso). Hrot tedy zafi podle své teploty a naopak pfijima zafeni od okoli
dané teplotou okoli. Konstantou tmeérnosti je Stefan-Boltzmannova konstanta
o =57-1008W.-m2.K~ % Drit s obvodem o pfi teploté T vyzaiuje na
jednotku délky vykon

B, =00 (T*-Ty),

kde Tp je teplota okoli. Pro nas hrot pii teploté 650 K vychazi 0,3 W/cm.

13 Ty. teploty v Kelvinech.
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Dale se teplo predava okolnimu vzduchu. Limitujicim faktorem bude prav-
dépodobné prestup tepla z povrchu médi do vzduchu. Mgr™ Alzbéta Prokopova
ve svém Feseni uvadi hodnotu 15W -m~—2 - K~!, mé se nepodafilo najit zad-
nou davéryhodnou hodnotu a obecné nalezené hodnoty vypadaly spi$§ nizsi.
Nicméné i pro uvedenou hodnotu se nas hrot timto zptisobem dokaze zbavit
jen asi 0,2 W/cm.

Zbyva posledni mechanismus, vedeni tepla. Tepelnd vodivost médi A je
od 400W -m~! - K~! pii pokojové teploté po necelych 250 W -m~—' - K~ pii
400 °C. Pokud by byl pokles teploty od $pi¢ky hrotu k jeho kraji rovnomérny a
pokud by A nezaviselo na teploté, bude vykon odvedeny ze $picky o teploté T’

P, = 2\8 % ,
kde T je teplota kraje hrotu a [ vzdélenost od $picky hrotu k jeho kraji (dvojka
je ve vyrazu proto, Ze teplo se odvadi na obé strany). Nerovnomérny pokles
teploty zpusobi, ze odvadény vykon bude limitovan mistem s nejmensim po-
klesem teploty, tedy bude mensi, nez podle vyse uvedeného vzorce. Nicméné
vzhledem k obtiznosti urceni rozlozeni teploty budeme vychézet ze zjednodu-
geni uvedeného vyse (s védomim, Ze se tim dopoustime uréité chyby).

Predpokladejme, Ze mame stfedni ¢ast hrotu o délce 1cm zahfatou na
400°C. Ve vzdalenosti 3cm od ni je konec hrotu na pokojové teploté. Pied-
pokladejme rovnomérny pokles teploty a tepelnou vodivost 250 W - m~! - K1,
Pak se $picka hrotu timto zptisobem zbavi vykonu asi 4,6 W. Podle predchozich
tvah se zbylého tepla zbavuje zafenim (0,3 W) a vedenim (0,2 W).

Je vidét, ze vedenim se hrot zbavuje fadové vice tepla, nez ostatnimi zpt-
soby. Takze bez ohledu na pouzitd zjednoduseni lze predpokladat, ze vedeni
tepla je hlavni mechanismus ochlazovani a vzhledem k jeho charakteru, kdy
ochlazuje vice ty ¢asti hrotu, které jsou déle od spicky, bude zodpovédny za
pozorované rozlozeni teploty.

Marble

Uloha 1.3 — Mapa (5b)

Zadani:

Rikistdn je mald zemicka, kterd vznikla po bouflivé revoluci rozpadem velké Mamutdnské Rise.
Sotva co se vsak politickd situace ustdlila, zjistila mistni vldda, Ze potrebuje pro svou zemsi
vydat novou mapu. Odmitd viak pouzivat staré mamutdnské mapy (Mamutdnskd Rise Rikistdn
dlouho utlacovala a proto se od ni chtéji co nejvice distancovat) a z ndbozZenskych divodi je
v Rikistanu taktéZ zakdzdano cokoliv mérit. Inu, jedind informace, podle které miZete mapu
sestavit, jsou ziejmé rozcestniky na centrdlnim ndmésti kazdého z rikistanskych mést. Tam je
vZdy uwvedena vzddalenost vzdusnou carou do kaZdého z ostatnich mést. Rikistdnskd vldda vds
poZddala o pomoc, jok tedy mapu sestrojit. Vymyslete algoritmus, ktery z tabulky vzdjemnych
vzddlenosti mezi mésty zjisti jejich kartézskeé souradnice na mapé. Rikistan je pomérné mald
zemé, proto muzete zakulaceni zemského povrchu zanedbat.

Reseni:

Vétsina z vas spravné resila pripad, kdy vSechny vzdalenosti jsou naprosto
P pripad, y y J p

presné zadany a souhlasi. Algoritmus v tomto pfipadé neni slozité vymyslet,
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proto jsem se pfi opravovani zaméril spiSe na vasi schopnost hezky jej popsat —
aby ten, kdo podle néj vytvari program, nemusel o nicem samostatné uvazovat.
Ve skute¢nosti vSak vétsinou nemame presnd ani zdrojova data (na rozcestni-
cich je vzdalenost udana ne jako 7 - v/376 + 5, ale 140km, popt. 5 dni cesty
atd.). Dal$im zdrojem nepfesnosti je i reprezentace ¢isel v pocita¢i a matema-
tické operace na nulu (tedy (10/3) -3 = 9,999 a podobné zaokrouhlovani pfi
poCitani s plovouci desetinnou ¢arkou). Proto bychom méli uvazovat i ipravu
algoritmu pro nepfesnd vstupni data a zaokrouhlujici vypocetni stroj.

OvSem i s idedlnimi podminkami nemame vyslednou mapu jednozna¢nou —
neuvazujeme-li rtiznd otoceni a Skdlovani, vzdy budou dvé zrcadlova otoceni
vysledné mapy. V této chvili uz bohuzel musime zapojit selsky rozum a podi-
vat se na smér, kterym rozcestniky vedou, a podle toho vybrat, kterd mapa
odpovida realité.

Oznaceni: Vzdélenost dvou mést A a B budu oznacovat jako d(A,B), sou-
fadnice mésta A jako [xa,ya]. Pismenem n oznacujeme pocet mést. Pfedpo-
kladame, Ze zadna vzdalenost dvou mést neni nulova, jinak duplicitni mésto
sloucime.

Algoritmus pro ideélni piipad se da formulovat napt. takto:

1. Na pocatek soustavy soufadnic umistim prvni mésto ze seznamu mést
(oznaéme jej napt. My).

2. Druhé mésto ze seznamu My umistim na soufadnice [d(M;p, Mz), 0].

3. Dokud mésto M; pro 7 z mnoziny {3..n} lezi na pfimce (M;, M3), tedy
dokud plati |[d(My, M;) — d(Mz, M;)| = d(M;y, M) nebo d(My, M;) +
+ d(My, M;) = d(M;y,Ms3)), jako soufadnici mésta M; zvolime [z, 0].
Pfitom x je feSeni soustavy

|$| :d(MlaMi)v |£C—d(M2,M1)| :d(M27M1)

4. Jakmile najdeme mésto M; takové, Ze nelezi na piimce (M;, M),
umistime mésto M; na soutadnice [x(My, M2, M), y(My, Ma, M;)], kde
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z(A,B,C) a y(A, B, C) jsou feseni soustavy rovnic

(x —za)? + (y —ya)® = d(A, C)?,
(z —2p)* + (y — yp)* = d(B,C)?

(x a y jsou volné proménné). Tato soustava vSak bude mit dvé fe-
Seni — vybereme tedy pravé jedno z nich, druhd moznéd mapa bude
pak symetricka podle osy x.

5. Pro kazdé mésto M;, kde i je z mnoziny {(¢ + 1)..n}, provedeme tyto
kroky:

a. Najdeme feSeni CC(Ml, MQ, Ml), y(Ml, MQ, Mz)
b. Vybereme to feseni, pro které plati

(IMi - :CM3)2 =+ (yMi - yM3)2 = d(MivMB)Q

a zaznamename jeho souradnice pro mésto M;.

Pozn.: Prvky ¢ bereme z mnoziny postupné. Jakmile bychom méli vybirat
mésto z prazdné mnoziny, vypiSeme vysledky a algoritmus ukoncime.

Tento algoritmus m4 linedrni ¢asovou slozitost vzhledem k poc¢tu mést (sou-
fadnice kazdého mésta pocitdme pouze jednou a k jejich vypoctu fesime sou-
stavu t¥{ rovnic, jejiz feSeni m4 v principu konstantni ¢asovou slozitost).

Povsimnéme si také, Ze nas nezajimaji vzdalenosti d(M;,M;) pro i > 3 a
j > 3, a na kazdou vzdalenost ndm staéi zeptat se pouze jednou (tento tdaj
miizeme pozdé&ji prepsat), pfi vhodné implementaci ndm staci pamétovy prostor
s pouze konstantni velikosti.

Pro feseni neidedlniho ptipadu se ndm pfimo nabizi dvé moznosti:

A. Algoritmus jako takovy modifikovat nebudeme, pouze predefinujeme
operatory porovnani. Budeme pocitat s néjakou maximélni tolerova-
nou absolutni (A = B pravé tehdy, kdyz A —e < B < A + ¢) nebo
relativni (A = B pravé tehdy, kdyz |A/B—1| < ¢) nepfesnosti. V tako-
vémto pfipadé bude zachovana asymptotickd ¢asova slozitost, ovsem
pfi nevhodné volbé ¢ miuZeme algoritmus dostat do nedefinovaného
stavu (podminka v bodu 8 neni splnéna ani pro jedno feSeni, nebo
plati pro obé&). Navic tak nezohlednime dalsi zndm4 data o vzdalenos-
tech k dal$im méstam, ¢ili mapa nebude dostatecné presna.

B. Spocitame vSechna moznéd mista, kde by se mélo mésto vyskytovat,
a najdeme stied (tézi$t8) téchto bodd. Ten prohldsime za polohu
meésta.

Kromé zvysSeni casové slozitosti mé vSak tato metoda jednu zasadni nevy-
hodu: pokud ndm vyjdou dvé mozna feseni, nevime, pro které se rozhodnout (a
které tedy pouzit do vypoctu polohy stfedu) — mél by to byt ten blizsi sttedu,
ale stied dosud nezname, a k jeho vypoctu uz jej potiebujeme. Kdybychom
pocitali s obéma, mohli bychom dostat netinosnou nepiesnost. Nabizi se zkusit
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vsechny moznosti vybéru jednoho z onéch dvou bodt a ohodnocovat tento vy-
bér, ovSem to bychom se pfi vét§im poctu mést a vesnic (cca pres 30—40) asi
vysledku nedockali.

Proberme si tedy vSechny moznosti feseni soustavy onéch dvou rovnic:

1. Rovnice nemaji zadné feseni — my bychom ale néjaké chtéli, a vime, ze
tam s mensi odchylkou je. Proto jako bod tohoto feseni zvolime bod,
ktery je na ose stfed kruznic, které rovnice popisuji, a ktery je ve
vzdélenosti od obou imérné pomeéru jejich polomért. Tedy mame-li
mésta A a B, jeden z bodi pro vypocet polohy mésta C — bod C;
bude mit tyto soutfadnice:

a. Pokud jsou kruznice navzajem vné, tedy plati
(xB —xa)® + (yB — ya)® > (d(A,C) + d(B, C))?,

muzeme si predstavit, Ze se obé kruznice jakoby zvétsuji, dokud
nenastane jejich vnéjsi dotyk. Tento bod dotyku, ktery bereme
jako vysledny ,,prinik“ kruznic, bude mit nasledné soutradnice

d(A,C)
d(A,C) +d(B,C)’

d(A,C)
d(A,C) +d(B, C)

xA + (2 — x4) -

ya + (yB —ya) -

b. Pokud jsou kruznice v sobé, tedy
(xB - ZCA)2 + (yB - Z/A)2 < ma’X(d(Aa C)a d(Bv C))

(nezapomenme, ze uvazujeme piipad, kdy nadm vyslo, ze rov-
nice nemaji feseni), spoéitame souradnice obdobné jako u pted-
choziho pripadu, pouze se v tomto poméru bude vétsi kruznice
jakoby zmensovat a mensi zvétsovat, aby nastal vnit¥ni dotyk.

2. Rovnice maji praveé jedno feSeni — s tim jsme naprosto spokojeni.

3. Rovnice maji dvé feSeni — toto je ten t&zsi pripad. Mame body Cj;
a Cjo, definujme si bod S, ktery je na puli cesty mezi témito body.
Zarovenl mame spocitany ostatni body Cj1 a Cja pro j # i.

Povedeme polopfimku (S, C;1) a zjistime, kolik ptimek (Cj1,Cj2)
nase polopfimka protne. Zaroven toto provadime i pro polopfimku
(S, Ci2). K hodnoceni polop¥imek jesté miizeme pFipo¢ist pocet bodd,
které nam vysly z piipadti 1 a 2, které se nalézaji v poloroviné s hranici
kolmou na pfislusnou polopfimku a prochézejici bodem S. Pokud mé
hodnoceni vyssi polopfimka prochazejici bodem C;;, definujeme jako
C; pravé bod C;1, v opacném pripadé C;2. Pokud maji primky stejné
hodnoceni, vybereme libovolny z téchto dvou.
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Zapsani tohoto do pojmu analytické geometrie jiz neni naro¢né, pouze po-
nékud pracnéjsi, proto jej zde vynecham.

Jak tedy bude vypadat vysledny algoritmus? Prvni dva body se lisit nebu-
dou, zacnu tedy od bodu 3:

3. Pro kazdé mésto M;, kde j je z mnoziny {3..n}, provedeme:

a. Spocteme vsSechny body C; jako pfipadné upravené feseni sou-
stavy rovnic pro kazda dvé mésta A, B (A # B), jejichz polohu
jiz znadme. Méli bychom tak dostat p = (j—1)-(j —2)/2 bod.

1 <& 1 <&

Ackoliv je tento algoritmus napohled kratsi, obsahuje v sobé netrividlni
vypocet kazdého bodu C;. Jeho slabinou je taktéz vétsi asymptoticka slozitost:
v n krocich poéitdme fadové n? bodt C;, v nejhorsim ptipadé (3) k tomu
potfebujeme najit dalsich n? primiké pfimek a polopfimek, tedy celkova casova
slozitost je O(n®).

Ani po dlouhém ¢ekani na vysledek navic nemusime dostat mapu, ktera
se vysledku dostatecné blizi — pokud budou nepfesnosti ve zdrojovych datech
veliké, mizeme dostat mapu tplné chybnou. Mohlo by se tak vyplatit spocitat
nékolik map, kde pokazdé seznam mést ndhodné zprehazime, a tyto mapy pak
prumeérovat.

V zévéru bychom se mohli pokusit jesté mapu priblizit optimalni mapé
(tedy takové, kterd ma napf. soudet druhych mocnin rozdila zdrojové vzdale-
nosti a vzdélenosti na mapé miniméln{) néjakym iterativnim procesem — ten si
muzeme predstavit napriklad tak, ze na kazdé mésto na mapé budou piisobit
z ostatnich mést sily — pokud jsou meésta ddle, nez je vzdalenost ze zdrojovych
dat, budou na né jakoby piisobit ptitazlivé sily, v opacném ptipadé budou tyto
sily odpudivé. V kazdém kroku algoritmu (iteraci) spo¢teme vyslednici sil a
prenasobime ji néjakou malou konstantou — mésto se pohne o kousek tim smeé-
rem, kam jej tdhnou sily. Po nékolika krocich tak mizeme ziskat opét ponékud
presnéjsi mapu (a¢ to neni jisté).

Flavius

Uloha 1.4 — Hesla (3b)

Zadani:

Tri prvaci z Matfyzu Adam, Bohu$ a Cyril, si maji zaloZit hesla do Studijniho informacniho
systému (tam si zapisugi predméty a zkousky, sleduji rozurh, atd.). Vichni si jej zaloZi s maxi-
mdlni povolenou délkou, kterd je v systému néjak nastavena. Adam i Bohus§ maji svoje oblibené
podmnoziny znaki, z nichZ si znaky pro hesla vybiragi. Kdyz to zjistil Cyril, Tekl si, Ze si zkusi
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vybrat svoji podmnozinu znaku tak, aby mél prdavé tolik moznijch hesel jako Adam a Bohus do-
hromady (pocéet mozZngch Adamovych hesel + pocet moznych Bohusovych hesel). MiZe se mu
to podarit?
Reseni:
Adam s BohuSem uz védi, Ze vybrat si své oblibené heslo, neni az tak snadné.
Co ale nebohy Cyril? Myslite, ze uz prosvihl zapis predmétl, protoze si stale
vybird vhodné heslo, anebo zjistil, Ze se mu to nepovede? Cyril ma Stésti, Ze je
mezi vami tolik dobrych dusi, které mu chtély pomoci. Jak tedy postupovat?

Maximalni délku hesla, které si mazou studenti zapsat do SISu, ozna¢me n.
Pocet znakt v Adamové mnoziné oznac¢me A, v Bohousové mnoziné B, a pocet
znakll v mnozin€, kterou by si mél Cyril vybrat, oznacme C. Pocet moznych
hesel, které si Adam miZe zvolit uré¢ime jako variaci s opakovanim n-té t¥idy
z A prvki, coz je A™. Pocet hesel, které si miiZe zvolit Bohou$ je B™ a pocet
hesel které by si mél byt Cyril schopny vybrat ze své mnoZiny znaku je C™.
Musi tedy platit vztah:

A"+ B" =C".

SIS jesté neumi hesla zaporné délky a tak je ziejmé, ze A, B, C, n € N. Nyni
je potfeba urcit, pro kterd n ma rovnice feSeni:

Pron = 1 plati A+ B = C, coz splituji v8echna pfirozend ¢isla, nebot
souctem dvou prirozenych cisel je vzdy prirozené ¢islo. V tomto piipadé si
Cyril vzdy muze zvolit svou mnozinu znak?i.

Pro n = 2 si mizeme piepsat vzorec jako A% + B? = (2. ReSenim této
rovnice jsou pro ptirozend c¢isla pouze tzv. Pythagorejska cisla, coz jsou trojice,
které splinuji danou rovnici, napf. ¢isla 3, 4, 5; 5, 12, 13; ... Cyril si potom muze
zvolit mnozZinu znakd pouze v pripadé, Ze pocet znakti Adamovy mnoziny a
pocet znakti BohouSovy mnoziny budou Pythagorejska cisla ze stejné trojice.

Pro n > 2 dlohu formuloval jiz v 17. stoleti Pierre de Fermat. Vyslovil
domnénku, ze pro n > 2 se to Cyrilovi nikdy nepovede. Na okraj stranky si
tehdy poznamenal, Ze naSel Gzasny diitkaz tohoto tvrzeni, ktery se mu ale zde
nevejde. Tato poznamka trapila matematiky vice nez 350 let. Az v roce 1994
ji Andrew Wiles dokazal pouzitém prostiedkii velmi pokroc¢ilé matematiky,
kterou k tomu vybudoval. 200 strankovy dikaz této véty zde radéji neuvadime.
:=) O tomto dikazu vznikl dokonce muzikal Fermat’s last tango.

Takze az potkate Cyrila, feknéte mu, Ze se mu to povede vzdy pro hesla
délky 1 a pro hesla délky 2 jen ve specialnim piipadé. A pro delsi hesla, at se
podivad na muzikal. :-)

Martin & (R)adim
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Vysledkova listina
Ulohy
Po¥. | Jméno R.|[>_;|rl r2 r3 r4 t1 t2 t3 + (>0 >4
1. | Mgr™ Josef Tkadlec 3. 311 3 4 4 3 9 6 2| 31 31
2. | Dr™ Ladislav Baco 2. 62| 3 4 4 3 7 3| 24 24
3. | Mgr™ Miroslav Koblizek 1. 231 3 2 4 3 4| 23 23
4-5. | Doc™ Alzbéta Pechova 3.1 160 3 0 3 1 8 0] 21 21
Mgr"™ Jakub Topfer 3. 35| 2 2 4 3 9 1] 21 21
6. | Bc™ Alena Busakova 1. 191 3 4 4 3 1 41 19 19
7-8.| B! Jitka Novotna 3. 17 2 2 4 1 71| 17 17
BceM Lada Peksova 2. 171 3 5 3 3 3| 17 17
9. | Bc™ Frantisek Steinhauser | 2. 16| 3 2 2 3 5 1] 16 16
10-11. | Mgr™™ Jan Bogar 2. 241 3 5 4 3| 15 15
B! Jakub Klemsa 2. 15 3 4 4 1 3| 16 15
12.| Bc™ Filip Lux 1. 14 3 1 4 3 3| 14 14
13. | Bc™ Lukas Zaviel 1. 12 3 0 3 1 3 21 12 12
14-17. | Mgr™ Miroslav Klimos 3. 48| 3 4 3 1] 11 11
Bce!M Milan Bartos 3. 11 3 4 3 1 11 11
BceM Vlastimil Dort 2. 11| 3 4 2 21 11 11
BceM™ David Vendel 3. 11| 3 4 3 1] 11 11
18-19. | Mgr'™ Alzbéta Prokopova | 3. 26| 2 4 3 1 10 10
Bce™ Eliska Nekvapilova 3. 10| 2 4 3 1] 10 10
20. | Prof™ Jan Musilek 4. | 225| 2 4 3 0] 9 9
21-24. | Dr' Petr Pecha 1. 58 3 0 3 2] 8 8
Mgr!™ Jakub Marian 4. 26 1 0 4 3 0 8 8
Tomas Kubelka 1. 8| 3 3 21 8 8
Zuzana Tereskova 1. 8 0 3 4 1 8 8
25-27. | Dr™ Marek Pecha 2. 55| 2 0 2 2 1 7 7
Mgr™ Klara Krej¢ickova 4. 231 2 0 4 1 o 7 7
Hana Bilkova 3. 712 0 4 1 o 7 7
28-30. | Tomas Bartonék 1. 6] 2 0 3 O 1 [§ 6
Lenka Havelkova 1. 6 2 1 2 1 6 6
Tomés Volf 1. 6 2 3 1] 6 6
31-33. | Bc™ Jan Vaihara 3. 191 2 0 3 0 5 5
Bce!M Martin Volf 1. 51 2 0 1 1 1 5 5
Stanislav Fort 1. 51 2 1 1 1 5 5
34-35. | David Bambusek 2. 32 0 1 0 0] 3 3
Klara Holkova 3. 3 0 3 0 3 3
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Ulohy
Pof. | Jméno R.|> ;|rl r2 r3 r4 t1 t2 t3 + (> >4
36-37. | Mgr™ Pavla Zarubova 3 221 0 0 2 0 2 2
Petra Zahajska 1. 20 0 1 1 0 2 2
38. | Bc™ Peter Smolarik 2 17 0 1 0 1 1
39-40. | Jana Baxova 2 6 0 0 0 0
Ales Ruzicka 4 0 0 0 0 0

Sloupecek Y _; je soucet viech bodi ziskanjch v nafem seminafi, ), je soucet bodit v aktualni
sérii a ), soudet véech bodi v tomto roéniku.

Ve sloupci ,R.“ je uveden ro¢nik (pfepocteny na ¢tyfleté gymndzium, minimalni hodnota
je prvni ro¢nik). Pokud mate v tomto sloupci uvedeno Spatné (nebo zadné) ¢islo, napiste ndm
svlj rok maturity, a my si opravime udaj v databéazi. Sloupecek ,+“ znaci bonusové body
udélované podle ro¢niku a souctu bodu za tlohy.
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