Studentsky matematicko-fyzikalni casopis

rocnik XIIl  cislo 7

Termin odeslani: 1. 6. 2007

Ahoj kamaradky a kamaradi,

kdyz se podivate z okna, vidite, ze venku uz je témeér 1éto. Jesté par stupinkn
a vyrazite na koupalisté. Slunicko jen vola jit ven. Tak si s sebou vezméte nové
¢islo vaseho ¢asopisu M&M, na Cerstvém vzduchu se premysli 1épe ;-). A dejte
si zalezet, toto zadani je letos posledni.

Chteli bychom Vés také pozvat na Den déti na MFF, ktery se kona pochopi-
telné 1. cervna. Bude tam na Vas ¢ekat spousta zajimavych prednések, pokusi
a jinych aktivit, a samoziejmé se tam setkate se spoustou kamarad.

Vasi organizdtori

Zadani uloh

Uloha 7.1 — Stastnych deset (5b)

Lisak Riki denné sleduje zédznam hry Stastnych deset. U stastnych 10 se losuje
20 cisel z rozsahu 1-80, opakovat se nemiiZzou, protoze se vytahuji z osudi a
nevraci se tam. Na papirek si napiSe tazenych 20 ¢isel do fady za sebou, o fadek
niz pak mezi kazda dvé ¢isla napise jejich rozdil (celkem tedy 19 rozdild). Pak
zakrouzkuje nejvétsi z téchto 19 rozdilti a papirek si ulozi. Predpokléddejme,
ze by se Riki takto bavil par miliona let, a pak se rozhodl zjistit, jaké ¢islo
zakrouzkovaval nejcastéji. Které Cislo to nejspise bude? V zaznamu se uvadéji
¢isla od nejmensiho po nejveétsi.

Uloha 7.2 — Odpory (3b)

Méjme nasledujici nekone¢ny odporovy,zebiik“, v némz jeden rezistor ma od-

por R.
Jaky je odpor mezi uzlem na horni strané ,zebiiku® a protéjsim uzlem na dolni
strané? A jaky je odpor mezi dvéma sousednimi uzly na horni strané?




Uloha 7.3 — Karty (4b)

Je déna tabulka o rozmeérech 3 x 3 a 9 karet. Na jednotlivych kartach jsou
postupné napsana nasledujici ¢isla a3 < as < ... < ag Dva hradi stridave
pokladaji nepouzité karty na prazdna policka v tabulce. Poté, co hrac¢i umisti
vSechny karty, prvni hrac¢ secte Sest karet, které jsou umistény v hornim a
dolnim radku, druhy hrac secte Sest karet, které lezi v pravém a levém sloupci.
Vyhréava ten hrac, jehoz soucet je vétsi. Ktery z hraca vyhraje?

Uloha 7.4 — Vaji¢ko (3b)

Vajicko padalo volnym padem (odpor vzduchu zanedbejte). Za posledni ptil
sekundy padu pfed dopadem urazilo polovinu celé své drahy. Jak dlouho pada-
lo? Z jaké vysky padalo? Jak vysledky zavisi na g7

A bonusova otazka ...odkud padalo a kam dopadlo? :-)

Reseni témat

Téma 1 — Cokoladovani
K tomuto tématu prislo hned nékolik prispévki. Mgr*™ Petr Pecha reagoval
na ¢lanek Prof"™ Jana Musilka a vylepsil mnozstvi ¢okolady rozmistitelné na
stromy se zachovanim nepocokoladovatelnosti. Redakéné upraveny prispévek
Doc™ Alzbéty Pechové otiskujeme spolu s podrobnym c¢lankem Mgr™ Pavla
Klavika nize.

Strategie nenazraného hrace
Doc™ Alzbéta Pechovd

Zabyvala jsem se tim, jak z libovolného rozmisténi ¢okolady snist co mozné
nejvice kouskt cokolady. Uvazovala jsem pii tom nékolik druht grafi. U vsech
grafl plati, ze posledni kousek neni nikdy mozné snist a zadnou cokoladu nelze
snist ani z grafu s nanejvys jednim kouskem na kazdém vrcholu. Cokolddové
¢islo udava pocet kouskt ¢okolddy na jednotlivych vrcholech.

Uplny graf

Snist v8echnu ¢okolddu na grafu (aZz na posledni ¢tverecek) muZeme, pokud
bude existovat alespon jeden vrchol s ¢okoladovym ¢islem alespon 2. Z tohoto
vrcholu snim néjakou ¢okoladu a zvysim tim cokoladové ¢islo libovolnému vr-
cholu (hrany vedou mezi vSemi).

Na Uplném grafu tedy lze dosdhnout snédeni maximélniho po¢tu s podmin-
kou, ze existuje vrchol s ¢okoladovym c¢islem alespon 2.

Pozn. red.: Tohle neni tiplné presné, pokud bych mél v grafu vrchol se tfemi
kousky ¢okolady a ostatni prazdné, nelze snist vice nez jeden kousek. Autorka
nepopisuje strategii, jak se takovému nepfijemnému stavu vyhnout.
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Kruznice

Pokud je na vSech vrcholech cokolada, za¢neme na libovolném vrcholu s nej-
vétsSim ¢okoladovym ¢islem, snime jeden kousek, presuneme jej doprava a tam
pokracujeme dokola, dokud nebude mit néjaky vrchol ¢islo 0.

7 vychoziho vrcholu se vydam smérem, ve kterém lezi vice vrcholt mezi vy-
chozim a prazdnym vrcholem. Potkam-li cestou smycku, tedy dva vrcholy s ¢o-
koladovymi ¢isly 2, je mozné je vyjist a potom pokracovat ptivodnim smérem.
Tim se vyhnu tomu, ze by mi mohly zistat dva osamocené vrcholy s jednim
kouskem ¢okolady.

Pozn. red.: Tento postup lze mozna zobecnit na delsi posloupnosti typu
2-3-3—...-3-2. Z popisu Doc™ Pechové bohuzel ale neni jasné, co déla na okra-
Jjich nenulovych useku, ani to, ze je tento postup alespori blizky optimalnimu.
Nejasny priklad je tfeba —2—-6-2-2-0-0-0-0-, tento lze maximalné vyjist, ale
nékolik interpretaci popsaného postupu necha 2 kosticky.

Cesta

Vrcholy s alespoii dvéma kousky ¢okolady oznac¢ime jako vychozi. Useky vrcholt
s jednim kouskem c¢okolddy oznac¢ime poc¢tem sousedicich vychozich vrchold.
7 kazdého vychoziho vrcholu vybereme smér, kterym se budeme postupnym
jedenim pohybovat po tsecich s jednim kouskem cokolady. Pokud dva vychozi
vrcholy sousedi, rozjime se od nich v obou smérech. Toto opakujeme, dokud
existuji néjaké vychozi vrcholy.

Je obecné vyhodné vytvaret vychozi vrcholy sudého stupné, tyto lze za
urcitych okolnosti tiplné vyjist.

Pozn. red.: Popsané navrhy strategii mozna nejsou optimalni ani presné
neurcuji postup v nékterych spornych prikladech, nepodarilo se nam ale najit
protipiiklady, kdy tyto strategie nechaji nesnédené libovolné velké mnozstvi
zatimco optimalni by nechala jen jediny kousek.

Strucny Gvod do teorie her s ¢okoladou
Mgr™ Pavel Klavik

Pepa s Frantou se takhle domluvili, Ze si zahraji jednu hru. Kazdy z nich si
vybere néjaky vrchol v grafu. Poté si spocitaji, kolik kouski cokolddy ma néj
budou muset umistit, aby byl graf pocokolddovatelny. Vyhrdvd ten, ktery potre-
buje méneé kousku. Franta, to je schopny hrdc, proto vidy vybere nejlepsi vrchol.
Zato Pepa je strasnyg smolar a vZdy zvoli ten nejhorsi. Jaké mnozstvi cokolady
budou potrebovat? Jaké vrcholy budou vybirat?
V dalsim textu predpokladejme, ze vSechny grafy jsou souvislé. Pokud by ne-
byly souvislé, neexistoval by vrchol, z kterého by byly pocokoladovatelné. Hru
by samoziejmé slo upravit tak, ze by Pepa s Frantou vybirali v kazdé kompo-
nenté jeden vrchol, ale pak se muzeme zabyvat postupné pouze jednotlivymi
komponentami a tato varianta pro nas tedy neni zajimava.

Oznacme si P vrchol, ktery si vybral Pepa, a F' vrchol, ktery si zvolil Franta.
Py a Fg bude miniméalni pocet kouski cokolady, které je tieba do vrcholu P a F'
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umistit, aby byl graf pocokoladovatelny. Déle si mohou Pepa s Frantou zahrat
i drobnou modifikaci hry a misto Pg, a Fig porovnavat minimélni pocet kouski
¢okolady, které je treba do vrcholu P a F' umistit, aby Slo pocokolddovat cely
graf najednou, tedy aby po kone¢né mnoha krocich zistal v kazdém vrcholu
alespoii jeden kousek ¢okolddy (a protoZe hleddme minimalni mnozstvi, pak
mizeme dokonce omezit podminku na prévé jeden kousek cokolady). Takova
¢isla si ozna¢me P® a F®.

Popisme si nejprve nékteré obecné vlastnosti Pepova a Frantova vybéru.
Zjevné Py > Fg a P® > F®. Také plati tyto nerovnosti: Py, < P® a Fyy < F®.
Oznacme si list takovy vrchol grafu, ktery je stupné jedna, tedy je spojen s pravé
jednim vrcholem. Dale miiZeme z grafu vypustit vSechny smycky a multihrany!,
tyto hrany ndm urcité pti pocokoladovavani nepomohou. Dokazme si nasledujici
vety:

Véta 1: Vrchol F, ktery si Franta zvoli, nikdy nebude list pro grafy o vice
jak dvou vrcholech.

Duikaz: Graf o dvou vrcholech musi mit oba vrcholy listy, proto si Franta
nemize jiny zvolit. Graf s jednim ¢i zaddnym vrcholem nemd z hlediska poco-
koladovavani smysl uvazovat. Dilkaz této véty je jednoduchy. Pro spor predpo-
kladejme, ze si Franta vybral list, ozna¢me ho A. Plati, ze Fiz > 4. Pokud by si
vSak Franta vybral sousedni vrchol B, ktery neni listem, potom by stacilo Fy,
polovi¢ni. Pro¢? Protoze vzdalenost vsech ostatnich vrchold od B je o jedna
mensi jak vzdélenost od A, tedy potfebujeme pouze polovinu kouskt ¢okolady.
A na pocokoladovani listu A nam staci pouhé 2 kousky ¢okolddy, které urcité
budeme mit ve vrcholu B. Tim jsme nalezli spor a tedy véta plati.

Naproti tomu obracena véta, ze Pepa si vzdy zvoli list, pokud je to mozné,
neplati. Snadno nalezneme protipriklad. Na vrchol zavésme list a dvé kruznice
délky ¢étyti. Pokud by si Pepa zvolil onen list, bylo by P; = 23 = 8. Pepa
si vSak ve vSi prozietelnosti vybere spravné protilehly vrchol jedné z kruznic
a dostava Py = 2% = 16. Pepa je totiz tak mazany. Nyni se pokusme udélat
néjaké odhady ¢isel Py, P®, Fg a F®.

Véta 2 (O omezeni shora): Pro libovolnyg graf tvoteny N wvrcholy jsou
omezeni shora takovdto: Py < 2N~1, P® < 2N Fo < 2l(N-1/21 4 @ <
< of(N—1)/2]+2

Dukaz: Nejprve se zaméfme na jednodussi dikazy odhadu Cisel Pg a Fyg.
Nejdelsi cesta v grafu méa délku maximalné N — 1, pak na ni leZi vSech N
vrcholil a pripojenim dalsiho by se ndm vrcholy opakovaly, tedy nebyla by to
cesta. Jestlize si zvolime libovolny vrchol na nejdelsi cesté, potom jsou od néj
vSechny vrcholy vzdaleny nejvyse N —1, tedy z toho jasné plyne, ze Py < 2V —1,
Pepa by si tedy urcité vybral jeden z okraje nejdelsi cesty, ale Franta, vSemi
mastmi mazany, si zvoli jeji prostfedek. Zde opét plati, Ze zvoleny vrchol je
od vsech vrcholti vzdalen nejvyse [M] hran. Kdyby existoval vzdalenéjsi

2
vrchol, potom bychom dostali spor s tim, ze jsme si vybrali stfed nejdelsi cesty,

1 Nékdy se hodi uvazovat tzv. multigrafy, kde mtze vést vice hran mezi tymiz
dvéma vrcholy a hrana miize mit oba konce v jediném vrcholu.
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tato nejdelsi cesta by totiz musela jit prodlouzit. Tedy také urcité plati, ze
Fg < 2l(N=1)/2] 'Nyni se podivejme na dva zbyvajici odhady. K tomu budeme
potfebovat dokazat jesté nékolik jednoduchych vét.

Véta 3: V grafu o N wvrcholech existuje mazimdlné k vrcholi, jejichz vzdd-
lenost od vybraného vrcholu A je vétsi ¢i rovna N — k.

Dukaz: Misto libovolného grafu miZzeme uvazovat strom. Pokud z obec-
ného souvislého grafu vypustime urcité vrcholy, dostaneme strom. Nejkratsi
cesty z jednotlivych vrchold mtzeme tak jenom prodlouzit, tedy pokud popi-
sovand véta plati pro stromy o N vrcholech, pak plati pro libovolny graf o NV
vrcholech.

Dokazme si vétu indukci. Pro strom se dvéma vrcholy a jednou hranou
zjevné plati. Necht plati pro M vrcholli, poté musi platit i pro M + 1 vrchold.
Pokud novy vrchol A pfipojime k B, potom vytvofime ke vSem cestam k vrcholu
B jejich o jedna delsi variantu. Tedy pro vrchol A popisovana véta plati. Pokud
si zvolime jiny vrchol, potom nové mame cestu do vrcholu A. Tato cesta mé
urc¢ité délku nejvyse M hran. Tedy pocty cest jednotlivych délek ztistanou az na
jednu nezménéné, ta se zvétsi o jednicku. Ale o jedna se zvétsi i pocet vrchola
v grafu a proto véta musi platit i pro M + 1 vrcholu.

Dokondeni dukazu véty 2: Nyni se vratme zpét k dikazu véty 2. Pepa
si vybral vrchol P, vyuzijeme vétu 3. Podle ni nejvyse jeden vrchol je vzda-
len N — 1 hran, na jeho pokryti potfebujeme ve vrcholu P mit 2V~ kouskd
¢okolady. Dale mtizeme mit az 2 vrcholy vzdalené N — 2 hran, na jejich po-
kryti potiebujeme 2V 1 kouski ¢okolady, ale potom uZ nemiizeme mit vrchol
vzdaleny N — 1 hran. Tak to plati i pro vrcholy vzdalené N — 3 a dale. Tedy
nejvétsi soucet dostaneme, jestlize mame jeden vrchol vzdaleny N — 1 hran,
jeden vzdaleny N — 2 hran a tak dale. Bude to soucet konecné geometrické
fady s prvnim ¢lenem 1 (jednu kosticku potifebujeme na pokryti vrcholu P) a
koeficientem 2. Dosadime do vzorecku a dostavame:

q"—1 2" —1

—1. =27 1<,
g—1 2-1 <

P®=a0~

Takze i nerovnost s P® plati. Zbyva dokazat omezeni pro F'®. VyuZijeme jed-
noduchého triku a z celého grafu udélame strom. Za koten si vybereme vrchol
F a graf rozdélime na jednotlivé komponenty podle synt vrcholu F' a jejich
podstromi. Jestlize ma F' pouze dva syny, nejdelsi cesta z F' do listt jednotli-
vych podstromi méii nejvyse [%1 a LN2_1J (protoze F' lezi na nejdelsi cesté
v grafu). Tedy budeme potfebovat nejvyse 2- 2l (N=1)/21+1 _ 9 kouskii ¢okolady,
coz je mensi jak dokazovany odhad.

Nyni indukéné pridavejme dalsi vrcholy. Pritom neustale musi byt zacho-
vana nejdelsi cesta v grafu. Vrcholy budeme pfidavat a tvorit dalsi podstromy
u vrcholu F, dva, skrz které vede cesta, nechame nezménéné. Necht véta plati
pro M vrcholt, dokaZzme jeji spravnost i pro M + 1 vrcholi. Jestlize pridavame
sudy vrchol ke grafu, potom se odhad neméni. Tento vrchol v§ak muzeme pridat
nejvyse do vzdalenosti M — N od vrcholu F' a tedy na jeho pokryti bude po-
tieba nejvyse 2~V kouskt ¢okolddy. Pro M = N + 1 uréité dva dalsi kousky
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¢okolady méme a poté je vidy 2M—N < 2[(N=1)/21+1 " 75 kazdé dva pFidané
vrcholy se ndm odhad zvétsi dvojnasobné, pocet dalSich kouski cokolady je
vyrazné mensi. Z toho plyne, Ze i posledni odhad je spravny.

Odhady zdola je jiz jednoduché vytvorit a dokazat. Pg a Fg je nejméné
dva, P® a F® je rovno nejméné 2N — 1. Diikaz ponechejme na ¢tenafi jako
malé cviceni.

Pozn. red.: Mgr™ Pavel Klavik popsal odhady a jejich diikazy na velké urovni
preciznosti. Se vSemi jeho vétami souhlasime, znéni nékterych odhadi by bylo
mozné zlepsit zavedenim centra grafu, coz je mnozina vrcholi s nejmensi vzda-
lenosti do od nich nejvzdalenéjsich vrcholii a primeéru grafu, coz je vzdalenost
dvou nejvzdalenéjsich vrcholi. Primér stromu Mgr™ Klavik zminuje, kdyz pise
o délce nejdelsi cesty v ném.

Gavento

Téma 2 — Kratery

K tomuto tématu nam piislo nékolik prispévkl o padéni predmétd do hliny,
z nichz ani jeden nebyl vhodny k zeverejnéni tak, jak byl. Proto uvadime pouze
vysledky jejich snazeni. Zato prispévek sester Pechovych se povedl, a proto ho
otiskujeme.

Rozméry krateru
Mgr™ Petr Pecha

Autor analyzoval, jak se méni hloubka krateru a polomér krateru s hmotnosti
dopadajiciho télesa a vysky, ze které téleso pada. Grafy jsme v redakci pre-
pracovali, aby mély vétsi vypovidaci hodnotu. Zejména jsme grafy pro rtzné
hmotnosti sjednotili do jednoho.
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Analyza redakce (tedy to, co mél udélat autor): Z grafl lze vidét, Ze s ros-
touci hmotnosti roste jak polomér krateru, tak hloubka krateru. Graf ale také
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ukazuje, Ze polomér kriteru s rostouci vyskou (a tedy dopadovou rychlosti)
prakticky neroste. Je to urcité zajimavy experimentalni vysledek. Hloubka kra-
teru naopak s rostouci vyskou roste.

Hloubka krateru
Bc™ Dusan Rychnovsky

Autor se snazil teoreticky odvodit, na ¢em a jak zavisi hloubka krateru vznik-
lého dopadem kulicky. Myslime si, ze se mu to podafilo celkem zdarile.
Hloubka krateru je rovna brzdné draze dopadlé kulicky. Pfitom na ni ptisobi

brzdnym tc¢inkem odporovéa sila materidlu, do kterého se boii.

_ %

24’
kde a je zrychleni ptisobici na kuli¢ku. Dosazenim za a = F'/m dostaneme

5 = %mv(% _ Ekin.

F F

Protoze kineticka energie je rovna energii potencialni, plati

mhg
-

(t2.1)

Zavér
Hloubka krateru tedy zavisi pfimo imérné na vysce h, odkud kdmen poustime,
hodnoté gravita¢niho zrychleni g a hmotnosti m kulicky. Zaroven zavisi nepfimo
amérné na odporové sile materialu, kterou se mi zatim nepodafilo odvodit. 2

Vareni krupicné kase
Doc™ Alzbéta a Dr™ Tereza Pechovy

Pokusem jsme se snazily zjistit, zda prfi vafeni krupicové kase vznikaji kratery.
Poté jsme premyslely, co miize byt pric¢inou jejich vzniku. Nakonec jsme pro-
vedly srovnani ndmi pozorovanych kratert v krupicové kasi a kraterti vzniklych
dopadem kamenu do hliny.

Na pokus jsme pouzily krupicovou kasi, hrubou psSeni¢nou, kterou jsme
vafily v litru mléka. Témér uvarenou kasi jsme prestaly michat, a pozorovaly
jsme tvorbu vzduchovych bublin, které prorazely na povrch kase, a tim vznikaly

2 Pozn. red.: Jak asi vypada odporova sila? Je konstantni, nebo se s éasem,
s hloubkou ¢ materidlem méni? Vzorec (t2.1) plati pouze pro konstantni silu
F. Jak budou vypadat rovnice, jestlize sila bude zaviset na case?
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kratery. Vznikaly velmi rychle a také velmi rychle zanikaly, takze nebylo mozné
presné zmérit jejich velikost, odhadujeme jejich prameér asi na 1 cm. Vzhledem
k tomu jsme se pfi pozorovani zamérily hlavné na tvar kratert.

Vznik bublin v krupicové kasi

Pri varu krupi¢né kase dochézi k tvorbé bublin pary. Tyto bubliny zvétsuji sviij
objem a vznikaji tak vétsi bubliny, nez je tomu napf. u vody, protoze krupi¢na
kase ma vétsi viskozitu, a tedy na jeji prorazeni je potfeba vétsi bublina pary.

Tvar kraterti vzniklych padem kamenu do hliny je rozdilny od tvaru krateru
vzniklého pfi vafeni krupicové kaSe, a to proto, ze je rozdilny zptsob jejich
vzniku. Krater od kamene je otisk kamene, ma tedy jeho pfiblizny tvar. Takto
vznikly krater se vzdy zuzuje smérem doli.

Velka bublina pary vznikne v krupicové kasi tak, ze bublina stoupa nahoru
dokud se nedotkne povrchu, a cestou nova para vnika do ni, misto aby vytvorila
malou bublinu. V misté dotyku, coz je nejtenc¢i misto mezi bublinou a okolnim
vzduchem, vzduch prorazi vrstvicku kase a unikajici vzduch vytvori krater.
Nejuzsi misto krateru je na jeho vrchu. Domnivame se, ze vnitini tvar krateru
bude koule, nebot bude mit tvar po vzduchové bubling.

Bzuco

Téma 3 — Zhasinani svétylek

Tématka se zhostili jen dva fesitelé. Oba spravné zaznamenali kli¢ové pozo-
rovani: vysledek nezavisi na potadi prepindni spinaci, ale jen na parité poctu
prepnuti jednotliviych prepinaci. Rozzihani a zhasinani svétylek lze tedy dobie
popisovat pomoci séitani a ndsobeni v télese Zs (pocitani modulo 2) — pfepnuti
svétylka znamena pFicteni jednicky. Bc™ Kristyna Krejéova zaslala funkéni pro-
gram na TesSeni tlohy metodou rekurzivniho prohledavani vSech moznosti, tzv.
backtracking. Bohuzel, prohledévani vsech moZnosti mé exponencialni sloZitost
(O(2™™)3 pro obdélnikovou tabulku m x n), coz znamend, Ze je v praxi pro
vétsi tabulky (v pfipadé Kristynina programu uz 5 x 4) nepouzitelné.
Popiseme si nyni algoritmus feSeni pro obdélnikové tabulky m x n s li-
bovolnym poéateénim rozlozenim svétylek v éase O(mnmin(m,n)). Uvazujme
matice Z , P € ZJ"*", kde prvky Z oznacuji, zda bylo dané svétylko na zac¢atku
rozsvicené, a prvky P znaci, zda bude prislusny prepina¢ prepnut. Oznacime
sloupce matic Z a P jako vektory z1,...,z, a p1,...,p,. Bud M matice
m x m s prvky m;; = 1 pro |i — j| <1 a m;; = 0 jinak (tzv. tfidiagonalni ma-
tice). Z pozadavku, aby na konci byla vSechna svétla vypnuta pak dostavame

30(f(m,n,...)) v teoretické informatice oznacuje, jak se doba béhu (pii-
padné spotfeba paméti) programu méni pro rtizné velikosti vstupt. Mé&Fit nebo
pocitat presné Casy je velmi obtizné a velmi to zavisi na pouzitém jazyku,
kompildtoru a poéitaci. O(2™") naptiklad znamend, Ze pokud pro m =n =1
pobézi program 1ms, pro m = n = 6 pobézi 19 hodin a uz pro m =n =7 by
pobézel 17 let.
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rovnice
Mp1 +p2 = 21,

p1+ Mpoy+p3 = 22,

Pn—1+ Mpn = Zn -

To je tzv. soustava s blokové t¥idiagonalni matici. Lze ji vyfeSit nejlépe tak,
ze vyjadrime postupné vektory ps, ... ,p, z vektoru p; pomoci prvnich n — 1
rovnic a dosadime do posledni rovnice. Dostaneme pak nasledujici rekurentni
schéma vypoctu:

Ag=0,bp=0,A1=1,,,b1 =0,

Aiir=MA; +Ai—1,big1 =Mb, + b1+ 2z;,i=1,...,n,
po=0,p1 = A, 1botr,

Div1=Mp;i+pi—1+2z,i=1,... ,n—1.

Néasobeni M A; m4 slozitost O(m?). (Rozmyslete si, pro¢ tomu tak je. Kdyby
M byla obecna matice, bylo by to O(m?).) ReSeni soustavy s matici A, 1
Gaussovou eliminaci mé slozitost O(m?3). (Ano, ta, kterou znate. Postup je
stejny, jen v tomto pifipadé nemusite délit a nasobit, protoze jediné nenulové
¢islo je jednicka.) Celkovd sloZitost tedy vychazi na O(m?n + m3). Pokud si
pred vypoctem obratime tabulku tak, aby m < n, vychazi ¢asova slozitost na
O(mnmin(m,n)) a pamétova slozitost na O(mn).

Jarda

Reseni uloh

Uloha 5.1 — Kostky (5b)

Zadani:
Mate tri Sestisténné kostky a vasim dkolem je zvolit na nich pocty tecek tak, abyste méli pri nd-
sledujici hie co nejvétsi pravdépodobnost vihry. (Pocet tecek na kaZdé sténé miZe byt libovolné
prirozené ¢islo bez dalsich omezend.)

Hraje se tak, Ze souper si vybere jednu kostku, se kterou hdzi, a pak si ze zbylych dvou
vybirdte vy. Kdo hodi vice, vyhrdvd.

Reseni:
Tato tloha se ukazala byt mnohem tézsi, nez zamyslel jeji autor. Dokonce ani
nikdo z Gcastnik® neptisel na tplné odvozeni.

Cilem bylo najit nejlepsi strategii, tj. strategii s nejvétsi pravdépodobnosti
vyhry. Strategii bylo navrhnuto nékolik a nékteré z nich zajistily druhému hraci
vyhru v primérném piipadé. Je to docela prekvapivy vysledek. U hracich kostek
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nemusi platit tranzitivita. Existuje sada kostek, ktera zachovava princip hry
kédmen-nizky-papir. Zde jsou priklady trojic kostek, které se tak chovaji:

222255 222555 234 1516 17
444411 333336 578 9 10 18
333333 144444 16 11 12 13 14

Dokazat, ze mame tu nejlepsi je tézké. Vzhledem k parametrtim dlohy ndm
nezbyva nic jiného, nez vyzkouset vsechny mozné sady kostek, a z nich vybrat
tu nejlepsi. Vyzkouseni vSech moznosti je taky dikaz.

Angwin

Uloha 5.2 — Fotonova raketa (5b)

Zadani:

Méjme klasickou chemickou raketu (tedy na palubé jsou nddrie s hoflavym palivem a kysli-
kem, v trysce hofi, a spaliny vychdzi ven a reaktivné pohdnéji raketu) a ,fotonovou® raketu
(piedstavte si ji tieba jako raketu, kterd md na palubé jaderny reaktor — nebo jiny vhodny zdroj
elektrické energie — a na zddi ohromny svitici reflektor. Svétlo — fotony — vychdzejici z reflektoru
opét reaktivné pohdni raketu,).

Kterd z téchto raket bude schopna dosdhnout pFi zrychlovdni ve volném prostoru (gravitacni
plsobent okolnich téles zanedbejte) vétsi koneéné rychlosti (nez ji dojde palivo)? Predpoklddejte,
Ze obé rakety nesou stejnou, pomérné malou uzZitecnou hmotnost, a zbytek je palivo.

Kterd raketa bude schopna absolvovat rychleji néjakou trasu? Tedy presunout se mezi dvéma
body, které jsou vici sobe v klidu. Na zacdtku a na konci must byt vici nim v klidu i raketa.

Reseni:

Nejprve uvazme, Ze raketa (af uz fotonova nebo chemickd) mé na zacatku
hmotnost M, rychlost v(t) a v soustavé, ve které stoji, vypousti palivo z trysek
rychlosti vpa (pfi¢emz pro fotonovou raketu je vpa = c¢). Pokud mé raketa
v Case t rychlost v(t), pfetransformujeme tlohu do tézistové soustavy, kde ra-
keta stoji (tj. od rychlosti odec¢teme rychlost v(t)). Nyni v klidové soustavé
raketa po dobu dt vypousti palivo, které ma tedy hybnost

dM
dp = vp——dt.
p pal dt
Protoze jsme v t&zistové soustave, ziska zbytek rakety stejnou hybnost, tedy
ziska rychlost
Upal dM A Upal det
m(t)—dM dt M dt
V posledni tipravé jsme pouzili zanedbani, které plati, pokud jsou dM i dt malé.
dv predstavuje rychlost nabytou za kratky okamzik d¢. Nyni transformujeme
zpét do puvodni vztazné soustavy, tedy pFicteme rychlost v(t), a ziskdme tak
rychlost rakety v pfistim okamziku.

dv =

o dM
Upal O 41

v(t +dt) =v(t) + WV dr
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KdyzZ tento vztah porovname s obecné platnym vztahem pro malé posuny dz
a ,hezké” funkce f(x)

fla+dx) = f(z) + f'(x) da,
tak vidime, Ze
dv  wvpg dM
dt M dt’
coz po zkraceni dt da diferencidlni rovnici pro rychlost rakety v zavislosti na
hmotnosti rakety

Upal M
dUZﬁdM = U:’l]pallnm7

kde Mpa je hmotnost paliva o které raketa prisla. Tato rovnice se nazyva
Ciolkovského rovnice a popisuje pohyb rakety. Pokud se na rovnici podivame
bliZe, zjistime, Ze vysokych rychlosti lze dosdhnout bud tak, Ze mame vysokou
vystupni rychlost paliva (vpa vysoké), nebo Ze je hmotnost paliva velka ve
srovnani s hmotnosti rakety na zacatku (M ~ Mpar).

Strucné feceno fotonova raketa predstavuje jeden z extrému, zatimco che-
micka druhy. Kvalitativni vypocty provedla Dr™ Hanka Jirkti. Pfedpokladala
hmotnost rakety 1000 tun a spocetla, Ze pokud se ve fotonové raketé premeéni
450 kg uranu, ziskd raketa rychlost 135 m/s. K dosaZzeni stejné rychlosti che-
mickou raketou je potfeba spalit 34 tun paliva.

Co se tyka porovnani rychlosti raket, tak na dlouhé vzdalenosti vitézi foto-
nova raketa, protoZe ma sice velmi maly tah, ale palivo spaluje velmi efektivné,
tedy zrychluje celou dobu svého letu (zatimco chemické raketa zrychluje jen na
zaCatku a na konci letu a své palivo promrhé velmi neefektivné). Chemicka ra-
keta je zase daleko rychlejsi na kratké vzdalenosti, protoze dokaze spalit palivo
okamzité, a tedy s vysokym zrychlenim pfekonat kratkou vzdalenost.

Jesté dodejme, ze fotonova raketa je limitovana tim, Ze z uranu dokaze
vytézit jen asi 1% energie skrytého ve hmoté — kdyby raketa byla ze tietiny
naplnéna antihmotou, mohla by vyzafit az dvé tfetiny své hmoty (navic velmi
rychle) a $lo by v podstaté o nejicinnéjsi mozny reakéni pohon.

Chyby, jichz bylo potfeba se vyvarovat

Pomérné nestastné zvolenym postupem bylo pocitat tlohu pomoci zdkona za-
chovéni energie: je velice obtiZzné pocitat celkovou kinetickou energii spalin (jak
raketa zrychluje, vysila spaliny ze své klidové soustavy stale stejnou rychlosti —
celkové se ale priibéh rychlosti spalin vidénych z jedné soustavy méni). Dalsi
problém je, Ze energii nemame tak dobfe pod kontrolou — nevime napt, kolik
energie se spotfebuje na ohfev spalin, apod.
Naopak vyhodu méli ti, ktefi si nasli Ciolkovského rovnici, a pocitali pfimo
s ni — takovému FeSeni se také neda nic vytknout.
Irigi
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Uloha 5.3 — 3D Pythagorova véta (3b)

Zadani:
Dokazte, Ze plati, Ze pokud budeme mit pravouhly cétyrstén ABCD (vSechny vnitrnd uhly stén
u vrcholu A jsou pravé), plati tam rovnost

Sinc +Sicp +Sisp = Skenp
kde Sxy z znaci obsah trojuhelnika XY Z.

Reseni:

Riesenie tejto tlohy bolo celkom jednoduché, naviac ste sa mohli vybraf via-
cerymi cestami. Prvd (a najviac pouzivand) bolo vyuzitie znalosti Herénovho
vzorca a Pythagorovej vety — pomocou Pythagorovej vety sa daja priamo spo-
¢itat dizky stran podstavy (teda dizky hran | XY, |[Y Z| a |ZX|) a pripad, ked
pozname dlzky vsetkych troch stran trojuholnika a chceme zistif jeho obsah je
ako stvoreny pre Herénov vzorec. Ten ostatne hovori struéne o obsahu S troju-
holnika so stranami a, b a ¢: S? = s(s —a)(s —b)(s —c), kde s je polovica st¢tu
dlzok stran, teda s = (a+b+c)/2. Vyzbrojena tymito informaciami sa vi¢sina
z Véas dopracovala po timornom upravovani az k pozadovanému ddkazu.

Inak postupoval Mgr!™ Ladislav Baco, ktory vyuzil kosinusovii vetu (a? +
+b2—2abcosy = c?) a vzorec pre obsah trojuholnika (25 = absin~) a zo stctu
ich druhych mocnin dostal po potrebnjch tpravich priamo hladany vztah.
Hana Bendovéa zas postupovala pravou suctu obsahov trojuholnikov plasta,
az sa dostala k vyjadreniu obsahu podstavového trojuholnika pomocou stéinu
dlzky strany a vysky k nej zodpovedajucej. Niekolko riesitelov priamo spocitalo
vysku na jednu zo stran podstavového trojuholnika a tym padom aj jeho obsah.
Vsetky tieto metddy boli (aspori o sa tyka zlozitosti vyrazov pri upravovani)
jednoduchsie ako pouzitie Herénovho vztahu.

Mozeme ale postupovat eSte inak — stacia nam zakladné znalosti vektorovej
algebry. Nech st teda strany vychadzajice z vrcholu A dané vektormi a, b a c.
Naviac vieme, Ze velkost vektora |a| = v/a - a a Ze velkost vektorového sicinu
dvoch vektorov ddva obsah rovnobeznika, ktory tieto dva vektory urcuju (a
teda po predeleni dvoma obsah trojuholnika). Dalej si vyjadrime dva z troch
vektorov podstavy: Nech napriklad d = b—a a e = ¢ — b. Potom teda tvrdenie
vety znie:

(bxc)? (cxa)? (axb)? [(b—a)x(c—b)
i Tt T 4 ’

Vektorovy stéin na pravej strane roznasobime (pozor na poradie ¢lenov!), ¢im
sa obsah hranatej zatvorky zmeni na

bxc—bxb+cxa+axb

(élen b x b je samozrejme nulovy) a dalej pouZijeme uz uvedeny vztah pre
velkost vektora (kedZe tu méme tiato velkost umocnend na druhi) a teda po
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rozpisani na pravej strane dostaneme:

=(axb?*+(bxc)+(cxa)’+2bxc)-(cxa)
+2(bxc) - (axb)+2(axb)-(cxa).

Zmiesané ¢leny nam ale vypadna* a tym padom sme skonéili tam, kde sme
chceli — prava strana je rovna lavej a teda sme dokézali, ¢o sme dokazat chceli.
Jeffer

Uloha 5.4 — Gotické okno (3b)

Zadani:

Zndte gotické okno? V poloviné své vysky plynule prechdzi do lomeného oblouku (ktery je cdsti
kruznice). Jak zdvist velikost uhlu ,zalomeni oblouku® (ve ,Spicce“ okna) na vysce a a $ifce b
okna? Za jakych podminek se z néj stane okno romdnské? (Jen tak pro zajimavost by Teka rdda
védéla, proc¢ bylo gotické okno tak vghodné — jak se diky nému rozklddaji tihové sily okolniho
zdva. )

Reseni:

Obrys gotického okna je vidét na obrazku. Svislé bo¢ni stény
v poloviné vysky okna hladce prechéazeji v oblouky kruznic.

Nejprve je dobré si udélat nicrtek gotického okna (obr. 1).
Ddlezita je pro nas jeho horni polovina, a protoze je okno sou-
mérné podle svislé osy soumérnosti, stac¢i na¢rtnout kuptikladu
jen jeho levou horni ¢ast (obr. 2). Predpokladejme, Ze a > b.
Stied kruznice, jejiz ¢ast tvori oblouk got. okna najdeme nasle-
dovné. Protoze ram okna hladce (bez zlomu) pfechdzi do ob-
louku, je pfimka, jejiz ¢ast tvoii svisly ram v dolni ¢asti okna
(AD), te¢nou ke kruznici tvofici oblouk. St¥ed tedy lezi na kol-
mici k pfimce AD vedené bodem A. Usecka AB je pak tétivou
kruznice a stied kruznice tedy lezi také na ose této tétivy.

Dalsim problémem je, jak zméfit thel dvou kruznic. Uhel
tecen dvou kruznic v jejich spoleéném bodé je thel, ktery tyto Obr. 1
kruznice sviraji (bereme thel ostry).

Piimka S B je kolmici k te¢né vedené bodem B (tedy spoleé¢nym bodem obou
kruznic). Uhel ptimek SB a S’B (kde S’ je stied druhé z kruznic) je shodny
s tthlem, ktery sviraji te¢ny kruznic v bodé B. ,Uhel lomeného oblouku® pak
muzeme vzit jako |4 SBS’| = 2|9 SBC| (z osové soumeérnosti okna). To ovSem
plati, pokud S ¢— CA tedy S e— AC&|SA| > |CA|. Necht

Se—CA& Ack& Bek,

4 Je to len vdaka tomu, Ze vieme, Ze zakladné vektory a, b a ¢ st navzajom
kolmé. Ak by neboli, s upravovanim sme skoncili a dostavame 3D analégiu
kosinusovej vety.
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pak
|SO| < |BC| & |SA| < |CA],

protoze a > b je |CB| > |AC], je |[SA| < |CA| < |CB|. Protoze |SA| je polomér
kruznice (A musi leZzet na kruznici), je tedy r < |BC|. Coz je spor, protoze B by
jiz nelezel na kruznici. Z rovnoramenného trojihelnika ABC pak dostavame
a/2
tg|ABAC| = b2 = |4 BAC| = arctg

$ABC| = £ — |4 BAC|

a

b

$BAC| = |3 BAS|

Obr. 2

Existuji samozfejmeé i dalsi vyjadieni hledaného thlu. Zalezelo na tom, jakou
goniometrickou funkci kdo pfi vyjadfeni thlu pouzil, jestli uvazoval tupost i
ostrost thlu kruznic a jestli thel vyjadroval pfimo z tthlu tecen ¢i pravodicu
(pFimek prochéazejicich stfedem kruZnic a spoleénym bodem kruznic). Vétsina
si vSak uvédomila, ze a > b, a pfedpokladali to, coz v zadani nebylo, a bylo
to treba dopsat. Také je vzdy na misté zkontrolovat, zda vSe, s ¢im pocitame,
bude vypadat jako na nacrtku. Dopliujici otdzkou pak bylo, kdy se z okna
gotického stane okno roméanské. Po chvili hledani je mozné najit informace na
wikipedii (http://www.wikipedia.org). V romanském slohu byla okna nahore
tvorena piilkruznici. Za nasich podminek se tak stane v pfipadé, ze pruvodice
kruznic (i jejich te¢ény) splynou a pak tedy a = b. Dékuji také vSem, ktefi se mi
snazili osvétlit vyhodnost gotického okna oproti jeho pfedchtidcim (tedy i oknu
romanskému). Toto FeSeni zde neuvadim, protoze nebylo soucéasti tlohy.

Teka
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Vysledkova listina
Ulohy

Pof. | Jméno R.|[> ;|rl r2 r3 r4 t1 t2 t3 t4 t5 t6 + |[D> o > 1
1. | Doc™ Alzbéta Pechova 2. 135 1 3 8 8 0] 20 70
2. | Dr™ Martin Vyska 2. 61 61
3. | Dr'™ Hana Jirka 4. 81 3 3 0] 11 55
4. | Dr'™ Hana Florianova 3. 54 3 1 0] 8 54
5. | Mgr™ Petr Pecha 1. 45 1 0 3 3 5 3 1 0] 16 45
6. | Mgr™ Jozef Halaga 4. 33 3 2 0| 5 33
7. | Prof" Jan Musilek 3. 206 32
8. | Mgr™ Ladislav Baco 1. 29 3 1 1 5 29
9. | Mgr™ Pavel Klavik 4. 27| 4 3 14 0| 21 27
10. | Mgr* Pavla Zarubova 2. 20 2 1 0 3 20
11. | Be™ Jakub Marian 3. 18| 3 3 2 0 8 18
12-13. | Bc™ Anita Gregorova 4. 17 3 3 0| 6 17
BceM™ Kristyna Krejéova | 4. 17 3 2 10 0| 17 17
14-15. | Dr'*™ Marek Basovnik 4. 51 16
BeM™ Klara Krejcickova 3. 16 3 0 3 16
16. | Dr'™ Tereza Pechova 4. 54 3 5 8 15
17-19. | Dr™ Matéj Korvas 4. 72 13
Mgr™ Miroslav Klimos 2. 37| 4 0| 4 13
Bc!™ Petr Dlabaja 4. 13 13
20-23. | Dr'™ Radim Pechal 4. 71| 2 0] 2 12
BceM™ Michal Petrucha 2. 12 12
Bce™ Alzbéta Prokopova | 2. 121 0 3 2 0| 5 12
BeM™ Dusan Rychnovsky | 3. 12 5 5 12
24-26. | Bc™ Jan Vanhara 2. 14 11
Bc!™ Jana Fojtova 11 11
Bc™ Michal Rolinek 4. 11 11
27-29. | Be™ Filip Déchtérenko 4. 10| O 3 3 0| 10 10
Bce™ Jakub Topfer 2. 10 3 3 1| 10 10
BceM™ Martin Volf 1. 10 0 0 1 10
30. | Krystof Touska 4. 9 3 3 9
31. | Lenka Svidrnochova 2. 9 8
32-34. | Hana Bendova 4. 7| 3 2 2 0 T
David Navrkal 3. 7 7
Peter Smolarik 1. 7| 3 2 1 1 TT
35. | Juraj Hartman 3. 6 3 0 3 6
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Ulohy
Por. | Jméno R.|[> ;|rl r2 r3 r4 t1 t2 t3 t4 t5 t6 + [> o > 1
36. | Mgr™ Marek Pecha 1. 44
37. | Irena Pavlickova 2. 4
38. | Julie Musilova 2. 3
39. | Pavel Makovec 2. 2
40. | Zbynék Klikos 3. 1

=N W

Sloupedek > _; je soucet vSech bodi ziskanjch v nagem seminafi, Y, je soucet bodit v aktualni
sérii a ), soudet viech bodi v tomto roéniku.

Ve sloupci ,,R.“ je uveden ro¢nik (pfepocteny na ¢tyfleté gymnazium, minimalni hodnota
je prvni ro¢nik). Pokud méate v tomto sloupci uvedeno $patné (nebo zadné) ¢islo, napiste ndm
svlj rok maturity, a my si opravime udaj v databézi. Sloupecek ,+“ zna¢i bonusové body
udélované podle roéniku a souctu bodt za tlohy.

Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro tcely M&M.

Adresa redakce: W @

M&M, OVVP, UK MFF

“ Il
Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2 J
Telefon: +420 221 911 235

E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz
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Casopis M&M je zastieSsen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stredoceské
pobocky Jednoty ceskych matematiki a fyziku.




