Studentsky matematicko-fyzikalni casopis

rocnik XIIl ¢islo 4

Termin odeslani: 20. 1. 2007

Ahoj kamaradky a kamaradi,

Blizi se ndm Vanoce, jisté se uz désite toho, co date svym blizkym, ale
zaroven se jiz t€site na cukrovi, kapra a odpocinek od skoly a obcas zasnéné
uvazujete nad tim, co najdete pod stromkem vy. Na tuto kazdoro¢ni otazku
vam neodpovime, vime ale, co jste pravé nasli ve svych postovnich schrankéch!
Ocekévané vanoéni &islo M&M! Ceka vas v ném spousta élankt, které jste nam
poslali, a také nové zadani.

Vasi organizdtori

Oprava ¢isla 13.3: Ve vzorovém feSeni tlohy Automat bylo chybné uvedeno,
ze nejkratsi znamé reseni pro ziskani kofoly je dlouhé 16 cifer. Dr'*Matéj Korvas
zaslal feSeni dlouhé pouhych 13 cifer (3474313474312), které je jesté kratsi
nez originalni feSeni z knihy R. Smullyana. Opravujici délku Matéjova FeSeni
prehlédl a timto se omlouva.

Zadani uloh
Uloha 4.1 — Magdeburské polokoule (5b)

Némecky fyzik Otto von Gericke, starosta mésta Magdeburgu, v roce 1654 pred-
vedl dramaticky experiment, ve kterém ukéazal silu vakua a dokazal existenci
atmosféry Zemé. Gericke spojil dvé duté médéné polokoule o priumeéru 51 cm
s tchyty (Magdeburské polokoule), a ze vzniklé dutiny vypumpoval vzduch.
Pak nechal zaprahnout ke kazdé polokouli 4 pary koni a ukazoval, Ze ani 16
koni neni schopno od sebe polokoule oddélit. Poté, co nechal do dutiny opét
vniknout vzduch, se od sebe obé polokoule oddélily samovolné.

Kolik koni by musel zapfahnout, aby polokoule roztrhl? Silu, kterou dokaze
tahnout jeden kun, zkuste budto zjistit, anebo vhodnym zptsobem odhadnéte.
Pokud se vam to nepovede, urcete alespon, jakou silou by museli zaptrazeni koné
tahnout, aby polokoule roztrhli.

Jak by se situace zménila, kdyby pouzil misto polokouli ,,polokrychle“ nebo
kuzZely s hranou, resp. prumeérem i vysSkou 51 cm? Zkuste vysvétlit, pro¢ si
vybral pravé polokoule.

Uloha 4.2 — Rovnice (4b)

Dokazte, Ze existuje pfirozené ¢&slo k < 100 takové, Ze rovnici [z + | =k
vyhovuje alespori 100 pfirozenych ¢isel. || zde pfedstavuje dolni celou ¢ast
¢isla z.



Uloha 4.3 — Rez trojahelnika (4b)

Rozdélte rovnoramenny pravouhly trojihelnik co nejkratsim pfimym fezem na
dveé ¢asti stejného obsahu.

Uloha 4.4 — Zradna lavka (3b)

Prosluly lupi¢ Pedro Ramiréz sebral v indické bance tfi zlaté cihly a utika hus-
tou dzungli. Kazd4a cihla vazi 10 kg. Najednou mu vsSak cestu prehradi dlouha
propast s tzkou lavkou. Ta, jako kazda indicka lavka, unese nanejvys 100kg a
je-li zatizena vic, spadne. Pedro premysli: ,Vazim 79 kg, pokud ptijdu opatrné,
mohl bych prenést dvé cihly a pak lavku shodit!*

Policie je jesté daleko a tak pfemysli dal. ... Kdybych ale zongloval (bude
to fuskal), tak vZdy budu mit v ruce nanejvys dvé cihly, a lavka nespadne, takze
kdyz k tomu ptjdu velice opatrné, muzu je prenést vSechny, a lavku shodit az
pak!“

Jak tento pribéh skonci? Povede se slovutnému mexikanci pfenést cihly,
pokud bude Zonglovat tak, Ze bude mit vzdy nejvyse dvé cihly v ruce? A co
kdyby zongloval tak, Ze ma vzdy v ruce jen jednu cihlu?

ReSeni témat
Téma 4 — Algebraické vyjadreni
goniometrickych funkci

Tedria k trigonometrii
Ladislav Baco

V tomto ¢lanku st zhrnuté niektoré dolezité vztahy medzi trigonometrickymi
funkciami a tiez navody na vypocty potrebné k algebraickému vyjadreniu hod-
not trigonometrickych funkcii.

V nasledujiicom texte sa budem zaoberaf matematickymi vztahmi dolezi-
tymi k dalsim vypoctom hodnot trigonometrickych funkcii. Tieto vztahy mozu
pomdct kazdému, kto bude riesit tato tému. Zaroven uvediem zopar navodov,
ako vypocitat hodnoty trigonometrickych funkcii.

Trigonometrické funkcie s periodické, preto ak budeme poznat ich hodnoty,
ktoré nadobtidaju pocas jednej periédy, budeme vediet Tahko uréif aj hodnoty
na celom defini¢nom obore.

A teraz k tym vztahom pre periodické hodnoty. Pre funkciu sinus plati:

sin (180° + o) = —sin«,
sin (180° — o) = sinav,

sin (90° + «) = sin (90° — «) .



e XI/4 3

Z tychto vztahov vidno, Ze na urcenie hodnoty funkcie sinus sta¢i poznat jej
hodnoty na intervale (0°;90°).
Pre funkciu kosinus plati:
cos (180° + a) = cos (180° — o) = —cos a,
cos (90° + ) = —cos (90° — a) ,
cos (—a) = cosa.
Opiit vidime, Ze potrebujeme poznat len jej hodnoty na intervale (0°;90°).
Pre funkciu tangens plati:
tg (180° + o) = tg o,
tg (180° — a) = —tga,
tg (90° 4+ o) = —tg (90° — ),
Aj teraz nam staci znalost hodnoét na zdkladnom intervale. Pre funkciu kotan-
gens plati to isté, co pre funkciu tangens.
Zaroven ak poznam hodnotu nejakej trigonometrickej funkcie pre nejaky

uhol, viem vyjadrit hodnoty ostatnych trigonometrickych funkcii pre ten dany
uhol podla vztahov:

siffa+cos’a=1 = sina=+1-cos?a, cosa=1V1-sin’a,

1 1
tga-cotga=1 = tga= , cotgax=——,
cotg tg o
sin « cos o
tga=——, cotga = —
cos o sin

Rovnica z = 22 m4 dve riefenia, ja som si vybral to kladné.

Taktiez velmi uzitoéné st vztahy pre funkcie sti¢tu a rozdielu dvoch uhlov.
sin (o + ) = sinacos £ cosasin 3,
cos (a+ ) = cosacosf — sinasin 3,

cos (a — ) = cosacos f + sinasin 3,

tga+tg O tga —tg
t =_="" 5 tg (o — f) = —2
g(a+h) 1—tgatgl gla—0) 1+tgatg
cotg a cot -1 cotg a cot +1
cotg (o + B) = cotgacotgf — 1 cotg (o — ) = cotgacotgf+ 1

cotga + cotg B’ cotga — cotg B

Funkcie dvojnisobného a polovi¢ného uhla sa daji odvodit z vyssie uvede-
nych vztahov.



0° 30° 45° 60° 90°
sin o 0 1/2 | V2/2 | V/3/2 1
oS v 1| V3/2v2/2] 1/2 0
tg 0 V3/3 1 V3 | nedef.
cotga | nedef. | /3 1 V3/3 0
Tabulka t4.1 — hodnoty goniometrickych funkcii.

A teraz k navodom na vypocty hodnot trigonometrickych funkcii. Uréite
pomdze aj tabulka t4.1.

Pomocou vztahu pre poloviény uhol sa da odvodit hodnota pre trigono-
metrické funkcie uhla 15°. Pomocou rozdielu dvoch uhlov (15° a 12°; hodnota
sin12° je v zadani témy) sa da vypodcitat hodnota trigonometrickych funkci
uhla 3°. Potom sa pomocou stuétovych vzorcov daju najst vSetky hodnoty tri-
gonometrickych funkcii kazdého uhla, ktory je nasobkom 3°.

Zaroven keby sa pouZil stétovy vzorec pre uhly 1° a 2° (pre 2° sa pouzije fun-
kcia dvojnasobného uhla), tak dostaneme

sin3° = 3sin1° — 4sin® 1°.

Vyriesenim by sme dostali sin1°, teda
by sme vedeli odvodit aj hodnoty ostatnych
funkcii. Nasledne by sa dali pomocou sucto-
vych vzorcov uréif hodnoty trigonometric-
kych funkcii kazdého uhla, ktorého velkost

by bola v stupnoch vyjadrena prirodzenym
C¢islom.

Pouzita literatura: Minilexikon matematiky, FrantiSek Latka, Alfa.

Pozn. red.: Autor shrnul znamé vzorce pro upravy goniometrickych funkci
a spravné naznacil cestu, kterou lze dospét k rozhodnuti, které celoc¢iselné tihly
Ize algebraicky vyjadiit, a které ne. Zkuste se nyni zamyslet nad nasledujicimi
problémy, které stale jesté zistavaji:

* V zadani byla napsana hodnota sin 12°. Nalézt pravé tuto hodnotu
neni trividlni. Vite pro¢? Umite ukazat, jaka je hodnota sin 12°, aniz
byste vyuzili hodnotu uvedenou v zadani?

* Jak autor spravné poznamenal, vzdy umime ze znamé hodnoty go-
niometrické funkce zjistit hodnotu goniometrické funkce s poloviénim
tthlem jednoduse vyfesenim kvadratrické rovnice. Umime takto délit
tihly na tfetiny, pétiny, sedminy ¢i obecné p-tiny? (p je prvodislo)

* Autor ukdzal, jak Ize ziskat sin3° (zasle nékdo podrobnéjsi odvozeni,
nejen navod jak postupovat?), a tedy hodnoty vSech goniometrickych
funkci ahlt délitelnych tiemi. Také naznacil, jak by slo ziskat hodnotu
sin1°. Je to opravdu tak jednoduché? V ¢em by mohl byt problém?
Da se sin 1° vyjadrit bez pomoci komplexnich cisel?

Irigi
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Téma 5 — Volby

K tomuto tématu zatim p¥isly 3 prispévky. Autofi prispévkii pokryli velkou ¢ést
polozenych otazek, presto je i v tomto tématu spousta véci, nad kterymi mutizete
hloubat dal. Nemusite se omezovat pouze na volebni systémy vyjmenované
v zadani, mlzete reagovat na otisténé prispévky, zpresiiovat je a rozvijet je
dale.

Mizete se zaméfit i do minulosti a zjistit, ,,jak se volilo kdysi“. Mél vzdy
v historii kazdy ¢lovék jeden volebni hlas? Kdo mohl a kdo nemohl volit? Dokéa-
zali byste odhadnout, jak by dopadly vysledky voleb podle tehdejsSich pravidel
(at uz si zvolite jakékoli)?

Pokud se navic proctete celym tématem az na konec, najdete tam soutéz.

Nejkomplexnéjsi feSeni poslala Dr'™ Alzbéta Pechova a Mgr™ Hana Flori-
anova. V pripadech, kdy se vysledky v obou feSenich pro danou ¢ast tématu
shodovaly, jsme zaradili jen jedno z feSeni, v ostatnich pfipadech obé.

Otisténé prispévky jsou redakéné upraveny.

Vypocet obsazeni mandati
Mgr™ Hana Florianovad

V Ceské republice se pouziva tzv. d’Hondtv systém. Spociva v tom, Ze se
mandaty rozdéluji v jednotlivych krajich (celkem 14). Cim vic voli¢t v kraji
volilo, tim vic mandatt je kraji pfisouzeno.

Prehled pridélovani mandatt krajim

Kraj Voli¢u | Mandatové ¢. | Cela ¢ast | Zbytek | Plusové m. | Celkem m.
HI. m. Praha 656 495 24.547 24 547 1 25
Stiedocesky 620 047 23.184 23 184 0 23
Jihocesky 337 387 12.615 12 615 1 13
Plzensky 289 049 10.807 10 807 1 11
Karlovarsky 137 117 5.126 5 126 0 5
Ustecky 374 736 14.011 14 011 0 14
Liberecky 215 510 8.057 8 057 0 8
Kralovéhradecky | 295 931 11.064 11 064 0 11
Pardubicky 273 921 10.241 10 241 0 10
Vysocina 275 997 10.319 10 319 0 10
Jihomoravsky 608 804 22.763 22 763 1 23
Olomoucky 333 849 12.482 12 482 0 12
Zlinsky 319 933 11.962 11 962 1 12
Moravskoslezsky | 610 200 22.815 22 815 1 23

Nejdiiv se zjisti, kolik jeden mandat stoji hlasi. V CR je 200 poslancii
a volilo 5 348 976 obcanu starSich 18 let. Tedy na jeden mandat je potfeba
5348976/200 = 26744,88 hlasi. Tomuto ¢islu se Fikd republikové mandatové
¢islo. Pokud jim podélim pocet voli¢d v kraji, dostanu ¢islo, jehoz celd c¢ast



6

udava pocet mandata kraji pridélenych. Po tomto vydéleni ovSem zbudou jesté
volné mandaty, ty se po jednom pfifadi krajum s nejvétsim zbytkem.

Zména poctu poslancl
Mgr™ Hana Florianovad

V této ¢asti jsem zjistovala, jak by to vypadalo, kdyby se pocet poslancti snizil
na 199 nebo zvysil na 201. V prvé rfadé se zméni republikové mandatové ¢is-
lo, protoze se nebude délit 200, ale 199 (resp. 201). A tim pddem se zméni i
vysledky po jeho déleni.

199 poslanci

Vypocet republikového mandatového ¢isla: 5348976/199 = 26879, zaokrouh-
leno na jednotky, protoze jak uz jsem uvedla dfive, o velikosti ¢isel se rozho-
duje max. na trovni stovek, a tim padem nemusim vysledek uvadét na nékolik
desetinnych mist. Udélam si opét stejnou tabulku, jak pro 200 poslanct.

Piehled pridélovani mandatt pro 199 poslanct

Kraj | Voli¢a | Mandatové ¢. | Cela c¢ast | Zbytek | Plusové m. | Celkem m.

HI. m. Praha | 656495 24,424 24 424 0 24
Stredocesky | 620047 23,068 23 068 0 23
Jihocesky | 337387 12,522 12 522 1 13
Plzensky | 289049 10,754 10 754 1 11
Karlovarsky | 137117 5,101 5 101 0 5
Ustecky | 374736 13,941 13 941 1 14
Liberecky | 215510 8,018 8 018 0 8
Kralovéhradecky | 295931 11,010 11 010 0 11
Pardubicky | 273921 10,191 10 191 0 10
Vysocina | 275997 10,268 10 268 0 10
Jihomoravsky | 608804 22,650 22 650 1 23
Olomoucky | 333849 12,420 12 420 0 12
Zlinsky | 319933 11,903 11 903 1 12
Moravskoslezsky | 610200 22,702 22 702 1 23

Z tabulky lze vidét, Zze o mand4t piijde Praha (dobfe ji tak). Podivdm se
tedy na fadu ¢isel pro Prahu, kterou zde neuvadim, a zjistim, Ze nejmensi ¢islo
patii ODS, a tedy ta pfijde o jeden hlas.

201 poslanci

Vypocet republikového mandatového ¢isla: 5348976/201 = 26612 (opét zao-
krouhleno).

Z tabulky lze vidét, ze mandat navic ziskd Olomoucky kraj, a pokud v tomto
kraji najdu 13. nejvétsi ¢islo, bude to pravé ODS, ktera ziskd mandat navic.
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Prehled pridélovani mandatt pro 201 poslancu

Kraj | Voli¢a | Mandatové ¢. | Cela ¢ast | Zbytek | Plusové m. | Celkem m.

Hl. m. Praha | 656495 24,669 24 669 1 25
Stredocesky | 620047 23,300 23 300 0 23
Jihocesky | 337387 12,678 12 678 1 13
Plzensky | 289049 10, 862 10 862 1 11
Karlovarsky | 137117 5,153 5 153 0 5
Ustecky | 374736 14,082 14 082 0 14
Liberecky | 215510 8,098 8 098 0 8
Kralovéhradecky | 295931 11,120 11 120 0 11
Pardubicky | 273921 10,293 10 293 0 10
Vysocina | 275997 10,371 10 371 0 10
Jihomoravsky | 608804 22,877 22 877 1 23
Olomoucky | 333849 12,545 12 545 1 13
Zlinsky | 319933 12,022 12 022 0 12
Moravskoslezsky | 610200 22,930 22 930 1 23

Strany v poslanecké snémovné

Pozn. red.: Tato ¢ast v podstaté opakuje informace ze zadani ilohy, obsahuje
ovsem dvé diilezité poznamky, které se v zadani neobjevily.

Do snémovny se dostanou jen ty strany, které

na celorepublikové trovni dostanou vice nez 5%

hlasti. Témi letos byly: ODS, CSSD, KSCM, SZ

. a KDU-CSL. Mezi tyto strany se tedy rozdélovaly

) mandéty (této Casti se ¥ika skrutinium), a to tak,

Ze se v kazdém kraji vzal pocet hlasi postupné pro

kazdou z vyse uvedenych stran a délil se fadou pfi-

rozenych ¢isel od 1 do n, kde n je pocet kandidatt

na volebnim listku dané strany (viz nize). (Tady

bych chtéla upozornit, ze se délil vzdy pocet hlasii,

nikoli jiz vydéleny vysledek, jak by se dalo ze zadani pochopit.) VSechny strany

ale mély tolik kandidatu, ze se k ¢islu n nikdy nedoslo. Vysledek se zaokrouh-

luje na dvé desetinnd mista, i kdyz to také tentokrat neni potieba, protoze

o velikosti ¢isel se rozhoduje maximélné na misté stovek. Pak se ¢isla seradi

od nejvétsiho a prvnich m se zapocita, kde m je pocet mandatt pridélenych

danému kraji. Nakonec se sectou vSechny ziskané mandaty v krajich a mame

vysledky voleb!

RGzné volebni systémy

Pozn. red.: V této casti se vysledky Dr™ Alzbéty Pechové a Mgr™ Hany Flori-
anové neshoduji. Po podrobném rozboru jsme nasli nesrovnalosti u obou zmi-
novanych reSeni. Obéma autorkam dame moznost zkontrolovat si své postupy
a k této casti tématu se vratime pristée.



Kdo nevoli, voli komunisty?
Mgr™ Hana Florianovd

Zjistovala jsem, zda je toto tvrzeni pravdivé. Vzala jsem v tvahu, Ze by $li volit
v8ichni voli¢i (tedy by nebyl nikdo, kdo nevoli). Jestli by si pak komunisté po-
lepsili nebo pohorsili. Predpokladam, Ze pocet procent lidi volicich dané strany
by zustal zachovan, protoze asi tézko §li vSichni, kdo podporuji komunisty, volit
a ti, kdo podporuji jiné strany, ztstali doma.! Vzala jsem tedy prvni kraj — to
je Hlavni mésto Praha — a tam provadéla vypocet:

oDS | ¢ssD | Sz [KSCM |KDU-CSL
Celkem voli¢t 963 199
Procenta pro strany | 40,32 % (23,22% 19,19% | 7,.9% 4,84 %
Hlasu 465418 | 224329 | 88518 | 76 093 46619
Mandatu 14 6 2 2 1

To je tplné stejné, jak kdyby nevolili vSichni — je tplné jedno kolik lidi jde
nebo nejde volit.? Tvrzeni, Ze kdo nevoli, podporuje komunisty, plati jen z 1/8
(tedy neplati), protoze v celé republice je 12,81 % voli¢d komunistt, pro které
opravdu plati, Ze i kdyZ nevoli, podporuji komunisty.®> A 12,81 % je 1/8 poctu
nevolicu.

Vyhodné ¢tyrkoalice

Mgr™ Hana Florianovad

Zabyvala jsem se tim, zda by bylo pro politické strany vyhodné vstupovat do
voleb ve ¢tytkoalici. Ctytkoalice musi ziskat na republikové tirovni minimalné
20 % hlast. Piedpokladala jsem, Ze by koalici ¢isté teoreticky utvorily strany,
které se dostaly do snémovny, tedy jednou by koalice byla bez ODS, pak bez
CSSD, SZ, KSCM a KDU-CSL. Pro kazdou z téchto moznosti jsem poéitala
mandaty podle d’Hondtova systému. Dopadlo to nasledovné.

CSSD + SZ + KSCM + KDU-CSL

Kolik mandatt ve kterém kraji kdo ziskal, uvadim v tabulce:

kraj | Pra StfC JC Plz Karl Ust Lib Krhr Par Vys JM Olo Zli MoSl | celkem
ODS| 13 10 5 4 2 5 3 4 3 3 7 4 4 7 74
Koalice| 12 13 8 7 3 9 5 T 7 7 16 8 8 16 126

L Pozn. red.: Je tento piedpoklad opravnény?
2 Pozn. red.: Souhlasite s timto nazorem?

3 Pozn. red.: Toto je jedna z moznosti, jak mizeme tuto otazku pochopit.
Zkuste ji prozkoumat i z jiného uhlu.
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V ramci koalice jsem mandaty délila tak, aby kazda strana dostala stejné.
Pokud to neslo, jednou jsem ji pfidala a podruhé ubrala.

Pozn. red.: V ptivodnim piispévku byly u kazdé varianty koalice uvedeny
tabulky ukazujici rozdéleni mandati mezi strany v jednotlivych krajich. Vzhle-
dem k tomu, ze vysledky byly i slovné shrnuty, jsme tabulky z diivodu tspory
mista vynechali.

ODS si pohorsila o 7 a CSSD o 42. Naopak SZ si polepsila o 26, KSCM o 5
a KDU-CSL o 18 mandatii.

ODS + SZ + KSCM + KDU-CSL
kraj | Pra StfC JC Plz Karl Ust Lib Krhr Par Vys JM Olo Zli MoSl | celkem
CSSD| 6 7T 4 4 2 5 2 3 3 4 8 4 4 10 66
Koalice | 19 6 9 7 3 9 6 8 7 6 15 8 8 13 134

ODS by si pohorsila o 47 a CSSD o 8 mandati. Polepsili by si opét mensi
strany, a to SZ o 28, KSCM o 7 a KDU-CSL o 20 mandatii.

ODS + CSSD + KSCM + KDU-CSL

kraj | Pra StfC JC Plz Karl Ust Lib Krhr Par Vys JM Olo Zli MoSl | celkem
SZ| 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 O 1 5
Koalice | 23 22 13 11 5 14 8 11 10 10 22 12 12 22 195

ODS by si pohorsila o 32, CSSD o 25 a SZ o 1 mandat. O 23 by si polepsila
KSCM a o 35 KDU-CSL.

ODS + CSSD + SZ + KDU-CSL
kraj | Pra StfC JC Plz Karl Ust Lib Krhr Par Vys JM Olo Zli MoSl | celkem
KSCM 2 3 1 1 0 2 1 1 1 1 3 2 1 3 22
Koalice | 23 20 12 10 5 12 7 10 9 9 20 10 11 20 178

ODS si pohorsi o 36, CSSD o 29 a KSCM o 4 mandaty, SZ si polepsi o 38 a
KDU-CSL o 31.
ODS + CSSD + SZ + KSCM

kraj | Pra StfC JC Plz Karl Ust Lib Krhr Par Vys JM Olo Zli MoSl | celkem
KDU 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 2 1 1 1 10
Koalice | 24 22 12 11 5 14 8 11 9 9 21 11 11 22 190

Pohorsi si ODS o 33 mandati, CSSD o 26 a KDU-CSL o 3. Polepsi si SZ o 41
a KSCM o 21.

Pro ODS a CSSD je tedy absolutné nevyhodné vstupovat do ¢tyikoalice,
naopak zeleni by na tom vydélali nejvic.*

4 Pozn. red.: Hanka se zabyvala pouze étyikoalicemi. Zkuste zanalyzovat si-
tuaci pro dvojkoalice a trojkoalice. A jeSté se naskytéa jedna otézka: Zjevné
neni pro vSechny strany vyhodné délit si hlasy rovnym dilem. Napada vas lepsi
zpuisob déleni?
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DalSi volebni systémy

Spravedlivost systému
Dr*™ Alzbéta Pechovd

Podle mého néazoru by bylo spravedlivé rozdéleni® takové, Ze by se mandaty
viubec nerozdélovaly podle kraju.

Nejprve by se urcily ty strany, které by se do-
staly do Poslanecké snémovny (tj. ty, které piekro-
¢ili volebni kvérum). Sedetly by se jejich procenta
hlast, které ziskaly v celé republice. Toto ¢islo by
se vydélilo po¢tem mandatt (u nés tedy 200). Ta-
kovyto pocet procent by jednotlivé strany potie-
bovaly na ziskdni mandatu.

Do Poslanecké snémovny se v letosnich volbach
dostalo pét stran s takovymto procentualnim zis-
kem: ODS 35,38 %, CSSD 32,32 %, KSCM 12,81 %,
SZ 6,29 %, KDU-CSL 7,22 %, celkem 94,02 %. Procenta potiebna k ziskdni man-
datu: 0,47 % (94,02/200).

Procenta ziskand jednotlivymi stranami by se vydélila timto ¢éislem (0,47).
Vysledek by se zaokrouhlil na dvé desetinnd mista a strana by ziskala pouze
tolik mandata, kolik je cela ¢ast tohoto podilu. Pak by se zjistilo, kolik mandati
se jesté nerozdélilo, a ty by se pfidaly stranam s nejvétsim zbytkem po déleni.

Pozn. red.: Dr'™ Alzbéta Pechova zde stanovila pravidla dalsiho volebniho
systému. Pamatuji tyto pravidla na vSechny situace? NemiiZe se stat, ze soucet
celych c¢asti vydélenych a zaokrouhlenych cisel bude vétsi nez pocet mandatu?
Nehrozi zde néjaké dalsi obtize?

V letosnich volbach by to pro jednotlivé strany dopadlo nésledujicim zpi-
sobem: ODS: 75,28 — 75 mandatt, CSSD: 68,77 — (68 4+ 1) mandati, KSCM:
27,26 — 27mandéatt, SZ: 13,38 — (13 + 1) mandati, KDU-CSL: 15,36 —
15 mandéatt.

Tomuto systému se nejvice blizi systém Saint Lague, potom Déansky sys-
tém.

Hlasy

Mgr™ Hana Florianovd

Nakonec jsem se jesté zabyvala tim, jak by to dopadlo, kdyby se nepouzivaly
zadné metody, ale pouze se prepocetly hlasy. Méla by to byt nejspravedlivéjsi

5 Jak je mozné rozdélit hlasy voli¢t ,spravedlivé“? Zkuste najit takovato
kritéria a zhodnotit podle nich systém Dr™ Alzbéty Pechové a Mgr™ Hany
Florianové.
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metoda.® Nejdiive by se spocitalo na tirovni kraje, kolik hlasii stoji jeden man-
déat, vzniklo by takové  krajové mandétové ¢islo“ (mij ndzev). Tim jsem vy-
délila pocet hlast jednotlivych stran. Kazda (strana) pak ziskala za kraj tolik
mandati, kolik byla celd ¢ast tohoto ¢isla plus zbylé mandaty, které se rozdé-
lovaly podle nejvétsich zbytki, stejné jako na republikové trovni krajim.

Kraj / strana celkem ODS CSSD SZ KSCM KDU-CSL
HIL. m. Praha 25 13 6 3 2 1
Stiredocesky 23 10 8 1 3 1
Jihocesky 13 7 4 1 2 1
Plzensky 11 5 4 1 1 1
Karlovarsky 5 3 2 0 1 0
Ustecky 14 6 6 1 2 0
Liberecky 8 5 3 1 1 0
Kralovéhradecky 11 6 4 1 1 1
Pardubicky 10 ) 3 1 1 1
Vysocina 10 4 4 0 2 1
Jihomoravsky 23 9 8 2 3 3
Olomoucky 12 5 4 1 2 1
Zlinsky 12 5 4 1 1 2
Moravskoslezsky 23 8 10 1 3 2
celkem 200 75 70 15 25 15

Zavér: Spravedlnost posuzuji podle toho, kolik kazda strana za jeden man-
dét zaplati hlast.” U viech systémii to je tak, Ze vétsi strany zaplati méné hlasy
nez strany mensi.? Pokud srovnam jednotlivé systémy, je nejspravedlivéjsi Sa-
int Lague, ten piidal pouze jeden mandat ODS a CSSD jeden ubral, dalsi je
Déansky — tam uz se zménilo 5 mandatt, zato d’Hondtlv systém hodné ubira
malym strandm a piidava velkym, stied ziistava nastejno. Uplné nejhiif ale do-
padl systém Imperali, ten naprosto nadrzuje nejvétsi strané a malym nechava
jen drobky.?

6 Pozn. red.: Podle jakého hlediska Hanka posuzuje spravedlivost systému?

" Pozn. red.: Je z tohoto hlediska systém navrhovany Hankou optimalni? Ne-

N

8 Pozn. red.: Hanka se zde odkazuje na svou analyzu volebnich systémi, které
byly vyjmenované v zadani tématu (jenz nebyla v tomto dilu otisténa).

9 Pozn. red.: Funguje nékde ve svété systém, ktery by naopak ,nadrzoval®
malym stranam?
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Cim je dan nepomér v po¢tu mandati stran
SZ a KDU-CSL v letosnich volbach?
Dr™ Alzbéta Pechovd

Tento pomér je dén jednak prepocitdvanim podle d’Hondtova systému (u ji-
nych, ani u mnou navrzeného systému neni nepomér tak vyrazny) a u tohoto
systému je to hlavné dano rozlozenim voli¢i v jednotlivych krajich.

Strana zelenych mé své volice rozloZeny rovnomérné (ziskand procenta hlast
v jednotlivych krajich se kromé Prahy a Libereckého kraje pohybuji okolo
4,34% do 6,71 %) zatimco strana KDU-CSL m4 své volice rozlozena velmi
nerovnomérné (od 2,23 % v Usteckém kraji az po 13,02 % ve Zlinském kraji).

D’Hondtiv systém zvyhodiiuje strany s nerovnomérnym rozlozenim voli¢i'?
(rozhodné je vyhodné, kdyby se ziskané hlasy pfesunuly do poloviny kraji —
ziskaly byste za stejny celostétni zisk vice mandat).

Soutéz
Soutéz souvisi s poslednim prispévkem Dr™ Alzbéty Pechové. V ném tvrdi, Ze
pokud bychom presunuly vsechny hlasy Strany zelenych do poloviny republiky,
ziskala by tim tato strana vice mandatd v Poslanecké snémovné.

Zkusme si ted predstavit tuto situaci: Strana zelenych se pouéila z vysledkt
voleb do poslanecké snémovny, nechala si udélat analyzu volebniho systému a
dosla k tomu samému vysledku, jako Dr'™ Alzbéta Pechova. Bohuzel se v této
zemi nemiizou presouvat hlasy libovolné, tak, jak by si to prala politicka strana.
Presto maji politické strany v této zemi moznost ovlivnit, kde bude zapocitavan
hlas daného ¢lovéka. Pokud si totiz ¢lovék vyzvedne voli¢sky priikaz, mtize volit
v libovolném kraji (dokonce i v zahraniéi) a jeho hlas bude zapo¢itan k hlastim
z tohoto kraje. Pfedstavme si, ze Strana zelenych muze svym doporucenim, jak
a kde volit, ovlivnit 15% svych pfiznivet (pro jednoduchost 15 % z kazdého
kraje). MuZe vydavat doporuceni pro kazdy kraj zvlast. Oném 15 % lidi ktefi
jsou ,ovlivnitelni“ je jedno, v jakém kraji nakonec budou hlasovat.

Jaké doporuceni m4 vydat, aby ziskala nejvice mandata? (Pfedpoklddejme
stejné rozloZeni voliéi, jak v letoSnich ¢ervnovych volbéach.) Vyplati se jim
v této situaci doporudit v néjakém kraji, aby lidé viubec nevolili? Vyplati se
jim doporucit lidem v néjakém kraji, aby hlasovali pro jinou politickou stranu?
Zkuste zkoumat posledni dvé otazky i v obecné situaci, zkuste vymyslet takovou
situaci, kdy by byly takovéto rady vyhodné.

Jindra

Téma 6 — Slunce

K tématu nam zatim pfisel jediny prispévek od Bc™ Petra Pechy a Dr™ Bétky
Pechové. Reseni ndm piedali na soustfedéni, ale bohuzel se jej nepovedlo uchré-
nit béhem zavérec¢ného tklidu a nékam se ztratilo. Za to se obéma autorim moc

10 Pozn. red.: Toto je velmi smélé tvrzeni. Zkuste jej provéfit.
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omlouvam a pokusim se napsat alespon kratky ¢lanek podle toho, co si z feseni
pamatuji.

Bc™ Petr a Dr™ Bétka se rozhodli méfit dobu, za kterou na slunci roztaje
kostka ledu. Nechali zmrznout ledovy kvadiik o zndmych rozmérech, umistili
na slunce a méfili ¢as, za jak dlouho roztaje. Ze znamého skupenského tepla
tani ledu a z hmotnosti ledového kvadiiku uréili teplo potfebné k roztati ledu.
Toto teplo vydélené casem tani pak povazovali za vykon sluneéniho zareni
dopadajiciho na kvadiik.

Pozn.: Zde bych rad uverejnil ¢iselné vysledky, ke kterym dosli, bohuzel je
v tuto chvili nemam.

Jak moc je uvedeny postup méfeni vhodny a pfesny? Zkuste uvazit rtzné
vlivy, které mohou ovliviiovat ¢as tani. Jak jsou podstatné v porovnani s vy-
konem dopadajiciho slune¢niho zareni?

A pokud nechcete uvazovat nad uvedenym méfenim, pustte se do vlastniho.
Tésime se na dalsi experimenty a vysledky. (A nebojte se, pokud nebudete papir
s feSenim odevzdavat na soustfedéni, tak jej neztratim.)

Marble

Reseni uloh

Uloha 2.1 — Led a voda (2b)

Zadani:
Mame sklenicku s vodou, ve které plovou kostky ledu. Hladina vody ve skleni¢ce sahd na pocdtku
aZ po okraj. Led se ve sklenic¢ce postupné rozpousti. Jak se méni hladina vody? Pretece néjaka
voda pres okraj?

Jak by se zménila situace, kdyby uvniti kostek ledu byly zamrzlé malé vzduchové bublinky?
Co by se stalo, kdyby wonitt kostky ledu byla zamrzld hlinikovd kulicka (kostka ledu na zaédtku
plove na hladiné)?

V celém prikladu zanedbavdme jevy souvisejici s povrchovym napétim vody. Predpokladdme
take, Ze hustota vody za danych podminek nezdvisi na teploté.

Reseni:

K tspésnému vyreseni tlohy staci védét, co vymyslel jisty Archimédes ze Syra-
kis vice nez 200 let pred nasim letopoctem. PtiSel na to, ze téleso, které plove
v kapaliné (je v rovnovazné poloze, nepotapi se ani nestoupd) vytla¢i pravé
tolik kapaliny, aby jeji hmotnost byla stejna, jako hmotnost plovouciho télesa.
Jinak feceno objem ponoiené casti kostky ledu je stejny jako objem vody, ktera
by méla stejnou hmotnost jako cela ledova kostka.

Déle se hodi védét fakt, ze led a voda maji riznou hustotu, pficemz hustota
ledu je o néco mensi (to je zfejmé z toho, Ze led plove na vodé). Pokud si
jesté uvédomime, Ze hmotnost se pri tani ledu zachovava, mizeme jednoduse
odpovédét na prvni otazku.

Ponorena ¢ast ledovych kostek ma pravé takovy objem, jaky je objem vody
o hmotnosti ledovych kostek. Kdyz tyto kostky roztaji, zméni se ve vodu
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o tomto objemu, kterd presné nahradi objem ponofené ¢asti. Hladina ve skle-
ni¢ce se tedy béhem tani nijak nezméni.'!

Pokud bude v ledové kostce zamrzld hlinikovd kulicka, ponorend ¢ast bude
mit takovy objem, aby voda o stejném objemu méla hmotnost jako ledova
kostka i s kulickou. Dokud bude kostka plovat, plati totéz, co pro situaci bez
kulicky. Hladina se neméni. Odtavajici led snizuje hmotnost kostky a tim i
objem jeji ponofené ¢asti a tento ibytek je presné vyrovnan pribyvajici odtatou

vodou.

Zména nastane az ve chvili, kdy kostka prestane plovat a klesne ke dnu.
V tu chvili by k tomu, aby se udrzela na hladiné, potifebovala vytlacit vice
vody, nez je jeji objem. To ale nema jak udélat, takze zlistane na dné a po-
stupné dale odtava. Objem ponofené kostky se snizuje o odtaty led, ale ten ma
v podobé vody vétsi hustotu a tedy nevyrovna ubytek objemu kostky a hladina
ve sklenic¢ce zacne klesat.

Pokud nas zajima, kolik vody nakonec zmizi, mtzeme to jednoduse urcit.
Pokud by mohla hlinikova kulicka vytlacit tolik vody, aby vydrzela plovat,
hladina ve skleniéce by se (analogicky prvnimu pfipadu) nezménila. Potfebny
objem vody m4 stejnou hmotnost jako hlinikova kulicka. Kulicka ale ve skutec-
nosti vytlaci jen tolik vody, kolik je jeji vlastni objem. Rozdil pak udava pokles
hladiny. Ve skleniéce s plochou hladiny S tedy hladina klesne o

1 1 1
Ah = ma) ( — ) - .
pH0  pAl) S

Zbyvé posledni ptipad — vzduchovd bublinka zamrzld v kostce ledu. Dokud
bublinka zistava v kostce, situace je opét analogicka pripadu, ve kterém zadna
bublinka neexistuje. To, co odtaje z kostky snizi jeji hmotnost a ponofeny
objem a pravé takovy objem pfida nova voda. Co se stane, kdyz se z kostky
uvolni bublinka? DileZité je si uvédomit, jestli se tim néjak zméni tiha kostky,
kterou musi voda ve skleni¢ce nadnéaset.

Pokud by tlak v bublince byl stejny jako atmosfericky tlak, nestane se vibec
nic. Pro¢ to? Predstavme si jednoduchy experiment — vezmeme dutou nadobu
s jedinou dirou ven uzaviratelnou na kohoutek. V nadobé€ je vzduch a nadoba

11 7de je dobré poznamenat, %e ve skuteénosti mé vliv i zména hustoty vody
s teplotou — pokud bychom skleni¢ku s vodou trochu zahtali nebo ochladili,
hladina se zméni a nepotifebujeme ani Zaddny tajici led. Ale podle zadani budeme
tento efekt zanedbavat.
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piisobi n&jakou tihou na podlozku, na které lezi. Ted uzavieme kohoutek a vy-
tvofime uvniti velkou ,bublinku“. Tim se ale nic nezménilo, zadny plyn nikam
neproudil. Stejné tak kdyz kohoutek otevieme, zddny plyn nikam neproudi.
Na kohoutek ptisobi nulovd vysledna sila (stejny tlak z obou stran), tlak na
stény krabice se také neméni, takze neni divod, aby se zavienim ¢i otevienim
kohoutku néjak zmeénila tiha krabice.

Ve skutecnosti by ale v bublince zamrzlé v ledu byl vétsi tlak, nez je at-
mosfericky. (Bublinka je stlacena uz tim, Ze byla pfed zamrznutim pod vodou a
déle ji stladil rozpinajici se led.) Pokud si vzpomeneme na krabici z pfedchoziho
experimentu, zvysime tlak uvnitf a uzavieme kohoutek, tak pak pfi otevrieni
kohoutku utece vzduch ven a ptisobici sily se zméni. Jak konkrétné? Z vnéjsiho
pohledu je krabice se zavienym kohoutkem stejna bez ohledu na tlak uvnitt,
tedy i vztlak vzduchu ptlisobici zvenci se neméni. Jenze vzduch o vétsim tlaku
mé (za stejné teploty) vyssi hmotnost. TakZze tiha krabice ptisobici na podlozku
bude vétsi, pokud je tlak uvniti vétsi. Otevienim kohoutku se tlak snizi a tiha
klesne.

Totéz bude platit pro ledovou kostku. Ve chvili, kdy bublinka utece, na-
jednou klesne tiha kostky. Tedy se snizi objem ponofené Casti a hladina ve
sklenicce klesne. V nové vysce pak zustane po celé dalsi odtavani kostky az do
chvile, kdy utece dalsi bublinka.

Konkrétni pokles hladiny z&visi na hustoté vzduchu (tlaku) uvnit¥ bublinky.
Hladina klesne o takovy objem, ktery méa stejnou hmotnost jako rozdil hmot-
nosti vzduchu v bublince se zvysenym tlakem a s norméalnim tlakem. Tedy

— 1 1
Ah = Vil Pbubl. — Patm L _ VoubL, Patm (pbubl. _ 1> 2
PH>0 S PH,0O Patm S

Marble

Uloha 2.2 — Matematici v letadle (4b)

Zadani:

Na konferenci matematiki bylo z Matfyzu vypraveno celé plné letadlo s n matematiky. Kazdy
dostal c¢islo svého sedadla, ale hned pruni nastupugjici se prilis zamyslel nad problémem, o kterém
se mu dnes zddlo, a sedl si na ndhodné misto. Dalsi nastupugjici se na rozdil od néj zabyvali tim,
kam si sednou, a vSichni by nejradéji sedéli na svém misté. Matematici jsou ale mirumilovnd
stvotent a pokud zjisti, Ze je nékdo podsedl, vyberou si ndhodné jin€ volné misto a neobtézuji uz
sedictho. Jakou Sanci sednout si na své sedadlo (které md mimochodem éislo 42) mdte jakozto
posledni nastupugici (v zdvislosti na n)? Matematici nastupuji v nahodilém potadi, uvaZujte
n > 42.

Reseni:

Uvedu dvé feseni, prvni delsi a preciznéjsi a druhé kratsi a elegantnéjsi.
Ozna¢me p; pravdépodobnost, ze si jako posledni nastupujici sednu na své

misto v situaci s celkem ¢ matematiky. Evidentné p; = 1 a ps = 0,5, z toho po-

stupné spoc¢teme i dalsi p;. K tomu si o¢isluji matematiky v poradi, v jakém do

letadla nastupovali, (na skuteénych ¢islech sedadel viibec nezalezi) 1,2,...,n.
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Pokud si zamysleny matematik sedne ndhodou pravé do svého sedadla, vSichni
(a tedy 1 ja) budou sedét na svych mistech. Pokud si sedne na misto n, uz si
urcité nebudu moct sednout na své misto. Pokud si sedne na misto 1 < ¢ < n,
sednou si vS8ichni matematici 2,3,...,7 — 1 na své misto a matematik i se za-
chovéa podobné jako zmateny — bud si sedne na misto 1, a ukonéi ten blazinec,
nebo si sedne na mé misto n, nebo si sedne na misto i < j < n, a tim udini
z j dalsiho ,zmateného®. V situaci, kdy si matematik ¢ ndhodné vybira, kam
si sednout, mam potom stejnou Sanci na sednuti si, jako by to byl ten prvni
zamysleny pro n = n — i 4+ 1. Z toho mohu sestrojit vztah pro p;:

1—1

1 1 1
i:f'l *.‘0 Ef‘ i— .
p 1 +’L +k—27' Pi—k+1

Z tohoto vzorce je uz vidét, ze p; = 0,5 (Vi > 1), coz lze jednoduse ovéfit
indukei.
Druhé feseni neni tak presvédciveé spravné, ale je mnohem jednodussi. Kazdy
z téch matematiki prede mnou, ktefi si museli vybrat ndhodné misto, mohl se
stejnou pravdépodobnosti usednout na misto zamysleného matematika, jako
zasednout misto mé. Mohl si sice sednout i na jiné misto, a tim pfesunout
volbu na dalsiho, ale dfive ¢i pozdéji nékdo prede mnou musi sednout na jedno
z téch dvou mist, a tim rozhodnout. Protoze je pravdépodobnost obou téchto
jevi stejna, je mé Sance na $tastné sedadlo pouze 0,5.
Gavento

Uloha 2.3 — Kochova vlotka (6b)

Zadani:

Kochova vilocka je utvar, ktery vznikne tak, Ze vezmeme rovnostranny trojuhelnik, rozdélime
kaZdou jeho stranu na tretiny, a k prostredni tretiné kaZdé strany prilepime rovnostranny troj-
thelnik s tretinovou délkou strany. Tim vznikne hvézdice se Sesti cipy. Potom opét ke kazdé
stran€ kazdého z cipu prilepime v prostredni tretiné trojuhelnik, a to celé déldme do nekonec-
na.

Takovd vlocka md mnoho zajimavych vlastnosti — napriklad md nekonecny obvod a konecény
obsah (ktery je jisté mensi neZ obsah kruZnice opsané). Pokud vlo¢ku roztoéime kolem dokola,
jakou bude mit rotujici utvar kinetickou energii? (Treba si miZete predstavit, Ze je vystriZend
z plechu a otdéime v roviné daného utvaru, zdjemci mohou spocitat i jin€ osy rotace). K tesent
Vam mize pomoci Steinerova véta — zkuste ji napt. pouZit na zjisténi momentu setrvacnosti
obycejného trojuhelnika, abyste se vyhnuli sloZitému integrovant.

Reseni:

Na @vod bychom se chtéli omluvit za redakéni omyl pfi zadavani tlohy: ve
skutecnosti nejde o vlocku Kochové, ale o Kochovu vlocku — jejim objevitelem
neni zena, ale muz, $védsky matematik Niels Fabian Helge von Koch.

Prisla ndm dveé feSeni této tlohy. Se spravnym feSenim prisel jen Mgr™ Mar-
tin Vyska podobnym zptisobem, jako je tiloha vyfesena nize. Mgr™ Hanka Flo-
rianovéa ispésné spodetla obsah Kochovy vlocky (coz je pro vypocet kinetické
energie rotace vlocky nutné), dalsi fazi vypoétt vSak jiz neprovedla. Samotny
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vypocet momentu setrvacnosti neni snadny, a vyzaduje rozdélit si tlohu na
nékolik ¢asti.
Vypocet momentu setrvacnosti rovnostranného
trojahelnika

Nejprve provedeme jednodussi tlohu, na které ilustru-
jeme, jakym zptsobem se kinetické energie rotujicich

atvari daji pocitat. Pokud bychom pocitali kinetic-
kou energii télesa, které se neotaci, a celé se pohy-
buje rychlosti v, potom bychom pouzili znamy vzorec
% Ek = mv?/2. Pokud se ale zabyvéme energii rotace, je

rlznymi rychlostml. Body, které lezi dal od osy, prispi-

vaji ke kinetické energii vic, nez body, které lezi primo

" / u osy otaceni (ty se totiz v podstaté nehybou). Pokud
A

bychom uvazovali, ze mame draténou konstrukci, ve
vrcholech jsou umistény hmotnéd zéavazicka a hmot-
W W IJ nosti dratd muZeme zanedbat, dostaneme kinetickou

energii jako soucet kinetickych energii jednotlivych za-
vazicek:

1 1,
:Zl Z:* iJw,

kde jsme ve druhém kroku nahradili v; = wr;. v; jsou rychlosti jednotlivych
bodt, m; jejich hmotnosti, r; jejich vzdalenosti od osy otaceni a w je tthlova
rychlost, kterd je pro vSechny body stejnd (proto ji neoznacujeme indexem 4,
ktery ¢isluje jednotlivé body od 1 do N).

V poslednim kroku jsme zadefinovali konstantu

N

2

J = E miry .
i=1

Tuto konstantu nazyvame moment setrvacnosti a charakterizuje tvar a roz-
méry télesa. Neni-li téleso sloZeno jen z koneéného mnozstvi hmotnych bodi,
odvozeni vyse zlstava v platnosti, jen sumu nahradime integralem

J:/ pr2dV,
1%

coz uvadime jen pro uplnost, protoze v TeSeni se da integraci zcela vyhnout.
K tomu ovSem potfebujeme tzv. Steinerovu vétu, kterou zde odvozovat nebu-
deme Ta f“iké ze je-li Jp moment setrvaénosti daného télesa kolern osy proché—

vV ey

l\.')

vvey



18

Dale potrebujeme védét, jaky je moment setrvacnosti podobnych geomet-
rickych atvart. Pokud zvétsime téleso a-krat, kolikrat se zvétsi moment setr-
vacnosti? Je zjevné, Ze hmotnost takového télesa (pokud je hustota stéle stejnd)
se zvétsi (a3)-krat, je-li téleso trojrozmérné nebo (a?)-krat, je-li téleso dvoj-
rozmérné (tedy timérné obsahu). Polomér se zvétsi a-krét, tedy z pfedchoziho
vzorce plyne, Ze moment setrvacnosti se zvétsi pro dvojrozmérné téleso (coz
bude nas piipad) (a*)-krat.

Nyni jiz vypocet momentu setrvacnosti rovnostranného trojithelnika. Diky
predeslym tvahdm mizeme fici, ze

_ 2
JA = kAmAa s

kde a je strana trojuhelnika, ma = oA Sa jeho hmotnost a ka je konstanta cha-
rakterizujici tvar trojihelnika (rozméry jsou jiz zahrnuty v hmotnosti — tedy pfi
konstantni hustoté obsahu — a strané trojihelnika). Nyni rozdélme trojahelnik
na Ctyfi rovnostranné trojihelniky s poloviéni stranou (a/2) — tii trojihelniky
budou mit totozny vzdy jeden vrchol s jednim vrcholem velkého trojuhelnika a
jeden trojuhelnik bude uprostied. Nyni napiseme moment setrvacnosti velkého
trojuhelnika jako soucet momenti setrvacnosti dilé¢ich trojuhelniki, které jsou
mu podobné:

2
1 1 1
Ja = k:AmAa2 = Tﬁ k’AmAa2 +3 (16 k’AmAa2 + (2 . g Ua/g) Wf) .

Vaj2 = %\/% je vyska trojuhelnika o strané a/2, nezavidime zvlastni symboly

pro hmotnosti malych trojuhelniki — uvadime je rovnou ve zlomcich hmot-
nosti trojuhelnika velkého. V rovnici na pravé strané vystupuje Sestnactkrat
zmensSeny moment setrvacnosti trojihelnika, ktery odpovidd momentu setr-
na rovinu trojuhelnika. Druhy ¢len v zavorce na pravé strané odpovida posunu
tohoto momentu pomoci Steinerovy véty. Vzdalenost, o kterou je osa posunu-
ta, je dvojnasobek tfetiny vysky trojihelnika. Z této rovnice vyjadiime ka a
ziskdme (bez jakékoliv integrace!)
1 2

JA:EmAa .

Vypocet obsahu Kochovy vlocky

Nésledujici postup je postup, ktery zvolila Mgr™ Hanka Florianova a ktery
vede pomérné rychle k vysledku. Ozna¢me S% obsah vlocky po i-tém kroku.
Nebudeme pritom mérit obsah v zavislosti na strané a nejvétsiho trojuhelnika,
ale budeme jej pocitat v nasobcich obsahu nejvétsiho trojihelnika o strané a,
takze Sk = Sa,. V nasledujicim kroku se vzdy obsah vlo¢ky zméni nasledujicim
zpusobem

) - ) 1
S}( == S% 1) + (3 N 4(172) . W SAQ)
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To vyplyva z toho, Ze nové trojihelniky maji vzdy devétkrat mensi obsah a
je jich ¢tytikrat vic az na prvni krok, kde je jich jen tfikrat vic nez trojuhelnikt
pridanych v pfedchozim kroku. K tplnému vysledku je potieba vyfesit tento
rekurentni vztah, uznal jsem vSak i feSeni, kde jste dosli k této posloupnosti
nebo jste ,uhadli“ jeji hodnotu.

8 8 3 1
90 — 2.6\ = —.4/2.242
K = 7§ P8 T3 \/; 2 ¢

Vypocet momentu setrvacnosti Kochovy vlocky

Obdobné, jako jsme si trojuhelnik rozdélili na podobné utvary (mensi trojihel-
niky), a vyuzili Steinerovu vétu, musime totéz udélat pro vlocku. Zpisobt je
mnoho. Pouzijeme rozdéleni, kdy fekneme, ze se vlocka sklada z nejvétsiho troj-
thelnika a tfech okraji. Okrajem rozumime vSechno, co nalepime na jednu ze
stran velkého trojihelnika (danou stranu nadale oznac¢ujeme jako hlavni stranu
okraje nebo jen stranu okraje). Moment setrvacnosti trojuhelnika jiz znéme,
moment setrvacnosti okraje spocteme tak, Ze okraj rozdélime na nejvétsi troj-
thelnik toho okraje a ¢tyfi tfetinové okraje (dva piilepené na strany nejvétsiho
trojuhelnika okraje a dva pfilepené na zbylé tfetiny strany okraje), a vyuzijeme
Steinerovu vétu.

11 /3
¢ 3'3'\/;“’
11
6:§~§asin45°,
A:5+%sin45°,

v

nika okraje od hlavni strany okraje, ¢ je (nenulova) vzdalenost stfedu strany



20

nejvétsiho trojuhelnika okraje od hlavni strany okraje a A je vzdélenost té-
7i8té (tfetinového) okraje, ktery pfiléha k strané nejvétsiho trojuhelnika vel-

v

hlavni strany.
Déle oznaéme

1 31, 1
SAG_/:;:Q.\/;.2G’7 Slszg(SK—SAa)’

po fadé obsah nejvétsiho trojuhelnika okraje (jehoZ strana je a/3) a obsah
okraje (ktery spoCteme odectenim obsahu nejvétsiho trojuhelnika vlocky od
obsahu vlocky jako takové a vydélenim poctem okraji tfemi).

Mvey

P ZZI\LI mir Zf\il pSir;
T — N - N )
Dim1 M >iz1PSi

Vv

My

(SausE+ (A +5us) - 1 Sis)
(SAQ/3 +4- i Sls) .

Is —

VyteSenim rovnice ziskdme

(27v2+20V3) a

Y5 = TT000 — 5av/2

Nyni jiz mtZeme spocitat moment setrvacnosti okraje Kochovy vlocky a
vzapéti i moment setrvacnosti vlocky jako takové. Nejprve spoc¢téme moment
setrvacnosti okraje vzhledem k ose kolmé na jeho rovinu a prochazejici jeho té-
zistém. Opét predpokladame tento moment setrvacnosti ve tvaru Jig = kigma?.
Okraj slozime z jeho nejvétsiho trojuhelnika a ¢tyfech tietinovych okraji.

4 1 —
Jls = |:JAQ/3 + pSAa/3 (yls - 5)2] + |:81 Jls + § pSls (2‘: + 26):| )

1 2 1 2
@:(<§+3yls)cos45°> +(<§+3yls)sin45°+§—y1s> ,
ST O ’
==\5 6 Yls 3yls .

Prvni hranatad zavorka predstavuje moment setrvacnosti nejvétsiho troju-
helnika okraje vzhledem k ose prochézejici tézistém okraje (druhy ¢len posouva

kde
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pomoci Steinerovy véty), druhd hranata zavorka odpovida ¢tyfem zmensSenym

vvvvvvvv

VZ adva VO (vzdalenosti vyplyvaji z geometrického nékresu). Ctverce téchto
vzdéalenosti jsou nasobeny hmotnosti jednotlivych okrajt, které jsou vyjadfeny
v zavislosti na obsahu podobnych utvart pfislusné zmensenych. Po dosazeni
vsech substituci a vyjadreni ziskame vysledek

(13446 + 36558V/2 — 401237+/3 + 338761/6) a*p
166320 (150v/2 — 1259) '

Is

Nyni jiz jen seétenim momentu setrvacnosti okraju (které ovSem musime

My

necné moment setrvacnosti Kochovy vlocky samotné

2
1 /3
Jr = Ja, +3 | Jis + pSis 3\/;a+yls =
(305890085 + 3321048+/2 + 861633v/3 4 10869768+/6) a M
B 2846069688
=0,119a%M .
Irigi
Uloha 2.4 — Rychla mnozina (3b)
Zadani:

Navrhnéte zpusob, jak programové reprezentovat mnozinu nejvyse M celych cisel z rozsahu
1...N za splnéni ndsledujicich pozadavku: Kromé jednoho pole celych cisel o délce M + N
smite pouZit jen konstantni'? pocet celociselngjch proménngjch a celodiselngch poli konstantni
délky.

Musite umét realizovat operace pridani prvku do mnoZiny, test na pritomnost prvku v mno-
ziné, odebrani prvku z mnoZiny, dotaz na pocet prvki v mnoziné a vyprdzdnéni mnoziny. To
ve v konstantnim case.'®

Operace vyprdzdnéni by méla fungovat nezdvisle na predchozim stavu (tedy pole i vSechny
pomocné proménné mohou obsahovat naprosto libovolnd data), a tak byt pouzitelnd i jako
inicializace cel€ struktury.

Reseni:

Reseni této tlohy ma jednoduchou filozofii: piitomnost prvki v mnoziné bu-
deme indikovat pomoci M-prvkového pole. Abychom to zabezpedili, nestaci oby-
¢ejna nula nebo jednicka, ale chce to index do N-prvkového pole, které bude

12 Konstantni zde znamend nezdvislij na velikosti M a N. Musi tedy existovat konstanta
omezugict pocet byti, ktery vdm s jednim polem délky M+ N wurcité bude stacit. (Tuto konstantu
nepoditejte, uvadime jen pro informaci.)

13 Tedy tak, aby kazdd operace vidy zabrala néjakou konstantou omezeny pocet jednoduchych
instrukct nezdvisle na M + N a na tom, jaké jiné operace jiZ byly provedeny.
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slouzit jako ,kontrolni“. Implementace v Pascalu, ktera nasleduje, predpoklada
korektni vstupy, tedy Ze vkladame vzdy prvek z intervalu 1..M, a pokud je jiz
v mnoziné N prvki, nepokousime se vlozit dalsi. Doplnit si pfipadné piislusné
kontroly jisté zvladnete sami.

unit rychlamnozina;

interface

const M = 100; N = 200;

var ind: array[1..M] of integer;
bag: array[1l..N] of integer;
pocet: integer;

implementation

procedure pridej(prvek:integer) ;
begin
if not pritomen(prvek) then
begin
pocet := pocet + 1;
bag[pocet] := prvek;
ind [prvek] := pocet
end
end;

function pritomen(prvek:integer): boolean;
var index:integer;

begin
index := ind[prvek];
if (index < 1) or (index > pocet) then
pritomen := false
else
pritomen := bag[index] = prvek
end;

procedure odeber(prvek:integer) ;
var index:integer;
begin
index := ind[prvek];
if (index >= 1) and (index <= pocet) then
if baglindex] = prvek then
begin
bagl[index] := bagl[pocet];
ind[bag[index]] := index;
pocet := pocet - 1
end
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end;

procedure vyprazdni;
begin
pocet := 0;
end;
end.

Jarda
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Vysledkova listina

Ulohy
Pof. | Jméno R.|> _1|rl r2 r3 r4 t4 t5 t6 +|>.o 21
1. | Mgr™™ Martin Vyska 2. 34 2 4 6 3| 15 34
2. | Dr'™ Alzbéta Pechova 2. 98| 1 5 3 0 9 33
3. | Mgr™ Hana Florianova | 3. 271 1 3 0| 14 27
4. | Bc™ Petr Pecha 1. 16| 1 3 0 4 16
5-9. | Doc™ Jan Musilek 3. | 187 13
Dr™ Matéj Korvas 4. 72 13
Mgr™ Hana Jirka 4. 39 2 4 0| 6 13
Bce™ Petr Dlabaja 4. 13 13
Bce™ Jozef Halaga 4. 13 13
10-11. | Be™ Jan Vanhara 2. 141 0 4 0 11
Bc™ Michal Rolinek 4. 11 3 0 11
12-13. | Dr™ Radim Pechal 4. 69 10
Be™ Jakub Marian 3. 10 10
14. | Mgr™ Miroslav Klimo$ | 2. 33 9
15. | Lenka Svidrnochové 2. 9 8
16-19. | Ladislav Baco 1. 7 7 7 7
Jana Fojtova 7 7
David Navrkal 3. 7 7
Dusan Rychnovsky 3. 711 1 1 o 3 7
20-21. | Krystof Touska 4. 6 6
Martin Volf 1. 6 1 0 1 6
22. | Anita Gregorova 4. 50 2 1 0| 3 5
23-24. | Michal Petrucha 2. 4 4
Pavla Zarubova 2. 41 0 2 0 2 4
25. | Klara Krejc¢ickova 3. 3 3
26-29. | Mgr™ Tereza Pechova 4. 41 2
Pavel Makovec 2. 2 2
Julie Musilova 2. 2 2
Irena Pavlickova 2. 2
30-32. | Mgr'™ Marek Pecha 1. 40 0 1 0 1 1
Juraj Hartman 3. 1 1
Zbynék Klikos 3. 1 1

Sloupecek > _, je soucet vech bodi ziskanych v naSem seminéfi, ), je soucet bodi v aktudlni
sérii a ., soucet viech bodl v tomto roéniku.

Ve sloupci ,,R.“ je uveden ro¢nik (pfepocteny na ¢tyfleté gymnézium, minimalni hodnota
je prvni ro¢nik). Pokud méte v tomto sloupci uvedeno Spatné (nebo zadné) ¢islo, napiste ndm
svlj rok maturity, a my si opravime udaj v databézi. Sloupecek ,+“ znaci bonusové body
udélované podle roéniku a souctu bodu za tlohy.

Tituly uvedené v predchozim textu slouzi pouze pro ucely M&M.



