Studentsky matematicko-fyzikalni casopis

rocnik XIIl  cislo 3

Termin odeslani: 18. 12. 2006

Ahoj kamaradky a kamaradi,

zd4 se, ze podzim se rozjel v plném proudu, a fadu lidi tak zacinaji ohro-
zovat deprese. Vy se jich v8ak rozhodné obavat nemusite, nebot pro vds mame
vynikajici a zaruceny recept — nové ¢islo M&M, které je nabité cerstvym zada-
nim a také nejlepsimi z vasich prispévki.

Dalsim vybornym receptem proti depresim je setkani s prateli. k tomu mate
jedinec¢nou ptilezitost ¢tvrtek 30. listopadu 2006, od 8:00 do 16:00, kdy se kona
na matfyze den otevienych dvefi. Potkate tu vedeni fakulty, vyucujici raznych
obort i nas, organizatory. Chystaji se vSelijaké exkurze a prednasky. Zkratka
nebudete védét, kam diiv ... Blizsi informace hledejte na strankach matfyzu.

Tak nevéhejte a pustte se do ¢teni!

Vasi organizdtori

Zadani uloh

Uloha 3.1 — Linearni ¢lové&e nezlob se (5b)

Jako pfedposledni pomoc v nud€ nejvétsi se nabizi nova a jesté nudnéjsi hra —
linearni ¢lovéce pro jednoho hrace! Jde o hraci plan s po sobé jdoucimi policky
ocislovanymi 1 az 10!, na poli (10!) je umisténa ¢okoldda. Hra¢ zacind na policku
¢islo 1 a hézi si jednou z ptiloZenych kostek (stéle stejnou). Pokud na ¢okoladu
stoupne, je jeho, pokud cokoladu preskoci, musel by hrat znovu a na to nema
nervy :-) Pfilozené kostky a hodnoty na jejich sténach jsou: (1,2,3,4,5,6) (1,
2) (mince) (2,4,8,16,32,64) (5,42,42, 42,42 42)

Jaké Sance mé s jednotlivymi kostkami? (10! povazujte za velmi velké ¢islo,
pouzijte odhad, ale dobfe ho zduvodnéte.)

Uloha 3.2 — Mince (3b)

Lze poskladat z pfesné 50 minci (mame na vybér pétikoruny, dvacetikoruny a
padesétikoruny) obnosy 400 K¢, 500 K¢ a 750 K¢?

Uloha 3.3 - Laditka (5b)

Predstavme si ladicku na komorni A. Ladicka vypada jako ,dvojvidlice“ se
dvéma kovovymi tyckami, které kmitaji s vlastni frekvenci 440 Hz. Pokud si la-
dicku prilozime k uchu a pozvolna s ni ota¢ime, potom uslysime, ze v nékterych
thlech neuslySime nic.



Vysvétlete, pro¢ ,hluché thly* vznikaji a popiSte jejich rozlozeni v okoli
ladicky v zavislosti na vzdalenosti tycek ladicky.

Uloha 3.4 — Rozméry jednotek (2b)

Fyzikalni jednotky, se kterymi se ve $kole setkdvate (ale i ty, se kterymi jste se
dosud nesetkali) jsou vyjadfitelné pomoci celych mocnin zdkladnich jednotek
SI. Je to ndhoda, nebo to mé néjaky hlubsi smysl? Jaky?

Reseni témat

Téma 1 — Cokoladovani

K tématu cokoladovani ndm zatim pfislo jen velmi mélo prispévkil. Nize otis-
tény c¢lanek Doc™ Jana Musilka pokryva jen cokoladovani zakladnich grafd
(ackoli Doc™ Musilek dle svych vlastnich slov planuje sviij ¢lanek jesté rozsi-
fit). Pokud véhate, stéle jesté zbyva spousta problému k vyteseni, naptiklad
pocokoladovani stromt, rovinnych grafi (pro tak obecné grafy stac¢i i fadové
odhady), bipartitnich grafi (pro ty, co tusi jak na to — jak to souvisi s parova-
nim?). Netknuté ztstaly i odhady maximélniho poctu kosti¢ek pro nepoéoko-
ladovatelnost vrcholu ¢i strategie nenazraného hrace.

Kolik kousktl ¢okolady?
Doc™ Jan Musilek

V ¢lanku se zabyvam tim, jaky nejmensi pocet kouskt ¢okolady je potfeba pro
pocokolddovani riznych typu grafi v zavislosti na poc¢tu vrcholi nebo hran.
Konkrétné jsem se zabyval cestami, kruznicemi, Gplnymi grafy a bindrnimi
stromy.

Cesta

Nejprve objasnim, co budu v dalsim textu nazyvat schématem. Schéma bude
obecné znézornéni nejlepsiho rozmisténi v uréitém typu grafu (pro kazdy typ
jedno schéma), kde budou jednotlivé vrcholy zastoupeny ¢isly a hrany pomlé-
kami.

Je zjevné, Ze cesta by méla zacinat 0 — 2 — 0, protoze se tak maximalné
vyuzije potencidlu vrcholu se dvéma kousky ¢okolddy. A stejnou posloupnosti
se miize pokradovat stéle dokola (napt. 0 —2—0—0—-2 - 0). Pokud je délka cesty
o jedno kratsi, nechdme dvojku na konci. Pokud je o jedna delsi, nahradime
nulu jednickou a nakonec pripiSeme jesté jednu nulu.

Kazda idealné pocokoladovana cesta odpovida schématu:

0-2[-0-0-2]-k), mn€N, K€ {nic,0,1-0}



e X3 3

Coz znamena, ze na prvni vrchol nepolozim zadny kousek ¢okolady, na druhy
dva, pak se n-krit (0 € N) opakuje sekvence nic — nic — dva kousky cokolady a
na konci bud neni nic (tedy posledni uzel je 2), nebo 0, nebo sekvence 1 — 0.

Vypsédnim nékolika prvnich ¢lent prijdeme na to, ze pro pocokoladovani
cesty o délce (poctu vrcholl) N je potfeba

N
aN:2-[3}—|—N mod 3

kouskt ¢okolady, kde ¢islo uzaviené v hranatych zavorkach znamena jeho celou
¢ast, zatimco N mod 3 znamend zbytek po déleni N tfemi. Ke stejnému
vysledku muzeme dojit i nasledujici ivahou, ktera je zaroven i dukazem:

Cesta o délce N — 1, (N/3), se d& pocokoladovat & kousky cokolady (cesta
kon¢i — 2). Cesta o délce N, kde N je délitelné tfemi, se d&4 pocokoladovat
presné % kousky ¢okolady (cesta kon¢i — 2 — 0). Cesta o délce N +1, (N/3), se
da pocokoladovat % + 1 kousky ¢okolady (koné¢i —2 — 1 —0). A nakonec, cesta
o délce N+2, (N/3), se d4 pocokoladovat % +2 kousky ¢okolady, protoze konci
- 2-0-0 -2, coz uz muzeme ztotoznit s N — 1. Tedy na musime vytvorit
takovy vzorec, ktery dava stejny vysledek pro N — 1 a pro N a o jedna vétsi
vysledek pro N + 1 a jesté o jedna vétsi vysledek pro N + 2, ktery je stejny
jako pro N + 3 atd. Tuto vlastnost ndmi vytvofeny vzorec ma, a tedy je urcité
spravny pro jakékoliv N.

Vzorec v zavislosti na po¢tu hran H dostaneme jednoduchou substituci
N=H+1.

(H+1) mod 3

H+1
aH:2. |:+:|_|_

Kruznice

Podobnsé jako u cesty, nejdiive zapisu idedlni schéma (oteviené konce znamenaji
vzdjemné spojeni do kruznice):

~[0-2-0](n-k)—, n€N, K& {nic,1,0 -2}

Vypsanim nékolika prvnich ¢lend nebo stejnym dikazem jako u cest zjistime,
ze pro kruznice plati totéz co pro cesty, tedy

N
aN—2'[3}—|—N mod 3

Vzorec v zavislosti na po¢tu hran (protoze kruznice m4 stejny pocet vrchold
jako hran):

H
aH2~|:3:|+H mod 3

Uplny graf

Protoze v iplném grafu je kazdy vrchol spojen se vSemi ostatnimi, staci mi do
libovolného vrcholu umistit dva kousky cokolady, z nichz jeden snim a druhy



4

posunu na libovolny jiny vrchol. Na pocokoladovani iiplného grafu mi tedy staci
vzdy pouze 2 kousky c¢okolady.
anN = 2

A stejné tak (ne)zavislost na po¢tu hran:

CLH:2

Binarni strom

Binarni strom je strom, ktery obsahuje pravé jeden vrchol druhého stupné,
urcity pocet vrcholu tfetiho stupné a urcity (nenulovy) pocet vrcholt prvniho
stupné. Nejlepsi feseni, jaké jsem pro obecny binarni strom nalezl, je umistit 2
kousky ¢okolady do jeho kofene a po jednom do vSech vrcholt stupné 3.

Vzorec pro pocet kouski ¢okolady v zavislosti na poctu vrcholid odvodime
takto: Jeden vrchol (druhého stupné) tvoii kofen. V ném jsou umistény 2
kousky cokoladdy. Nejjednodussim binarnim stromem je vlastné cesta o délce 3.
Pokud vytvarime delsi strom, vrchol 1. stupné je nahrazen vrcholem 3. stupné
a na néj jsou napojeny dva nové vrcholy 1. stupné. P¥ibude tedy jeden vrchol
1. stupné a jeden vrchol 3. stupné. Z toho plyne, Ze v bindrnim stromu s N
vrcholy je pravé 1 vrchol 2. stupné, % —1 vrcholu 3. stupné a % +1 vrcholi
1. stupné.

Protoze pokladdme dva kousky ¢okolddy na vrchol 2. stupné a po jednom
kousku na kazdy vrchol 3. stupné, musi byt celkovy pocet kousktu cokolady
v zavislosti na poc¢tu vrcholi:

o N1
any =2+ 5
V binarnim stromu je pocet hran vzdy o jedna mensi, nez pocet vrcholt a tedy
N=H+1:
H

Cty¥i zakony &okoladovani
Na zévér jsem se pokusil formulovat 4 zdkony, podle kterych jsem navrhoval
své grafy. Priorita zdkonu je nepfimo tmérnd jejich poradovému éislu (tedy 1.
zékon m4 nejvyssi prioritu).
1. Kazdy vrchol musi byt pocokoladovatelny.
2. Na kazdy graf se musi spotfebovat co nejméné kousku cokolady.

3. Cokolady umisténé na grafu se musi snist co nejvice.
4. Pouzivana cokoldda je horka.

Zavér
V ¢lanku jsem popsal odvozeni a dikaz pro nejmensi mnozstvi kouskid co-
kolady potfebnych na pocokolddovani cest, kruznic a uplnych grafti a navrhl
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jsem pravdépodobné nejlepsi rozmisténi pro bindrni strom (ovSem bez ditkazu).
Formuloval jsem 4 zakony ¢okolddovani, podle kterych je radno se fidit pfi na-
vrhovani graf (zvlasté pak podle 4. zdkona =0) ). Pfisté se snad budu zabyvat
plény deskovych her (pokud nékdo toto téma nerozebere diive). Mnoho zdaru
a Cokolady!

Gavento

Téma 2 — Kratery

Prevazné jste se zabyvali rozméry vzniklych kraterti. Bc™ Petr Pecha a Dr'™ Bé-
tka Pechovéa provedli i konkrétni méfeni. Rozhodli jsme se otisknout malou ¢ast
Bétcina ¢lanku, zbytek tvoii surova nameétfena data. Radi ale otiskneme néjaka
zpracovand data, napt. néjaky pékny graf (jeden).

Kratery v bahné
Dr" Alzbéta Pechovd

Provadéla jsem praktické méreni tvaru, velikosti a hloubky krateri v téchto
materidlech: hlina sucha, vlhka, bahno.

Meéfila jsem kratery vzniklé pomoci sedmi kameni lisicich se tvarem, veli-
kosti a hmotnosti padajici ze t¥i riznych vysek (0,5m, 1m, 2m).

Dopadové rychlosti kament z riznych vysek

Kameny maji malé tfeni, proto jsem ho zanedbavala a pdd kamene povazovala
za volny pad. Pro drahu volného padu plati

1
=h=Zgt*.
S 2g

|2h
t=]=.

Vyjadiim si cas

Velikost rychlosti pfi dopadu je

Lavéry
Tvar krateru zavisi na tvaru podstavy padajiciho pfedmétu.
Rozméry jsou zavislé na na dopadové rychlosti, tedy na vysce, ze které ka-

men hizim, a nezavisi na jeho hmotnosti!. Dale zavisi na materilu, do kterého
kémen poustim.

L Pozn. red.: Opravdu? Klara Krejéickova zastava nazor, Ze velikost krateru
zavisi na energii dopadajiciho predmétu, tedy i na hmotnosti i na rychlosti.
Ktera z dam ma pravdu? Také by nas zajimalo, jak by ta zavislost mohla
matematicky vypadat.



Lenka Svidrnochova zjistila, Ze dopadajici predmét zapadne hloub, pokud je
material mokry, sypky, nakypreny, ... Kterou fyzikalni veli¢inou by §lo popsat
tu vlastnost, ze se do latky predmét zaryje hloub? Jak hloubka krateru na této
veli¢iné muze zaviset?

BzucobdZuzka

Reseni uloh

Uloha 1 — Rovnovaha (2b)

Zadani:
Pred vami je systém velmi lehkych zavésengch vah s poméry délek ramen a misty pro zavéseni
zavazi jako na obrdzku.

Zjistéte, jak na mista A aZ I zavésit zavaZi o hmotnostech 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 kg
(kazdé pravé jednou), aby byla kaZdd vdha v rovnovdze.

Hmotnost samotnych vah neuvazujte.
Reseni:
Tuto tdlohu asi neslo fesit jinak, nez inteligentni hrubou silou. Hruba sila zna-
mend projit vSechny moznosti, vyzkouset ale vSech 9! rozmisténi zévazi neni
moc inteligentni. Mnozi z vas si vS§imli né€kolika véci:

e Kazda vaha urcuje jednu rovnici rovnovahy na pace, obecné:
E dim; = E dim;,
icL i€R

kde L a R jsou mnoziny zavazi nebo vah na levé a pravé strné, d; a
m; jejich hmotnosti.
Pro tento systém vah:
4A =B
3F =G
3D+2E=1(F+G)+2H
3(A+B)+1C=1(D+E+F+G+H)+2I
Tedy 4 linearni rovnice o 9 nezndmych. Navic jesté ale vim, ze
A+B+C+D+E+F+G+H+1=45.
e Na vahdch se dvéma zavazimi (A, B) a (F,G) je jen maly pocet moz-

nosti: (A =1,B =4) a (A =2,B =8)naprvni, (F =1,G = 3),

(F=2,G=6)a(F=3,G=29) na druhé. Moznosti (A = 2,B = 4)
a (F = 2,G = 6) se navic vylucuji.
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e Pii A =1 a B = 4 se nejvyssi vaha uréité prevazi doprava, i kdyby
totiz C = 9 a I = 2, pak paka ptsobici na pravou ¢ast bude 2 -2 +
+1(3+5+6+7+8) = 34, zatimco na levou jen 3(1+4)+1-9 = 24.
Takze A=2a B=38.

e Zbyva prozkoumat moznosti (F' =1,G = 3) a (F = 3,G = 9), pokud
vyzkousim H € {4,5,6,7,9} proprvnia H € {1,4,5,6, 7} pro druhou,
hned mi pro prvni vyjde jedind moznost (D =4,E =5, H = 9) a pro
druhou (D =6,E=1,H =4)a (D=6,E=4,H =7). Jesté kratkd
uvaha o mozZnostech pro C' a I, a zbude jedind moznost, a to A = 2,
B=8C=6D=4E=5F=1G=3H=91=T1.

s N
A [ h

R

Dalsi zajimavé pozorovani by bylo naptiklad to, ze 3D + 2E = 1(F + G) +
+2H = 4F+2H implikuje, ze D je urcité liché. Pokud uz vime, ze (A=2, B=8),
pak C'a D+ E+ F+G+ H musi dat stejny zbytek po déleni 2 (protoze 3(A+ B)
i 2] jsou sudé), ale potom z ¢isel 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9 na I nutné zbude liché. Mozna
by §lo udélat jesté vice takovych inteligentnich pozorovani (napiiklad pro H
opravdu nebylo tfeba zkouSet uplné vSechny moznosti), ale to pro tuto tlohu
uz neni potteba.

Pokud bychom méli néjakou mnohem vétsi soustavu (tfeba vyplii zadni stra-
ny v minulém éisle), uz pro ni nic jiného nez omezenou hrubou silu neznam.
Vymyslite néco?

Gavento

Uloha 2 — Automat (5b)

Zadani:
Vas oblibeny hrdina lisacek Riki se potykd s automatem na sladkosti. Rdd by z néj dostal své
dva nejoblibenéjsi pamlsky — kofolu a cokoladu. JenZe tento automat je néjaky podivnyg, misto
minci do néj vkladdte posloupnosti cifer a misto drobnijch vract jiné posloupnosti cifer.
Na automatu je v ndvodu k pouziti napsano toto:
e Automat prijimd a vraci pouze cifry 1,2,3,4,5,6,7.
® Po vloZeni 122 vrdti automat z. (Napt.: 1422 vrdti 42.)

e Pokud x vraci y, pak 3x vrdti yy (Napft.: 317652 vrdti 765765, protoze 17652 vraci
765.)



Pokud x vract y, pak 4x vrdti y pozpdtku. (Napt.: 417652 vrdti 567.)

Pokud x vraci y, pak 5x vrdti y bez prond cifry. (Napt.: 517652 vrdti 65.)

Pokud x vraci y, pak 6z vrati 1y. (Napfi.: 617652 vrdti 1765.)

Pokud x vract y, pak Tz vrati 2y. (Napi.: 717652 vrdti 2765.)

Pokud vloZite posloupnost, kterd nic nevraci, automat bude minutu vréet a nedd vam

nic.

e Pokud vloZite posloupnost x, na kterou automat odpovi xx (tedy jejim zdvojenim),
dostanete kofolu.

® Pokud vloZite posloupnost x, na kterou automat odpovi x bez posledni cifry, dosta-

nete c¢okolddu.

Kdyz Riki zkousel zadat 5371362, dostal zpét 36236. Po vloZeni 537136 na néj automat jen
zlostné vréel. To lisdcka trochu vydésilo, co bude ted délat? Poradte mu vy, které dvé posloup-
nosti md Riki zadat do automatu, aby dostal obé pochoutky. Treba se s vami na soustredéni
rozdeli.

Posloupnosti by nemély byt prilis dlouhé (aby Riki zatim neumtel hladem a Zizni). Bohaté
by vdm meélo stacit 20 cifer na kaZdou.

Reseni:

Vas oblibeny hrdina lisacek Riki dostal spoustu spravnych rad, jak se dostat
ke kofole i k ¢okoladé. Nejkratsi zaslané feseni pro kofolu je 3474536134745362,
pro ¢okoladu rekordni 31312 (ackoli vétsina z vas poslala delsi 53615362). Jak
se k témto posloupnostem dostat?

® Postupné si najdu takové k, ze klx2 — x1x2 pro libovolné z. Potom
totiz 3k1z2 — xlz2x1x2 a stacl mi dosadit x = 3k a mam to.

® Zacnu s 122 — x, pfidam jednicku: 6122 — 1z,
zdvojim: 36122 — lxlx, a odeberu prvni jednicku: 536122 — x1x .

e Ted bych chtél mit na konci 2, ale k tomu mi staci posloupnost otodit:
4536122 — ‘T1T , pak pfidat 2: 74536122 — 2T 1T , a jesté znovu
otoCit: 474536122 — x1x2.

e Dal uz staci jen posloupnost zdvojit: 3474536122 — zlz2zlx2, a
zaridit, aby 3474536122 = z122, neboli dosadit z = 3474536:

® 3474536134745362 — 34745361347453623474536134745362

Huré, kofola!

Pro ¢okolddu si z predchoziho postupu vezmu 53612 — zlx a dosadim
x = 536: 53615362 — 5361536

Tralala, ¢okolada!

A jak dostat kratsi feseni? Vim, ze 3122 — xx a pfitom chci 3122 — 31z,
do toho mi staci dosadit z = 31 a mam 31312 — 3131.

Thando, hoika ¢okolada!

Gavento

Uloha 3 - Kolo (3b)

Zadani:

Jizdni kolo zanechalo v pisku na pldzi stopu. Rozhodnéte, kterym smérem kolo jelo a kterd stopa
je od zadniho kola. Bonusovd otdzka: Pokud predni kolo jelo konstantni okamZzitou rychlosti,
ve kterém misté byla okamZitd rychlost zadniho kola nejnizsi?
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Reseni:

Jede-li kolo beze smyku, pak te¢na ke trajektorii kola vzdy udava smér natoceni
kola. Uvédomime-li si, jak je jizdni kolo konstruovano (zadni kolo vzdy ,mi¥i“
k pfednimu a rozchod [ mezi koly je konstantni), zfejmé lze ziskat trajektorii
predniho kola z trajektorie zadniho kola tak, ze od ni v kazdém bodé naneseme
ve sméru teny stejnou vzdalenost (rovnou rozchodu kol). Odtud uZ lze snadno
rozligit, Ze na naSem obrazku patii Céra jedna piednimu a ¢ara dva zadnimu

kolu.

Stopa kola v pisku

Bonusovéa otazka: Ve shodé s tradi¢ni notaci mechaniky budeme pro vektor
x znadit x jeho velikost a x° jeho smér (tj. bezrozmérny jednotkovy vektor stej-
ného sméru). Bud rychlost predniho, resp. zadniho kola v, resp. v,. Uvazime-li
soustavu soufadnic s po¢atkem v bodé zadniho kola, pak rychlost pfedniho kola
v této soustavé bude v = v, — v,. Necht / je polohovy vektor pfedniho kola
v této soustavé. Vime, ze jeho velikost [ se neméni, coz znamena, Zze v musi byt
kolmy k / (rota¢ni pohyb), coZ vyjadiime pomoci skaldarniho sou¢inu (kolmost
k / je i kolmost k /°):

v-1°=0.

Odtud plyne
vz~I0:vp~IO,

a ozna¢ime-li thel mezi v, a I jako ¥ a uvazime, ze v? = 1, ziskdme pékny

z
vztah mezi okamzitymi rychlostmi obou kol:
v, = vpcosV,

kde ¥ je odchylka smért pohybu kol. Tedy okamzitd rychlost zadniho kola
pri konstantni rychlosti pfedniho kola je nejnizsi, pravé kdyz je tato odchylka
(Ghel) maxim&lni.

Poznamky: Vétsina z vas az na svétlé vyjimky se nad tlohou hloubéji neza-
myslela a vysledky jste spis odhadovali, zdivodnéni se pak hemzila slovy jako

»jasny“, . zrejmé“ apod. Intuice je diilezita véc, ale obc¢as muze ¢lovéka navést i
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Spatnym smérem. Rad bych zde zbotil nékteré myty, které se ve vasich resenich
objevovaly:

1. Hodné z vas spravné usoudilo, Ze rychlost pfedniho kola je vzdy vétsi
nebo rovna rychlosti kola zadniho, takze stejnd nerovnost plati i mezi
drahami urazenymi ve stejném case. Mnozi ale potom s ledovym kli-
dem napsali, Ze si tudiz staci zmérit délky celych trajektorii na ob-
razku, nebo napt. jen mezi dvéma priseciky, ackoliv takové dvojice
usekl kola ve stejném ¢ase zjevné neprojizdéla (pfedni kolo tam vjelo
diiv a dfiv vyjelo).

2. Néktefi jste tvrdili, ze drdha ptredniho kola je vzdy vice kiiva, nez
draha kola zadniho — to zdaleka neni vzdy pravda, jak ukazuje priklad,
kdy predni kolo vedete po kruznici a zadni opisuje mensi kruznici
(kterd mé vétsi kiivost).

3. Castou odpovédi na bonusovou otazku bylo, Ze nejvice poklesne rych-
lost zadniho kola oproti pfednimu v misté, kde trajektorie predniho
kola déla nejostiejsi zatacku, tedy kde mé (lokdlni) maximum jeho
kfivost. To kupodivu neni pravda. To obecné nent stejné misto, jako
to, kde se pfedni kolo maximalné vytoéi viéi zadnimu (a kde se, jak
uz vime, nase hledand mista skuteéné nachdzeji). Do jisté miry to
jde vidét i na naSem obrazku. Pomoci tzv. diferencidlni geometrie lze

ukazat, Ze plati
1

V1+ 12627
kde k. je kfivost trajektorie zadniho kola, a tedy k nejvétsimu poklesu

dojde v mistech, kde naopak zadni kolo to¢i nejvétsi zatacku (tj. jeho
drédha m4 nejvétsi kiivost)!

cosf =

Jarda

Uloha 4 — Pfesuny v mfizce (4b)

Zadani:

Je zaddn ¢tverec ABCD s vrcholy v miiZovych bodech (A = (0,0), B = (6,0), C = (6,6),
D = (0,6)). Vrcholy lze presouvat, ale v jednom kroku jen do sousedniho bodu (i diagondlné,
tedy kazdd souradnice se smi zménit o £1), a navic jen tak, aby se zachoval obsah ctyrihelni-
ka. Ukolem je otocit wjchozi ¢tverec 0 90° (nemusi ale byjt na pivodnich souradnicich). Lze to
uéinit, pokud povolime soucasny pohyb jednim, dvéma, étyrmi body? Pokuste se nalézt takovy
postup, aby se c¢tyriuhelnik co nejméné zdeformoval, tedy aby velikosti ihli ctyruhelniki zistd-
valy v co nejuzsim intervalu. Jak se bude uloha chovat s jinak velkymi pocdtecénimi étverci?

Reseni:

Reseni, kdy se pohybuje soucasné jen jednim vrcholem, je nasnadé: piesuneme
vrchol C' Sestkrat doli doprava, tedy o (1, —1) do (12, 0). Déle pfesuneme vrchol
D doprava do (12,6), a pak vrchol A nahoru doprava do (6,6). Vyuzivame
fakt, ze kdyz posouvame jeden vrchol trojahelnika rovnobézné s protilehlou
stranou, obsah se neméni. Vnit¥ni thly étyiihelnika zistavaji pii tomto feseni
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v intervalu (45°,180°). Lze ovSem ziskat i uzsi intervaly, napiiklad postupem

A=1(0,0), B=(0,6), C = (6,6), D = (6,0)
CH(775)§ AH(7171)§ C*’(874)§ C*’(gvg); A*}(7272)7 A*}(7373)§
B—(1,6); D—(50); B—(26); B — (3,6); B — (4,6); B — (5,6);
B—(6,6); D—(4,0; D—(3,0); D—(20; D—(10); D—(0,0);
C—(8,2); C—(71); C—(6,0); A—(-2,4); A—(-1,5); A — (0,6)

podle H. Florianové, pfi némz thly ztistanou v intervalu (39°, 135°).

Pokud povolime pohyb dvéma vrcholy, mizeme postupovat lépe: Nejprve
¢tverec zkosime (pohybujeme horni stranou doprava), az bude C = (12,6),
D = (6,6). Pak pfesuneme vrchol C' do (12,0) a vrchol A do (0,6). Nako-
nec posuneme spodni stranu doleva a kosodélnik zase narovname do étverce.
Vnitfni Ghly ztstavaji v intervalu (45°, 135°). Z vylepsenych postupt uvedme

opét feseni H. Florianové:

A=1(0,0), B=(0,6), C

C—(7,5), A—(-1,1); C— (8,4),
CH(973)7 A*}(7373)§ B*)(LG),
B—(2,6), D—(4,0); B— (3,6),
B— (4,6), D—(2,0); B-—(5,6),
B —(6,6), D—(0,00; C—(8,2),
C— (7,1, A—(-1,5); C—(6,0),

které udrzi thly v intervalu (53°, 127°).

Jak lze oc¢ekévat, povolime-li pohyb vSemi vrcholy zarovein, lze udrzet thly

v jeSté uzsSim intervalu. Reseni ovSem zacinad byt zalezitosti

spise pro stroj

nez pro ¢lovéka, protoze neni uz tak snadné rozhodnout, zda dané posunuti
vrcholi zachova obsah ¢tyfthelnika. Nasledujici sekvence ukazuje feSeni, kdy

vnitini thly ztstédvaji v intervalu (80°, 100°):

A—(0,0), B—(6,0), C—(6,6),
A—(0,-1), B—(6,0), C— (56),
A—(1,-1), B—(7,2), C—(57),
A—(2,-1), B—(8,2), C— (6,7),
A—(2,-1), B—(9,3), C—(6,7),
A—(2,-2), B—(8,2), C— (6,6),
A—(3,-1), B—(8,3), C— (47),
A—(2,-1), B—(1,3), C—(3,7),
A—(2,-2), B—(6,3), C—(2,7),
A—(1,-2), B—(54), C—(1,7),
A—(2,-2), B—(6,5), C—(2,7),
A—(3,-1), B—(7,6), C—(3,8),
A— (4,0), B-—(7,6), C—(2,8),
A— (5,00, B—(6,7), C—(1,8),
A—(6,1), B-— (57, C—(0,7),
A— (6,0), B—(6,6), C—(0,6),

Otazka nejuzsiho mozného intervalu

zustava oteviena, a nejspiSe nepujde

o snadny problém. D4 se ocekavat, ze pfi zvétSovani Ctverce se interval bude

N

zuzovat, nebof miizka se stava vzhledem ke étverci ,hustsi“.

Jarda
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Uloha 5 — Na divokém zapadé (5b)

Zadani:

Svého casu Zil jeden kovboj, ktery moc rdd predvddél, jok presné dokdze strilet. Jednoho dne
se u ohrad seslo pdr lidi, tak toho hned vyuZil. Nékde vylovil malé pil-kilové zdvaZi (malinky
vdlecek vysoky asi 5cm), postavil ho na metr vysokou ohradu a vrdtil se 50 metri zpatky mezi
prihliZejici. Zatimco se ostatni divali na nepatrny cil v ddlce a hddali se, jestli ho trefi, kovboj
vzal svij kolt raze 11 mm, nastavil pred kladivko posledni olovény naboj v bubinku, zamiril a vy-
strelil. Slaby kovovy zvuk, ktery poturzoval, Ze stiela trefila vdlecek, témeér zanikl v bezprostiedné
nasledugjicim odrazu zvuku vystrelu od nedalekého lesika.

Jenze to mebylo vsechno. OkamZzik nato se vsichni, kdo zatim pozorovali stielbu, otocili
a wvidéli mistniho bankére, jak se hrouti na zem a drzi se za hrudnik. Chvili se vSichni jen
nechdpavé divali, ti pohotovéjsi se snazili bankéri rychle pomoct. Ale po chvili uz dosli nékteri
k jasnému zdvéru. Chytili kovboje a obvinili ho: ,To ty jsi ho zastrelil! Stiela se odrazila a
zasdhla ho.“ Netrvalo dlouho, a nékteri si prisadili: ,,Dobre jsi to pripravil, vypadd to jako
ndhoda, ale sam potad predvadis, jak umis stiilet. Co? Dokazes trefit vdlecek tak, aby se strela
odrazila tam, kam chces!*

Konecné dorazil z osady Serif. Rozhlédl se kolem a pozeptal se nékolika lidi, co se stalo.
(Mistni serif byl velky nadsenec do praci takovych pdnt jako Sir Newton a dal$i.) Na chvili se
zamyslel, zeptal se, kde stdl strilejict, odkrokoval si vzddlenost k lestku a zjistil, Ze je to asi 60
metru. Obdobné zjistil, Ze bankér stdl trochu ddl neZ ostatni prihliZejict, asi 10 metri vpravo
od kovboje. Opét se na chvili zamyslel, a pak prohldsil smérem k nékolika lidem, kteii stdle
drzeli nebohého kovboje: , Pustte ho, jeho kulka za to nemiZe. A zkuste co mejrychleji chytit
skuteéného vrahal!“

Jenze jakkoliv tu mél Serif autoritu, takovéhle prohldseni nikomu nestacilo. Jakpak ne-
mohla, odrazila se a zasdhla ho, vZdyt je to jasné. A néjakd fyzika? S tim na nds nechodte.

Serif tedy dosel k ohradé a zjistil, Ze vdlecek lezi v trdvé asi 6m od mista, kde stdl pred
vystrelem, a odletél pod uhlem asi 60° vici sméru, kterym priletéla kulka. Opét se na chvili
zamyslel, pak zavolal lidi a ukdzal smér: ,Poradné se timhle smérem podivejte. Tam bude kulka,
kterd shodila vdlecek.“ Vydali se tedy hledat a kupodivu ji po chvili nasli zaraZenou ve sténé
nedaleké kilny témeér presné ve sméru, kterym Serif ukdzal. To uZ stacilo vsem, aby uznali, Ze
kovboj je (alespori tentokrdt) nevinny.

Na zdkladé ¢eho Serif hned prohldsil, Ze bankére nemohla zasdhnout kovbojova kulka? Jakym
smérem potom ukdzal, Ze tam najdou kulku? A jak tento smér urcil?

Reseni:

Pozn. red.: Na zacatek bych se chtél omluvit za chybu v zadani. P¥i vymys-
leni tilohy jsem do konecnych cisel zapocital hmotnost strely takovou, jaka by
odpovidala poloméru kulky 11 mm (a tedy dvojndsobné rézi). Réze je ve sku-
tecnosti prumér hlavné a kulky. Tato osminasobna zména hmotnosti kulky dost
podstatné zméni celou tlohu. V nasledujicim textu ukazu reseni jak pro pi-
vodné zamysleny priipad kovboje strilejiciho z priruc¢niho déla o razi 22 mm,
tak i variantu pro ¢isla uvedena v zadani. V druhém pripadé bude mit ale Serif
podstatné tézsi praci.

Prvni véc, kterad se da z uvedenych tudaju zjistit, je rychlost kulky. Vim, ze
zvuk vysttelu se odrazil od lesa, a putoval po dréze 120 metrt. Za stejnou dobu
kulka urazila vzdalenost k zavazi a zvuk narazu se vratil 50 metru zpét. Tedy
kulka urazila vzdalenost 50 m za stejnou dobu jako zvuk 70 m.? Za pfedpokladu

2 Strely z koltt divokého zépadu skutecné nepiekrac¢ovaly rychlost zvuku.
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1

rychlosti zvuku asi v, = 340m - s™" mi pro rychlost kulky vyjde

50

%vz =240m-s~!.

Vo =
(Tato hodnota je pfesné vzato primérnou rychlosti kulky po dobu letu k zévazi,
ale budu ji dale povazovat za v ramci pfesnosti shodnou s rychlosti kulky pfi
narazu.)
Nasleduje urceni hmotnosti kulky. Podle idaji v zadani je raze pistole,
11 mm. Hustota olova je o = 11340kg - m—3, tedy

1
mzéﬂd?’g:7,9g.

Jak uz jsme napsal vySe, ¢iselné tidaje v zadani byly pocitany pro dvojnasobné
velkou kulku s osmindsobnou hmotnosti, tedy 63 g.

Jesté rozeberu v teoretické roviné otazku, jestli se stfela mohla odrazit zpét
na bankéte. Pti zadané hybnosti dopadajici kulky a hmotnosti valecku to nelze
vyloucit. Pokud je hmotnost valecku vétsi, nez hmotnost sttely, je mozny odraz
kamkoliv (z hlediska zachovani hybnosti a energie).

Pro thel odrazu « bude odvozeni vypadat nasledovné. Hybnost udélené va-
lecku musi byt rozdil hybnosti dopadajici a odrazené kulky.? Z kosinové véty:

2
v

vZ = 03 4 v? — 29y cos

Sm ‘ <3w

kde vy je rychlost valecku, m, jeho hmotnost a v; rychlost kulky po odrazu.
Kineticka energie se pfi narazu nemusi zcela zachovat, ¢ast se ztrati jako zahrati
a deformace stfely a valecku. V meznim idealnim pripadé se kineticka energie
zcela zachova, ve skutecnosti bude rychlost po narazu o néco nizsi. Pti zachovani
kinetické energie plati

My 2 2 _ 2
ﬁvvzvo—vl.
Dohromady tedy
m
— (’U(2) —vf) = v + v} — 2upv; cos a;
m
m m
0= (14——") v? — 2upv; cos a + (1——") vg;
m m
2
My v v m
0= (1+7v) —;72—1 cosonr(lf—v) ;
m /) vg Vg m

v, cosa+ \/(mv/m)2 —sin® a

vo (my/m)+1

Pfitom hodnotu (vq/vg) je tfeba chapat jako maximélni moznou hodnotu po-
meéru rychlosti stfely po narazu a pred narazem.

3 Hybnost je vektor, takze séitani a odeéitani je tieba provadét vektorove.



14

Redeni pro priruéni délo s hmotnosti kulky 63 g

Tato varianta je ptivodné zamyslenou pii psani zadani, bohuzel ale neodpovi-
dajici razi v ném uvedené. Pokud se kulka méla odrazit na bankéfe, musi byt
thel odrazu oo = 180° —tg 10/50 = 168°. Po dosazeni do vyse uvedeného vztahu
vyjde, Ze v tomto pfipadé mohla mit kulka po odrazu maximalné 78 % ptivodni
rychlosti. To je jesté pomérné velka rychlost, ale nesmime zapominat, Ze jde
o nerealny mezni ptipad, rychlost kulky navic povazujeme po celou dobu letu
k valecku za stejnou — nebrzdi se o vzduch. Obé tyto zanedbani snizi vyslednou
rychlost kulky. Serif navic mohl uvazovat nasledujicim zptisobem: Pokud by se
kulka trefila do hrany valecku, urc¢ité se hodné zdeformuje a ztrati podstatnou
¢ast energie. Pokud se trefila do boc¢ni stény valecku, nemohla se nijak pod-
statné zménit jeji svisla rychlost a za dobu, nez by dolétla k bankéti, by uz byla
na zemi a nezasahla by jej do prsou. Od kovboje k valecku letéla kulka asi 0,2's
a za tu dobu klesla asi o 20 cm. To odpovida tomu, ze kovboj vystfelil z bézné
vysky a trefil valecdek ve vySce jednoho metru. Ale zpét k bankéri letéla kulka
minimélné dalsi 0,3s a za tu dobu by uz klesla o metr navic.

Tohle by bylo vyfeseno, ale kde tedy hledat kulku. Pokud pfedpoklddam, ze
véleGek dopadl pfimo na popsané misto (nekutdlel se po zemi apod.), miZzeme
na zakladé faktu, ze z vysky 1 m padal volnym padem asi 0,45s a mezitim se
vzdalil 6 m, urcit jeho rychlost po narazu: v, = 6m/0,45s = 13m - s~ 1.

Pii libovolném razu se musi zachovavat hybnost. Rozepisi si ji na dvé slozky
(nezapominejte, hybnost je vektor) — ve sméru ptilétajici kulky (ozna¢im z) a
ve sméru kolmém (oznacim y).

1 3
mvg = Muiy + 3 MyVy , 0 =mvyy, + - My Vy ,
my V3my,
Ulw:vo_%vvy Uly:_W'Uv-
Z toho po dosazeni vi, = 187m-s™! a vy = —91m-s~!. Tedy kulka se

odrazila rychlosti 210m - s~! pod tihlem 30° na opa¢nou stranu nez valecek.

P nérazu se asi 23 % ptvodni kinetické energie ztratilo jako teplo a de-
formace. To neni mnoho, ale vzhledem k pomérné malému thlu odrazu by se
tomu snad dalo véfit i pro olovénou kulku.

Redeni pro b&zny kolt s hmotnosti kulky 7,9 g

Uvahy o moznosti odrazu kulky pfimo na bankéie budou obdobné jako vyse.
Mensi hmotnost kulky zptsobi, ze v pripadé idedlné pruzného odrazu by si
zachovala dokonce 97 % rychlosti. OvSem i tak by po cesté zpét klesla o dalsich
minimalné 60 cm a tézko by bankéte strefila do prsou.

Zajimavéjsi je situace s valeckem. Stfela nemuze zadnym zptsobem udélit
vale¢ku po narazu rychlost 13m - st Serif by si v tomto piipadé té&zko mohl
byt jisty, kam presné se kulka odrazila, ale mohl zkusit uvazovat napfiklad na-
sledovné: Valecek se jesté kus po zemi kutalel, anebo jej nékdo trochu odkopl.
Budu ale pfedpokladat, ze skutec¢né odletél pod thlem priblizné 60°. Ze zacho-
vani energie a hybnosti plyne, ze stfela mohla valecku v tomto sméru udélit
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rychlost maximalné 3,7m - s~!. Ve skute¢nosti to bylo uré¢ité o néco méné kvili
ztratam kinetické energie.

Pokud skutecnou rychlost valecku oznac¢im v,, mohu pro slozky rychlosti
stely po narazu napsat

1 my \/gmv

Ulm:UO_imvvy Viy =

2 m 7

Uhel odrazu stfely je
V3uy

o =arctg ———————.
& 2uom/my — vy

To dévé pro mozné rychlosti valecku hodnoty mezi nulou (nulova rychlost va-
le¢ku, nedoslo k zddnému ndrazu) a 60° (maximélni moZzné rychlost valecku,
Zadné ztraty kinetické energie). Nejvétsi ztraty kinetické energie jsou asi 23 %
pro tihel odrazu pfiblizné 30° (rychlost valecku je v tomto pifpadé 1,9m -s~1).
Oba mezni ptipady (0° a 60°) jsou nerealné kvili nulové ztraté energie. Rea-
lité se bude spise blizit maximalni ztrata energie. Navic by bylo dobré, kdyby
valecek ziskal co nejvétsi pocatecni rychlost, aby mél alespon néjakou Sanci
dostatecné se vzdalit od kilu. Serif tedy mohl ukézat pfiblizné pod tithlem 45°
(ztréaty energie asi 20 % a rychlost valecku 2,8 m - s~1) a doufat, Ze je jeho odhad
spravny a priblizné v tom misté stiela skutecné bude.

Poznamka na zavér: Ve velkém mnozstvi feseni se operovalo s odrazem kulky
podle pravidla, ze tihel dopadu se rovna tithlu odrazu, a valecek ziska hybnost
ve sméru kolmém na rovinu dopadu. Takovato ivaha je ale chybna. Podivejte
se na to z pohledu vektorii hybnosti (anebo si rovnou kreslete). Mame vektor
hybnosti dopadajiciho projektilu a vektor hybnosti odrazeného projektilu. Ty
spolu sviraji obecny uhel. Hybnost predana valecku je jejich rozdil. Ale vektor
rozdilu bude s obéma svirat stejny tihel jen tehdy, pokud bude velikost hybnosti
pred dopadem a po dopadu stejna. Tedy navrhovany zakon odrazu plati pouze
pro projektily, které béhem srazky nezméni svou hybnost. To je tfeba pripad
svétla a zrcadla, ale uz ne strely.

Marble
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Vysledkova listina

Ulohy
Pof. | Jméno Do_1|rl r2 r3 r4 r5 t1 t2 + Do D1
1. | Dr™ Alzbéta Pechova 89 2 5 1 2 310 1| 24 24
2. | Be™ Martin Vyska 191 2 5 2 4 3 31 19 19
3-7.| Doc™ Jan Musilek 187 2 3 0 8 0| 13 13
Dr™ Matéj Korvas 721 2 5 3 0| 13 13
BceM™ Petr Dlabaja 132 5 2 2 0| 13 13
Bc™ Hana Florianova 13 2 5 0 4 1 11 13 13
B! Jozef Halaga 131 2 5 3 0| 13 13
8. | Bc™ Petr Pecha 121 2 3 6 1| 12 12
9-10. | Dr™ Radim Pechal 69 2 5 3 0| 10 10
BeM™ Jakub Marian 100 2 2 3 3 0| 10 10
11. | Mgr™ Miroslav Klimos 33| 2 5 1 1 9 9
12-13. | Lenka Svidrnochova 2 0 0 6 0 8 8
Michal Rolinek 1 5 1 1 0 8 8
14-17. | Mgr™ Hana Jirka 33| 2 5 0 T
Bce™ Jan Vaihara 10 5 2 0 0 0 T 7
Jana Fojtova 712 5 0 0 o 7 7
David Navrkal 712 5 0 0 7 7
18. | Krystof Touska 6] 2 2 2 0| 6 6
19. | Martin Volf 5| 2 0 2 1 5 5
20-21. | Michal Petrucha 4 3 1 0 4 4
Dusan Rychnovsky 41 2 2 0 0 0 4 4
22. | Klara Krejcickova 3 3 0 3 3
23-28. | Mgr!™ Tereza Pechova 41| 2 0 2 2
Anita Gregorova 20 2 0| 2 2
Pavel Makovec 20 2 0 0 2 2
Julie Musilova 20 2 0 2 2
Irena Pavlickova 2| 2 0 2 2
Pavla Zarubova 2| 2 0 0 O 0 2 2
29-30. | Juraj Hartman 1 1 0 1 1
Zbynék Klikos 1 0 1 1
31. | Mgr™ Marek Pecha 391 0 0 0 0 0 0
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