Studentsky matematicko-fyzikalni casopis

rocnik XII ¢islo 7-8

Milé fesitelky, mili Tesitelé,
préaveé drzite v rukou posledni ¢islo dvanactého ro¢niku vaseho, zarucené nej-
oblibenéjsiho, matematicko-fyzikalniho ¢asopisu :-). Kromé vzorovych feseni
a komentari k ilohdm a témattim si v ném muzete prohlédnout i zavéreénou
vysledkovou listinu. Nam nezbyva, nez pogratulovat vitéztim a podékovat vam,
Ze jste nas semindf tesili i v tomto roce, a poptat ty nejhezéi prazdniny. Pokud
jste letos nematurovali, nezapomente v pristim roce opét pilné fesit, abychom
se s vami mohli setkat tfeba na nékterém soustfedéni.
vase redakce

Reseni témat

Téma 1 — Prozkoumejte vodu

Vratme se ke ¢ldnku Dr'™ Bétky Pechové o chemickych vlastnostech vody. To-
mdad$ Zeman nadm napsal, Ze jeji popis modré skalice neni pfesny. Jde o to, ze
molekuly vody jsou v této molekule vazany koordina¢né (vytvareji tedy kom-
plex), ale nejsou vechny navazany na jednom iontu. Ctyf¥i jsou vazany na méd
a posledni je pripouténa k siranovému aniontu. Kdyz modrou skalici zahiiva-
te, pripravite ji o ty ¢tyri molekuly vody na médi, ale ta na siranu zustane
nedotcend. ,,Anhydrid“ siranu médnatého je tedy ve skutecnosti monohydrét.
Odvodiiovani modré skalice vypada nasledovneé:

CuSOy4 - 5H50 — CuSOy4 - H2O + 4 H,0.
Pokud bychom bilou skalici zahtivali dal, rozpadne se
CuS0O,4 - H,O — CuO + SO3 + H;0.

Je vidét, ze vazana voda se nakonec odpoutéd, ale to zpiisobi rozpad molekuly
siranu. V zihacim kelimku vam tedy zustane hnédy, ve vodé nerozpustny prasek
CuO a laboratof bude zamofena oxidem sifi¢itym, ktery pii styku s vlhkou sliz-
nici vytvari kyselinu sirovou, coz neni zrovna prijemné. K tomuto déji dochazi
pri dosazeni teploty asi 250 °C.

Bzz

Téma 2 — Konstrukcni alohy v prostoru

Pozn. red.: Clanek Mgr™ Terezy Pechové popisuje konstrukci opsanych a vepsa-
nych kouli pravidelnym télesiim. Vzhledem k tomu, Ze opsané a vepsané koule
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Ctyfsténu jsme otiskli uz v minulém cisle, otiskneme v nasledujicim ¢lanku jen
to, co zatim nebylo publikovano.

Opsané a vepsané koule pravidelnych téles
Mgr™ Tereza Pechovad

Konstrukce opsané a vepsané koule krychli

Je zadana krychle, jejiz vrcholy si ozna¢ime standardné pismeny A, B, C, D,
E,F, G, H.

H G

A B

Obr. t2.1

Koule opsana této krychli bude mit stfed tam, kde by se protnuly télesové
thlopticky krychle, a polomér je vzdalenost tohoto bodu od kteréhokoli vrcholu
krychle. Stifed kruznice opsané najdeme tak, ze body A, D, F, G proloZime
rovinu, pak prolozime rovinu body B, C, E, H. Jejich pruse¢ikem ziskdme
pfimku, na niz lezi stfed kruznice. Déle prolozime rovinu body A, B, H, G,
ktera protne vzniklou primku v jednom bodé, coz je hledany stfed kruznice
opsané této krychli.

Stied vepsané koule najdeme stejné jako stfed opsané (vidime zde analogii
se stfedy opsané a vepsané kruznice ¢tverci). Roviny ADFG, EHBC, ABHG
se protinaji v bodé S, coz je hledany stfed vepsané koule. Jeji polomeér je
vzdélenost tohoto bodu S od priseciku sténovych thlopticek. Tento prisecik
staci najit jen u jedné z Sesti stén. Pro sténu ABCD to bude vypadat takto:
Z bodu A a z bodu C sestrojime koule o stejném polomeéru. Jejich priunikem je
kruznice, kterou prolozime rovinu. Stejné tak z bodi D a B sestrojime koule
o 0 poloméru. Jejich prinikem je taktéz kruznice, kterou prolozime rovinu.
Tyto dvé roviny jsou na sebe kolmé a taky jsou kolmé na sténu ABC D, Jejich
prusecik s touto sténou je hledany bod, jehoZ vzdélenost od stiedu S je polomér
vepsané koule.

Konstrukce opsané a vepsané koule kvadru

Je dan kvadr ABCDEFGH.
Pri konstrukci opsané koule budeme postupovat uplné stejné jako pti kon-
strukci opsané koule krychli. Najdeme stied této koule a to pomoci rovin
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ADFG, EHBC, ABHG. Prusecik téchto tii rovin je hledany stfed koule opsa-
né. Polomér této koule je vzdalenost mezi stfedem a kterymkoli vrcholem.

Domnivam se, ze tak jako nelze vepsat kruznice do obdélniku, nelze ani
vepsat kouli do obecného kvadru.

Konstrukce opsané koule pravidelnému osmisténu

Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Necht vrcholy A, B, C, D lezi v jedné
roviné, vrchol E lezi pod rovinou ABCD a vrchol F' nad rovinou ABCD.

F

E

Obr. t2.2

Stied koule opsané lezi v roviné r uréené vrcholy A, B, C, D. Sestrojime
dvé koule z bodi A a C o stejném poloméru. Jejich prinikem je kruznice,
kterou prolozime rovinu p. Stejné tak z bodi B a C sestrojime koule o stejném
poloméru, jejich prisecik je kruznice, kterou prolozime rovinu ¢. Priisecik rovin
p, ¢ a r je hledany stfed koule opsané S. Polomérem této koule je vzdalenost
bodu S od kteréhokoliv vrcholu osmisténu.

Angwin

Reseni uloh

Uloha 5.1 — Konference (5b)

Zadani:

Mezindrodni konference o ochrané svétové populace lisek a listicek se zicastnilo 10 zemi: Ar-
gentina, Belgie, Cesko, Ddnsko, Egypt, Francie, Gronsko, Haiti, Indie a Japonsko. KaZdd zemé
vyslala na konferenci prdavé ctyri ucastniky. Kazdy ucastnik béhem konference jednou vystoupil
se svym prispévkem. Kolika zpisoby bylo mozné prispévky ucastniki usporddat tak, aby se ne-
stalo, Ze vsichni icastnici z néjaké zemé budou vystupovat hned za sebou, a konference se tim
stane jednotvdrnou? Pokuste se tlohu vesit i pro obecny pocet zemi a ucastniki.

Reseni:

Nejprve vyfesme snazsi priklad, na kterém muzeme nahlédnout princip a ktery
ndm pomtlize pii feSeni obecném. Pokud bychom méli jen t¥i zemé (Albanii,
Bulharsko a Cesko), z nichz pfijede po ¢tyfech tidastnicich, a nechceme, aby
vSichni Gcastnici z jedné zemé vystupovali po sobé, budeme postupovat takto:



Nejprve spocteme, kolika zptsoby by bylo mozné konferenci usporadat, po-
kud bychom zadny takovy pozadavek neméli. Pak muzeme ti¢astniky usporadat
12! zpisoby. Nyni uvazujme vSechny takové zptisoby (zakazané), kde napi. Al-
béanie mé 4 ucastniky tésné za sebou. Takovych bude 4!9! a toto ¢islo tedy od
celkového poétu moznosti odecteme. Totéz udélame pro Bulharsko a Cesko.
Pocet zptisobt je tedy

121 —3-4!-9!.

Nyni si ale musime uvédomit, ze jsme ,,omylem* odecetli vicekrat moznosti, kde
ucastnici dvou zemi, tedy napt. Albénie i Bulharska, jsou kazd4 zemé sefazeny
po sobé. Takovych usporadani je

(42 - 6! (g)

(4! za sefazeni ucastniki v kazdé z dvojce zemi Albénie, Bulharsko, 6! za sefa-
zeni vSech ostatnich, kde Albénii i Bulharsko povazujeme za ,,jednoho ucast-
nika“ a (3 nad 2) za prostiidani vSech zemi v pozici nynéjsi Albanie a Bulharska,
tedy pocet dvojic zemi, které takto jednotlivé fesime), my jsme vSak odecetli

3-2.(4)%-6!,

takze je potieba jesté pricist ¢len

(41)? - 6! (g)

12! 3.41-91 1 (41)? - 6! (3)

a ziskdvame

zpusobd. Obdobné, abychom opravili doposud nespravné pfi¢teny pocet moz-
nosti, kdy jsou vSechny zemé usporadany s ucastniky tésné po sobé, odecteme

élen s (g)

a ziskame celkovy pocet moznosti jako

12! —3-4!- 9! + (41)* - 6! (g) — (41)® - 3! (g) .

Nyni uvazujme, ze je zemi obecné n a kazda ma tucastnikti obecné k. Bez ja-
kychkoliv omezeni na pofadi uc¢astniki tedy mame (kn)! zpisobti, jak Géastniky
uspotadat. Potom odeéteme viechny takové zptisoby, kde jedna zemé (BUNO!
Cesko) mé viechny své t¢astniky pohromadé — téch je k!(kn — (k — 1))!. Proé¢

! bez Gjmy na obecnosti
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pravé kn — (k — 1) a ne kn — k? ProtoZe zemi, kterd ma zrovna vSechny ucast-
niky u sebe, nahradime ,,jednim prvkem, ktery se nachazi v k! stavech“ (pokud
fadime ti¢astniky mezi sebou za podminky, ze vichni Cesi jsou vedle sebe, po-
hybujeme s ceskou reprezentaci jako s jednim ticastnikem, a pro kazdé nalezené
usporadani mame navic k! zplisobt, jak mezi sebou uspotfddat Cechy — tedy
El(kn — (k —1))! zptsobt). Tuto tvahu provedeme pro kazdou zemi, takze toto
¢islo odeéteme celkem n-krat a mame (kn)! — nk!(kn — (k — 1))! zplisobi.

Nyni jsme ale odecetli vicekrat takové uspofadani, v nichz jsou dvé zemé
pohromadé — takovych je v souladu s iivahami vyse

(kD)? (kn —2- (k —1))!

pro kazdou dvojici zemi. Takze po pri¢teni mame nyni

(kn)! — nk!(kn — (k — 1))! + (g‘) (kD)2 (kn — 2 (k — 1))!.

Nyni snadno uhodneme, Ze jsme zase prilis mnohokrat pricetli kombinace, kdy
pravé tfi zemé maji tcastniky sefazené tésné za sebou. Kolikrat? Praveé

(g) (kN2 (kn — 3 - (k — 1))!

krat! Takze nahlédneme, Ze celkovy pocet zpusobu vznikne jako soucet
! i (" N (kn —i(k — 1))
(kn)! + ;( 1) (l (k)" (kn —i(k —1))!.

(Dosazenim n = 10, k = 4 ziskdme FeSeni zadani.) Tato fada se vyznamné
zjednodusit neda.

Uspésné tuto tlohu vyftesil pouze Doc™ Honza Musilek, ostatni viceméné
chybovali v tom, Ze pro jednotlivé pocty zemi (i), které maji ucastniky se-
Fazeny tésné za sebou, nezapocetli pocet zpusobi, jak lze tyto zemé vybrat
(¢len n nad i), nebo zapomnéli na to, ze je tfeba ucastniky také fadit mezi
zpisobem za pouziti rekurze, v ¢emz bohuzel také tispésna nebyla (udélil jsem
bod navic za pékny napad). Ve skutecnosti by bylo dovést tento zptsob do
aspésného konce pomérné obtizné.

Irigi



Uloha 5.2 — Posloupnost (5b)

Zadani:
Sestavme si dvé posloupnosti prirozenych cisel podle ndsledujicich pravidel:

al =17
b, = 4n + a, , Vn=12,...
ant1 =min {N\ {ay,az,...,a,,b1,b2,...,b,}} .

Zjistéte posledni cislici ¢isla aygso.
Zn.: dukaz vijhodou.

Reseni:
Vysledek je 2. Politujme vSechny, kdo si vsadili $patné, a oslavme vyhru. Jak
si vSak zajistit vice nez desetiprocentni Sanci?

Prvni, co asi kazdy udéla, je, Ze si napiSe prvnich par ¢leni a pokusi se
z toho néco ,vykoukat“. Prvnich 20 ¢lenti posloupnosti a; vypada na to, ze
jsou jen vynechany nasobky péti. Bohuzel, as; = 25. Generovat rucné i delsi
sekvence sice neni az tak namahavé, ale nase dalsi myslenky by mély sméfovat
spis pocitaci. Matematicti puristé by se sice mohli urazit, ale mame 21. stoleti,
a jen malo matematickych objevi dnes vznika bez pocitact.

Program, ktery spoéte ay a by pro ,rozumna“ N (feknéme do 107, aby se
to pohodlné veslo do paméti na béZném PC), by mohl vypadat napfiklad takto
(rozmyslete si, pro¢ funguje):

! Kéd je v jazyce Fortran.

'Lze ptelozit napf¥. prekladalem g95 (www.g95.org)
program posloupnost

integer,parameter:: N = 10000000

integer:: b(N),bp,a,i

a=1; bp = 1; b(bp) = 1+4x1
do i=2,N
a=a+1
if (a == b(bp)) then
a=a+1
bp =bp +1
end if
b(i) = a + 4%i
end do
print *,’a(N) =’,a,’b(N) =’,b(N)
end program

I tuto ¢ast je ovSem potieba dobie promyslet. VysSe uvedeny program ma
linearni slozitost a na bézném PC spocte vysledek za méné nez sekundu. Po-
kud byste vyrobili néco s kvadratickou slozitosti, experimentovalo by se vam
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podstatné hife. Je ovSem jasné, ze na pfimé feseni naseho problému to pouzit
neptjde — takovou pamétf nemé ani pocita¢ Billa Gatese, nehledé na to, Ze by
to par miliard let trvalo.

Po trose hrani s programem zjistime, ze obé posloupnosti si zachovavaji
zhruba linearni rust. Takze si vyrobime hypotézu

ay =~ alN, by ~pfN.

Experimentalné zjistujeme, ze o ~ 1,236068 a [ ~ 5,236068. Kdybychom chté&li
treti ¢i ¢tvrtou dislici aigso, tak ndm to bohaté stac¢i — nepotiebujeme znat
presné «, (3, ani védét jak se zbavit ~. OvSem pro posledni ¢islici potfebujeme
vice. Takze zkusime sestavit pro «, 3 néjaké rovnice a odtud je spocist presné.
Prvni rovnice je jasna:

b=4+«.

Abychom ziskali druhou, udélame nasledujici ivahu: Vezmeme-li hodné velké
N, pak pocet ¢lend posloupnosti a; nepfevysujicich N bude pfiblizné roven
N/« (az na néjaké plus minus jednicky). Podobné pocet ¢lenti posloupnosti b;
bude N/3. Jelikoz v8ak obé posloupnosti pokrgvaji pfirozend ¢isla, musi byt

N N
—+==N
« + Jé]
a odtud vydedukujeme druhou rovnici
1 1
—+=-=1.
a p

Mame dvé rovnice a feSenim soustavy dostaneme o = V5 — 1, 8= V5 + 3.
Snadno uz experimentalné zpfesnime znaménko =:

an = [aN], by =[BN],

kde [z] znadi dolni celou ¢ast x. Odtud plyne, ze posledni ¢islice ajgso je pravé
padesata Cislice za desetinnou ¢arkou v desetinném rozvoji «, coz, jak zjistime
néjakou sikovnou ,kalkulackou®, je skute¢né dvojka.

Samoziejmé, porad jesté nemame ditkaz pro nase tvrzeni, ale ted uz alespori
mame co dokazovat. Jelikoz nebyl podminkou tlohy, pfenechame jej ¢tenari
jako jednoduché cviceni.

Highegg

Uloha 5.3 — Lucie noci upije ... (5b)

Zadani:

Jisté vsichni zndte réeni: ,,Lucie noci upije, ale dne nepridd“. Tato pranostika popisuje jeden
astronomicky jev, ktery kazdoroéné nastava prdavé okolo 13. prosince. DokdzZete zjistit jaky a
vysvétlit jeho priciny? Napovime vdm, Ze jde o délku dne a ¢asy, kdy vychdzi a zapadd slunce.
Reseni:

Lucie slavi svatek 13. prosince. V tu dobu se délka dne zkracuje a noci prodlu-
Zuje, a to az do zimniho slunovratu, ktery pfipada vétsinou na 21. prosince.



Casty zpiisob, jak je toto réeni vysvétlovano, je piechod z Julidnského na
Gregoriansky kalendar, ktery se udél na poc¢atku novovéku. PTi tom se posunulo
datum zimniho slunovratu o 13 dni. Svatek Lucie by se pfed zménou kalendaie
slavil az po slunovratu, kdy uz se noc zkracuje a den prodluzuje. To vSak

nevystihuje celé prislovi, konkrétné .. ..ale dne neptidd“ urcité nesouhlasi.
den vychod jih zapad
slunce slunce
h min h min s h min
1S
2C 738 11 49 33 16 00
3P 7 40 11 49 56 16 00
48 7 41 11 50 20 16 00
5N 742 11 50 45 15 59
6P 743 115111 15 59
70 7 44 11 51 36 15 59
88S 7 46 11 52 03 15 58
9C 747 11 52 30 15 58
10P 748 11 52 57 15 58
118 749 11 53 25 15 58
12N 7 50 11 53 53 15 58
13P 750 11 54 21 15 58
140 751 11 54 50 15 58
15S 752 11 55 19 15 58
16 C 753 11 55 48 15 59
17 P 7 54 11 56 18 15 59
18 S 7 54 11 56 47 15 59
19N 7 55 11 57 17 16 00
20 P 7 56 11 57 46 16 00
210 7 56 11 58 16 16 00

Slunce v prosinci

Vysvétleni tedy musime hledat jinde. V tabulce jsou vypsané casy, kdy
slunce vychézi, zapadd, a také ¢as prichodu slunce mistnim polednikem (tedy
poledne). Nejprve si vSimnéme ¢asti zdpadu slunce. Vidime, Ze od zadatku pro-
since slunce zapada ¢im dal tim diive. To se déje az do 13. prosince. Po tomto
datu v8ak zépad slunce nastava stile pozdéji (tim muzeme vysvétlit ¢ast ,Lu-
cie noci upije“). Pfi pohledu na vychody slunce vidime, Ze po cely prosinec
slunce vychézi stale pozdéji, svatek Lucie na tom nic nezméni (tedy ...ale dne
nepfid4).
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Pro vysvétleni jsou nejzajimavéjsi ¢asy prichodu slunce jihem (tfeti slou-
pec). Ty pravé zpusobuji ndmi zkoumany jev. Podotykam, Ze to, Ze se Cas
poledne méni, neni chyba a mé to své odivodnéni.

Je zndmo, Ze Zemé kolem Slunce neobiha po draze kruhové, ale po mirné
eliptické. To plyne z astronomickyjch méreni, tvrdi to také 1. Keplertiv zakon.
Z 2. Keplerova zakona pak plyne, ze Zemé (diky své eliptické dréze) kolem
Slunce neobiha potad stejné rychle. Uhlova rychlost, kterd nés zajima, zavisi
na vzdalenosti pfiblizné jako 1/R, kde R je vzdélenost Zemé-Slunce.

Cas, ktery bézné pouzivdme na hodinkéch, (stfedni slune¢ni ¢as) tuto ne-
presnost nezohlediiuje. Predpoklada kruhovou drdhu Zemé a konstantni thlo-
vou rychlost obéhu. Casu, ktery toto zohlediiuje, Fikdme pravy slunec¢ni ¢as.
Odviji se od pohybu slunce na obloze, lisi se pro kazdou zemépisnou délku.
Podle ného je slunce na jihu vzdy ve dvanéct hodin (takto je definovén), ale
ne uz stfedniho slunec¢niho casu.

L. BB KRR
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Obr. r3.1

V zimé (zaGatkem ledna) je Zemé nejblize Slunci. Uhlovéa rychlost ob&hu
je nejvétsi, a proto je i vzadjemny posun casi nejvétsi. Vzajemny posun zobra-
zuje tzv. Casova rovnice. Zajimava je i tzv. analemma. Jedné se o smycku ve
tvaru osmicky, kterd vznikad pfi zaznamenavani polohy Slunce v pribéhu roku
vzdy ve stejném Casovém okamziku. Mizete jej jednoduse najit na internetu,
nepovazovali jsme proto za nutné jej pridavat i do cisla.

Kdyz to shrneme, tak réeni ,,Lucie noci upije, ale dne neptida.“ plati hlavné
diky tomu, ze stfedni slunecni ¢as se v ¢ase Vanoc vyrazné posunuje vici pra-
vému slunec¢nimu ¢asu. Tento posun je dan nerovnomeérnou tthlovou rychlosti
obéhu Zemé okolo Slunce, tedy tvarem drahy, po které Zemé kolem Slunce
obiha.

K tvaze vam ponechavame jesté dva problémy. Fungovalo by podobné réeni
napiiklad v Australii? Existuje podobny jev i v 1été okolo letniho slunovratu?

Jindra
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Uloha 6.1 — Kapsa (5b)

Zadani:

Jako soucdst odévu vyrabi textilni tovdrna kapsy ve tvaru jako na obrdzku r1.1. Kapsy bu-
dou automaticky vystiihovdny strojem z dlouhého pdsu ldtky. Navrhnéte $irku pdsu v rozmezi
40-60 cm a zpisob vystrihovdni kapes tak, aby byl odpad ldtky co nejmensi (pds je velmi dlouhy,
takze ,reZii“ na zacdtku a konci pdsu lze zanedbat) a spoctéte, jakou cdst skutecné tvori.

Reseni:
Popiseme feseni navrzené Hankou Jirk. Ta navrhla skladat kapsy do pasi
jako na obrazku r1.2. Abychom zjistili efektivitu tohoto usporadani, staci poci-
tat s fezem pfes piil sitky kapsy podle obrazku rl.3.
Chceme-li pocitat analyticky, je vhodné si obrazek
vhodné umistit do soustavy soufadnic, napf. jako
nas. Pro bod dotyku pak skute¢né vychazi souradnice
(2,2). Lze k tomu dojit tak, Ze si vyjadiime oblouk
horni kapsy jako funkeci

y= f(x) = /2(20 — )

a hleddme maximum z vyrazu f(z) + f(4 — =) na
intervalu [0,4]. Ru¢né nebo pomoci néjaké chytré
ykalkulacky“ pak spocitame, Ze mnozstvi odpadu je
priblizné 4 %. Jelikoz sifka takového pasu je presné
20 cm, 1ze je vedle sebe naskladat dva nebo tfi podle
libosti, a procento odpadu se nezméni. Neni vysoké
a vyrobce by mél byt spokojen.

Highegg

8-cm

Obr. rl.1 Obr. r1.2 Obr. r1.3

Uloha 6.2 — Zakladni otazka o podstaté vieho (5b)

Zadani:
Ve Stoparové privodci galazii se jedna rasa hyperinteligentnich pandimenziondlnich bytosti
pokusila sestavit superpocitac, ktery konecné odpovi na tu zdakladni otazku o podstaté vesmiru,
Zivota a vubec. KdyZ pocita¢ jménem Hlubina mysleni sestavili, s hrizou zjistili, Ze vypocet
bude trvat 7,5 milionu let.

Predstavte si, Ze jste se ocitli v podobné situaci. Mate duleZitou otdzku, pro kterou soucasny
nejuykonnéjsi pocitac na Zemi najde odpoved za 7,5 milionu let. ProtoZe vsak technicky pokrok
na Zemi postupuje milovymi kroky kuptedu, mize byt vyhodné pockat si, neZ bude k dispozici
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vgkonnéjsi pocitac, a pak teprve spustit vypocet. Predpoklddejte, Ze rychlost pocitaci roste
exponencidlné, a zdvojndsobi se kazdych 18 mésici. Spocitejte, kdy bude nejvhodnéjsi viypocet
spustit, aby se obyvatelé Zemé dozvédeéli vysledek co nejdrive. NezZ zacnete pocitat, zkuste si
nejprve tipnout, zda se mohou odpovéd dozvédét drive nez za 42 let?

Reseni:

Oznacime si t; dobu v letech, po kterou
budeme cekat, nez zahajime vypocet. Dobu
vypoctu v letech si oznacime ty. Podle infor-
maci v zadani odvodime vztah mezi témito
proménnymi.

Celkovy Cas t vypocteme jako soucet obou
dil¢ich cast.

Nyni musime zjistit, kdy tato funkce na-
byva minima. Provedeme prvni derivaci funk-
ce. V mistech lokdlnich extrémt je prvni de-
rivace nulova, pokud je definovéna.

Prvni derivace je nulova a pro ¢; rovno
32,587. Pomoci druhé derivace mtzeme ové-
Tit, Ze se jedna skute¢né o minimum. Po dosazeni zjistime, ze vysledek vypoctu
se pozems$tané dozvédi za 4,751 let. Celkovy ¢as je kratsi nez 42 let.

Jirka

Uloha 6.3 — Rozpad (3b)

Zadani:

Jadernidk Lada 12. zdvi 2000 dostal k narozenindm nddherny kus smolince, ktery obsahoval
5g 235U a zakopal si ho na zahrddce. Nyni si vzpomnél, Ze by se mu hodilo néjaké radium
na oSoupané, uZ témer nesvitici rucicky hodinek. Kolik ho tam najde, kdyz bude kopat letos
29. kvétna?

Reseni:
Jisté jste si v tabulkich nasli pfislusnou rozpadovou fadu. (U toho jste prav-
dépodobné vsichni skonéili.)

236U 232Th 228Ra _ 838AC

Radium se tedy nerozpada z uranu piimo, ale pfes thorium, a navic se samo
rozpada dal, to nevypada moc jednoduse ... Pokud jste se ale podivali i na
jednotlivé polocasy rozpadu:

B5U — 22Th Ty 2,4-107 let

232Th — 22%Ra Trn 1,4 -10%° let

228Ra — 22Ac TRra 6,7 let
mohlo vas napadnout, Ze jsou o mnoho fadd vétsi, nez nase doba zakopani, a

tak by bylo mozné vysledek néjak odhadnout.
Spocitame si, kolik Ze to mame vychozich atomt uranu:

m

Ny = ——
O uM

=1,28-10%2,



12

kde m = 5 g je hmotnost, u = 1,66-10724 g je atomova hmotnostni jednotka a M
je nukleonové &islo nuklidu. Cas mezi zakopanim z vykopanim je ¢; = 5,67 roku.
Za tu dobu se rozpadne nasledujici mnozstvi uranu:

Ny = N - (1 _ 2—f1/TU) —921.10",
coz je sice hodné, ale oproti vychozimu mnozstvi je to naprosto zanedbatelné.
Takze muizeme prohlasit, ze se za tuto dobu vychozi mnozstvi uranu prakticky
nezméni a Ze v daném casovém intervalu zavisi pocet rozpadlych atomu na case

piiblizné linedrné? (za kazdy rok se ho rozpadne stejné). Uran se rozpadé na
thorium, takze mnozstvi vzniklého thoria je

Np,=k-t=Ny- (1_2—1/Tu> ot
Thorium se rozpadéa jesté pomaleji, takze pouzijeme stejné zjednoduseni. Mnoz-

stvi thoria, které do ¢asu t vzniklo, mizeme také povazovat za mnozstvi thoria
v Case t, protoze se ho rozpadne zanedbatelné mnozstvi.

350

\,/\u \lr

)
\y Ny \l/V/ \7% vr v, A/ V/ 4

V néjaky cas t se za chvilku d¢ na radium rozpadne
dNga(t) = Nru(t) (1 _ 271/TTh> 9= (t1—)/Tra gy

thoria a za celou dobu, kdy byl poklad zakopan, tak vznikne

ty
Nra(t1) = / No - (1 - 2—1/TU) : (1 - 2—1/TTh) St 2=t/ Tra gy
0

=N, - (1 _ 2—1/TU) . (1 _ 2_1/TTh) .9 t1/Tra,

ty
/ t- 2t/ Tragy
0

2 Spousta vzoreckil, které jste se ve fyzice uéili, jsou ve skute¢nosti exponen-
cidlni zavislosti (teplotni roztaznost, zévislost odporu na teploté, ...). My je
ale vétsinou potfebujeme pouzivat jen na malych rozsazich veli¢in.
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T 2
Nia(t1) = No - (1= 271/70) « (1= 273/Tew ) g0/ Tre. ( Ra) :

In2
t11n2
TRa

- etdr
0

T 2
=Ny - (1 — 2_1/TU) . (1 _ 2—1/TTh) .9~ t1/TRa , ( Ra) .

In2
t1-1n2 %
TR &
4 [z ety B —/ e’dx

— N, - (1 _ 2—1/Tu) , (1 _ 2—1/TT1,) L 9—t1/Tha . (TRa>2_

In2
t1-In2
et (x =1

—1/T —-1/T Tra ?
= No- (1-271/7) - (12 /Th)'<1n2>'

tl -In2 4 /T,
A2 9t /TRa _ q
< TRa +

=244-10°

atomtl radia, tedy asi 9,30 - 10717 g. To neni mnoho, hodinky si Lada asi ne-
spravi ... Pokud by nam jen o odhad, mohli bychom spocitat mnozstvi celkové
vzniklého radia a, protoze doba zakopani priblizné polocas rozpadu, vydélit
vysledek dvéma.

Numerické reseni

Systém, kdy se jeden nuklid rozpada na druhy, druhy na tfeti atd., 1ze velmi
snadno nasimulovat na pocitaci. Zvolite si néjaky rozumné dlouhy ¢asovy krok
(fadové mensi nez vSechny poloéasy v rozpadové fadé), a v jednotlivych cyklech
pocitate postupné mnozstvi jednotlivych nuklidi. Nejprve piibude rozpadem
predchoziho, a pak se sdm rozpadne. Nasleduje program v Pascalu:

program rozpad;

type pole=array[0..3] of real;
const Cas=5.67; {doba zakopani}
cykl=150; {poclet iteraci}
T:pole=(1,2.4E+7,1.4E+10,6.7); {pololasy rozpadu}
var i,j:integer;
N:array[0..3] of real; {mnoZstvi atomi}
dt:real; {interval iterace vydéleny 1n(2)}

begin
dt:=Cas/cykl*1n(2);
N[0]:=0; N[1]:=1.28E+22; N[2]:=0; N[3]:=0;
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for i:=1 to cykl do {n&kolikrat}
for j:=1 to 3 do {Castic kazdého izotopu}
N[j1:=(N[jI+N[j-11*(1-exp(-dt/T[j-11))) {p¥ibyde}
xexp(-dt/T[j]1); {a ubyde}
for i:=1 to 3 do writeln(’N\_’,i,’=’,N[i]);
end.

To preci nevypada jako néjaké drsné programovani ;-). Program mi spo-
¢ital, ze vznikne 2,46 - 105 atomt radia, coz se dobie shoduje s vypoctenym
vysledkem.

%
°
3 S
ey
N
— =&
-~ —~ A

Ale slo to i drsnéji

Uran se rozpadé podle vztahu

dN
dtU =-AvNy = Ny(t) = Noe "',
Tim ptibyva thorium, které se pak samo rozpada. Jeho celkova bilance je

dNTp
dt

= —ArhN1h + AuNy,

kam za Ny musime dosadit z predchozi rovnice. Diferencidlni rovnici, ktera
tam vznikne, musime vyftesit (jde to metodou integra¢niho faktoru). Podobné
bilance radia

dNRa

dt

= _)\RaNRa + ATh N -

Zuzka
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Vysledkova listina za 5. ¢islo

Ulohy
Por. | Jméno Soqlrl r2 r3 t1 t2|>, >4
1. | Mgr™ Ondfej Bilka 43 40
2. | Doc™ Jan Musilek 169 5 0 5 36
3. | Dr'™ Alzbéta Pechova 62 1 3 9 13 35
4. | Mgr™ Ondfej Rott 30 30
5. | Dr™ Radim Pechal 59 29
6. | Mgr™ Tereza Pechova 36 9 7| 16 25
7-8. | Mgr™ Jakub Beran 31 24
Mgr™ Miroslav Klimos 24 24
9-10. | Dr'™ Katefina Bohmova 57 23
Dr™ Tomés Javurek 50 23
11. | Mgr* Radim Vansa 48 22
12-13. | Doc™ Peter Peresini 121 20
Mgr™ Jaroslav Hancl 47 20
14. | Mgr™ Hana Jirka 19 19
15-16. | Doc™ Tereza Klimosova 143 17
Dr™ Tereza Berankova 56 17
17-18. | Dr™ Matéj Korvas 59| 1 1 15
BeM Kristina Kovaléikova 15| 2 2 15
19. | Mgr™ Marek Basovnik 35 14
20-21. | Mgr™ Jakub Oprsal 46 13
Bc™ Beata Hergelova 13 13
22-23. | Mgr™ Marek Scholz 45 12
Bc!™ Marie Dostalova 12 12
24. | Dr™ Jozef Cmar 94 10
25-26. | Be™ Martin Kiivanek 13 9
Jiff Martisek 9 9
27. | Mgr™ Marek Pecha 39 8
28-29. | Dr'™ Eva Cernohorska 89 7
Karolina Janikova 7 7
30. | Martin Alan 6 6
31. | Michal Bezvoda 4 4
32-33. | Lucie Mohelnikova 3 3
Jan Vanhara 3 3
34. | Mgr™ Dérius Gal 20 2
35. | Lenka Svidrnochova, 1 1
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Vysledkova listina za 6. ¢islo
Ulohy

Po¥. | Jméno Sooalrl r2(> >4
1.| Doc™ Jan Musilek 174 5 5 41
2. | Mgr™ Ondrej Bilka 43 40
3. | Dr'"™ Alzbéta Pechova 65 3| 3 38
4. | Mgr™ Ondfej Rott 30 30
5. | Dr™ Radim Pechal 59 29
6. | Mgr™ Tereza Pechova 39 3 28
7. | Mgr™ Hana Jirkt 260 3 4 7 26
8-9. | Mgr'™ Jakub Beran 31 24
Mgr™ Miroslav Klimos 24 24
10-11. | Dr™ Katefina Boshmova 57 23
Dr™ Tomas Javirek 50 23
12. | Mgr™ Radim Vansa 48 22
13-14. | Doc™ Peter Peresini 121 20
Mgr!™ Jaroslav Hancl 47 20
15-16. | Doc™ Tereza Klimosova 143 17
Dr™ Tereza Berankova 56 17
17-18. | Dr'™ Matéj Korvas 59 15
Be™ Kristina Kovaléikova 15 15
19. | Mgr™ Marek Basovnik 35 14
20-21. | Mgr™ Jakub Oprsal 46 13
Bc! Beata Hergelova 13 13
22-23. | Mgr™ Marek Scholz 45 12
Bc!M Marie Dostalova 12 12
24. | Dr™ Jozef Cmar 94 10
25-26. | Bc™ Martin Krivanek 13 9
Jiff Martisek 9 9
27. | Mgr™ Marek Pecha 39 8
28-29. | Dr'™ Eva Cernohorska 89 7
Karolina Janikova 7 7
30. | Martin Alan 6 6
31. | Michal Bezvoda 4 4
32-33. | Lucie Mohelnikova 3 3
Jan Vanhara 3 3
34. | Mgr™ Darius Gal 20 2
35. | Lenka Svidrnochova 1 1




