
� Studentský matemati
ko-fyzikální èasopisroèník XI èíslo 3Termín odeslání: 31. 1. 2005Milí øe¹itelé, milé øe¹itelky,pøí¹tí soustøedìní M&M se u¾ ry
hle blí¾í. Rozhodli jsme se toti¾, ¾e tento-krát uspoøádáme skuteènì zimní. Tak¾e se bude konat v (doufejme) zasnì¾e-ný
h Kru¹ný
h horá
h od 26. 2. do 6. 3. 2005. Úèastníky budeme vybírat podlevýsledkové listiny za první a¾ tøetí èíslo leto¹ního roèníku, tak¾e máte poslední¹an
i získat naví
 nìjaké bodíky. Redak
eZadání tématTéma 5 { Sluneèní pla
hetni
eNa ètyøe
h obydlený
h svìte
h bylo sotva dva
et lidí, kteøí dokázali øídit slu-neèní ja
htu; a v¹i
hni byli tady, na startovní èáøe nebo v doprovodný
h lodí
h,krou¾ili tøiatøi
et tisí
 kilometrù nad rovníkem.: : :Mertonovi, který se bez tí¾e vzná¹el u periskopu, pøipadalo, ¾e zakrývá 
elouoblohu. A ani nebyl tak daleko od pravdy proto¾e tam venku mìl bezmálapìt milionù ètvereèní
h metrù pla
hty, pøipoutané k jeho malièké kabinì skorostopadesáti kilometry lan. Kdyby se v¹e
hno pla
htoví v¹e
h èajový
h 
lipperù,které kdysi jako mraèna brázdily Èínské moøe, se¹ilo do jediné giganti
ké plo
hy,stále je¹tì by se nevyrovnalo té jediné pla
htì, kterou ke slun
i rozprostíralaDiana. A pøitom byla jen o nì
o hmotnìj¹í ne¾ mýdlová bublina; tì
h skoropìt ètvereèní
h kilometrù pohliníkovaného plastu bylo jen nìkolik milióntin
entimetru tlustý
h. : : :Konstruk
e Diany byla správná; obrovská pla
hta se 
hovala tak, jak podlevýpoètù mìla. Pøi téhle ry
hlosti budou dva okruhy kolem Zemì staèit na to,aby nabral únikovou ry
hlost, a pak bude mo
i vyrazit k Mìsí
i s plnou silouSlun
e v záde
h. : : :Vztáhnìte ru
e ke Slun
i, øíkával. Co 
ítíte? Samozøejmì teplo. Ale kromìtepla je tu je¹tì tlak, i kdy¾ tak malý, ¾e jste si ho nikdy nev¹imli. Na plo¹eva¹i
h dlaní dosahuje asi jen tøi stotisí
iny gramu. Ale ve vesmíru dokon
e itak malý tlak mù¾e mít význam, proto¾e pùsobí poøád, hodinu za hodinou, denza dnem. Na rozdíl od raketového paliva je zadarmo a nevyèerpatelný. Jestli
h
eme, mù¾eme ho pou¾ít. Mù¾eme postavit pla
hty, které za
hytí sluneènívítr. V tom okam¾iku v¾dy
ky vytáhl pár ètvereèní
h metrù pla
hty a hodil



2je smìrem k publiku. Støíbøitý �lm se vlnil a kroutil jako dým, a pak pomaluvystoupal ke stropu v proude
h teplého vzdu
hu. Vidíte, jak je lehká, pokra-èoval pak. Ètvereèní kilometr vá¾í ne
elé pùl tuny a mù¾e shromá¾dit asi kilosluneèního tlaku. Tím se zaène pohybovat a my se mù¾eme ne
hat táhnout s ní,pokud jsme k ní pøipoutáni.A. C. Clarke: Sluneèní vítr (ze sbírky Hlídka)Mù¾e opravdu Merton na sluneèní pla
hetni
i Diana dosáhnout únikovéry
hlosti a vydat se na 
estu k Mìsí
i? Autor povídky pøed jejím napsáním ni
slo¾itì nepropoèítával, tak¾e je na vás, abyste to ovìøili { mìl, anebo nemìlpravdu?V¹e
hny 
hybìjí
í údaje (jako napøíklad hmotnost Diany) rozumnì odhad-nìte.A¾ vás pøestane bavit poèítat závody k Mìsí
i, mù¾ete se zamyslet nadnìkterými dal¹ími problémy:� Navrhnìte zpùsob manévrování s pla
htou tak, aby se pla
hetni
e mohladostat do blízkosti Slun
e.� Navrhnìte takový manévr v blízkosti Slun
e, aby jím pla
hetni
e získaladostateènou energii na de�nitivní únik ze Sluneèní soustavy.� Jakou velikost musí mít pla
hta, aby pla
hetni
e dokázala odletìt domezihvìzdného prostoru?Téma 6 { Keltské uzlyTohle témátko se bude zabývat jedním ze zpùsobù, jak se kreslí uzlovité obraz
ena keltský
h køí¾í
h { mo¾ná u¾ jste vidìli køí¾, jeho¾ 
elá pøední strana bylapokryta podivným ornamentem pøipomínají
ím uzel. Zde popí¹u zpùsob, jakzadat a nakreslit nìkteré takové.
Obr. 1

Zadání bude v¾dy jako rovinný graf 1. Nejprve se za-mìøím na ètver
ové grafy { vr
holy budou v møí¾ový
hbode
h a hrany jen mezi sousedními møí¾ovými body, ato je¹tì jen vodorovnì a svisle. Rovnou si uprostøed ka¾déhrany vyznaèím malý køí¾ek (viz obr. 1).Teï budu køí¾ky spojovat køivkou tak, ¾e pùjdu rovnìv¾dy, kdy¾ je hned pøede mnou dal¹í køí¾ek, nebo buduzatáèet okolo rohu, ke kterému jsem ví
e natoèený, a¾ dodal¹ího køí¾ku. Takto to udìlám ze v¹e
h køí¾kù (obr. 2).V¹imnìte si, ¾e zde vznikly dvì smyèky . Mohl by
h je¹tì u ka¾dého køí¾eníurèit, která èást smyèky je tam nahoøe. Zde to mù¾u udìlat dokon
e þnastøí-daèkuÿ (viz obr. 3).1 Pro ty, 
o ho neznají, je rovinný graf soustava bodù (vr
holù) v rovinì,z ni
h¾ nìkteré jsou spojeny úseèkami (hranami) tak, ¾e se ¾ádné nekøí¾í mimovr
holy.



� XI/3 3
Obr. 2 Obr. 3A teï pár otázek: Jsem s
hopen nakreslit toto pro ka¾dý ètver
ový graf?(Nebude mi nìkde nì
o pøebývat èi 
hybìt?) Jsem v¾dy s
hopen støídat køí¾enínahoøe a dole? Jaká bude délka v¹e
h vytvoøený
h smyèek (kdy¾ jsou v obrázkujen úseèky a èásti kru¾ni
 se støedy ve vr
hole
h), jaký bude jeji
h poèet?

Obr. 4
Nyní to tro
hu vylep¹ím { zadání bude obe
-ný graf, kreslit budu opravdu køivými køivkami,a to v¾dy tak, ¾e budu ob
házet ten vr
hol, kekterému jsem po pøe
hodu køí¾ku ví
e pøiklonì-ný. I teï se budu sna¾it, aby
h v køí¾ení
h bylstøídavì nahoøe a dole. (A také aby to vypadalo
o nejlépe. :-))Lze toto nakreslit pro ka¾dý graf? (Nebudoumi tøeba pøebývat volné kon
e?) Lze za
hovatstøídání køí¾ení? Jak je to s poètem vzniklý
h smyèek, jak se tento poèet zmìnís pøidáním nebo odebráním hrany?Motivaèní otázky: Takto nakreslitelné uzly bu-dou grafové uzly (se za
hováním støídání køí¾ení bu-dou propletené , zadané ètver
ovým grafem ètver
ové).Lze ka¾dý propletený grafový uzel rozplést na jednot-livé smyèky, nebo alespoò nìkteré? A 
o ty ètver
ové?Na které grafové uzly lze pøeplést nìjaký grafový uzel ajak se zmìní jeho zadaní? A hlavnì: lze ka¾dý skuteènýuzel (nebo nìjaké jeho pøepletení) nakreslit jako pro-pletený, èi dokon
e ètver
ový propletený grafový uzel?Odpovìdi na první otázky se pokuste hlavnì nìjak dokázat, dále staèí i (ale-spoò tro
hu podlo¾ené) domnìnky. Obe
ným uzlùm s ví
e smyèkami se bì¾nìjiøíká øetízky a je kolem ni
h 
elkem slo¾itá vìda, zamìøte se spí¹e na ètver
ovéa dobøe propletené grafové uzly, nepropletené uzly jsou tro
hu mo
 obe
né.Samozøejmì také nakreslete 
o nejhezèí grafový uzel. :-)



4 Zadání úlohÚloha 3.1 { Oblasti (5b)Urèete, jaký je maximální poèet oblastí, na které rozdìlí rovinu k rùznobì¾-ný
h pøímek. Kolik oblastí mù¾eme maximálnì získat pøi dìlení (tøírozmìrného)prostoru k rovinami? Najdìte obe
ný vztah pro n-rozmìrný prostor a pøíslu¹nénadroviny? Úloha 3.2 { Èoèky (6b)Vymyslete mìøení, pomo
í kterého doká¾ete zjistit, je-li neznámá èoèka (na-pøíklad z brýlí) spojka, nebo rozptylka a jakou má opti
kou mohutnost (resp.ohniskovou vzdálenost). Urèete (odhadnìte) pøesnost, s jakou jste touto meto-dou s
hopni opti
kou mohutnost urèit. Zkuste va¹i metodu prakti
ky ovìøit.Postup, který vymyslíte by mìl být 
o nejjednodu¹¹í (pokud mo¾no bezpou¾ití vybavení, které není bì¾nì dostupné), ale zároveò dostateènì pøesný.Zkuste najít rozumný kompromis mezi tìmito po¾adavky.Úloha 3.3 { Balení dárkù (3b)Do jakého nejmen¹ího papíru ve tvaru ètver
e lze zabalit jednotkovou kry
hli(kry
hli o stranì délky 1), pokud papír nesmíme rozstøíhat.
Øe¹ení tématTéma 1 { Podivné plo
hyPozn. red.: Mgr.MMMonika Martinisková poslala dùkaz toho, ¾e navzájem nez-toto¾nitelný
h plo
h je nekoneènì mnoho.Dr.MMPeter Pere¹íni poslal dùkaz Eulerova vzor
e pro rovinné grafy a grafyna povr
hu koule (bez u
h), dùkaz, ¾e kouli s n u
hy lze ztoto¾nit se souètemn torù a dùkaz, ¾e grafK5;5 nelze v rovinì zakreslit tak, aby se ¾ádné dvì hranyneprotnuly. Koule s u
hy a Eulerùv vzore
Do
.MMStanislav BasovníkVìta: Povr
h koule bez u
ha je povr
h koule. Pokud povr
h koule slepímes plo
hou A, dostaneme opìt plo
hu A.



� XI/3 5Dùkaz: Slepení provádíme sjedno
ením okrajù po vystøihnutí kruhù z obouplo
h. Pokud z povr
hu koule vystøihneme kruh, zùstane nám plo
ha, kterou lzespojitì zdeformovat na odstøihnutý kruh z plo
hyA. Z toho plyne, ¾e pøilepenímpovr
hu koule na plo
hu A se plo
ha A nezmìní.Z pøed
hozí vìty plyne, ¾e koule s jedním u
hem, tedy plo
ha vzniklá slepe-ním koule a anuloidu, je anuloid. Slepení koule a n anuloidù (koule s n u
hy) jeekvivalentní se slepením koule s jedním u
hem s (n� 1) anuloidy. Koule s jed-ním u
hem je ov¹em anuloid, tak¾e koule s n u
hy je ekvivalentní se slepenímn anuloidù.Eulerùv vzore
: Ne
h» G je souvislý rovinný graf. V je poèet jeho vr
holù,H poèet hran a S poèet stìn. Pak pro ka¾dý graf G platí (V � 1):V + S �H = 2Dùkaz: Dùkaz provedeme induk
í. Indukèní pøedpoklad: Pokud H = 0, pakV = 1 a S = 1 (graf je souvislý). Eulerùv vztah platí. Indukèní krok: Rozli¹ímedva pøípady:� Pøidáme do grafu G strom, ale nezmìníme poèet stìn, tj. pøidáme kvr
holù a k hran, poèet stìn se nezmìní. Platnost Eulerova vztahu setím nezmìní.� Vytvoøíme novou stìnu, a to tak, ¾e pøidáme do grafu strom, kterýpøipojíme dvìma hranami. Pøidali jsme k vr
holù, (k + 1) hran a 1stìnu. Dosazením do Eulerova vztahu ovìøíme, ¾e jeho platnost setímto nezmìní.Vyjdeme z indukèního pøedpokladu, na který opakovanì aplikujeme in-dukèní krok. Tím doká¾eme platnost Eulerova vztahu pro libovolný souvislýrovinný graf G.Pokud nakreslíme graf G na povr
h koule s n u
hy, Eulerovo èíslo se mù¾ezmìnit. Le¾í-li nìjaká u¹ní díra ve dvou rùzný
h stìná
h (díra má dva otvory),pak tyto dvì stìny spojuje v jednu. Pro kouli s n u
hy mù¾e Eulerovo èíslonabývat hodnot (2� n), (2� n+1), : : : , 2 podle toho, jak nakreslíme vr
holya hrany grafu.



6 Zajímavost na závìrZ povr
hu koule mù¾eme vytvoøit jiné zajímavé plo
hy. Provedeme to tak,¾e na dvou míste
h vystøihneme dva nepøekrývají
í se kruhy a zbylé okrajepo vystøihnutí sjednotíme. Máme nìkolik mo¾ností sjedno
ení (viz obr. t1.1a t1.2).

Obr. t1.1 { Anuloid Obr. t1.2 { Kleinova láhevU druhého pøípadu jsme dvì kru¾ni
e sjednotili stejným zpùsobem, jakokdy¾ vytváøíme Möbiùv prou¾ek. Dostali jsme Kleinovu láhev. V ostatní
hpøípade
h máme anuloidy, tedy koule s jedním u
hem.
A B

CD
Obr. t1.3

Stejné plo
hy dostaneme, pokud budeme sjedno
o-vat strany ètver
e (mo¾ností je mnoho, ale uvedeme jenty, které odpovídají pøed
hozímu pøíkladu):1) ��!AB+��!DC a ��!BC+��!AD { vznikne anuloid,2) ��!BC+��!AD a ��!AB+��!DC { vznikne anuloid a3) ��!AB+��!DC a ��!BC+��!DA { vznikne Kleinova la-hev.©ipky nad úseèkami znamenají, ¾e spojujeme orien-tované úseèky.Uvìdomme si, ¾e plo
hy 1) a 2) nejsou toto¾né. Pokud si oznaèíme ve ètver
iABCD osy x a y, nenajdeme spojitou deforma
i mezi plo
hou 1) a 2) s ohledemna oznaèení os. Odtud plyne, ¾e osy x a y nemù¾eme zamìòovat.Pozn. red.: Zamyslete se nad následují
ím problémem. De�nujme sjedno
enídvou shodný
h rovinný
h plo
h A, B takto: Projde-li pohybují
í se hmotný bod



� XI/3 7plo
hou A na stranì �1 (pøièem¾ plo
ha A má strany �1, �2, plo
ha B strany�1, �2), objeví se na stranì �1 plo
hy B tak, ¾e plo
hu A lze vhodnou transla
ía rota
í pøevést na plo
hu B tak, ¾e po prù
hodu bude vstupní bod v plo¹eA shodný s výstupním v plo¹e B. (Intuitivnì { jde o klasi
ký teleport.)Mìjme v prostoru kry
hli, její¾ stìny oznaèíme �1, : : : , �6 tak, ¾e souèetindexù protìj¹í
h stìn je v¾dy 7. Jakými zpùsoby mù¾eme sjednotit její stìny?Napø. sjednotíme-li vnitøní stranu stìny �1 s vnitøní stranou stìny �6, získámetak þnekoneèný tunelÿ, který v¹ak má koneèný objem.Sjednotíme-li vnitøní strany v¹e
h navzájem protìj¹í
h stìn, získáme uvnitøkry
hle prostor, který nelze spojitì opustit. Pokud jste pozorovatelé uvnitøkry
hle øádovì men¹í ne¾ strana, mù¾ete pro
házet volnì ve v¹e
h smìre
h,ani¾ by vás prù
hod hranou þrozøezalÿ (tj. výstupní èásti pro¹lé rozdílnýmihranami by mìly rozdílný smìr ry
hlosti)? Kolik uvidíte obrazù sebe sama?Jak budou uspoøádané?Co kdy¾ z tohoto stavu naví
 pøi prù
hodu stìnami �1 a �6 vyjde po te-leporta
i pozorovatel zr
adlený (resp. pøevrá
ený podle støedu stìny)? (Totobudeme dále oznaèovat möbiovská stìna.) Bude do sebe pasovat ¹roubek s ma-tièkou poté, 
o jedno z ni
h ne
háme projít möbiovskou stìnou? Nerozøíznemese o rozhraní möbiovské stìny a normální stìny?Rozmyslete, 
o se stane, spojíme-li ví
e stìn möbiovky (v rùzný
h kombina-
í
h { tøeba i stìnu samu na sebe) a zbylé ne
háme sjedno
ené þklasi
kyÿ. Jaktakovéto þvesmíryÿ uvidí pozorovatel zevnitø a jak se mu budou jevit hrany avr
holy kry
hle? A 
o jiné mnohostìny namísto kry
hle (dvaná
tistìn, osmistìnapod.)? IrigiTéma 2 { LogikØe¹ení tohoto témátka nám pøi¹lo pomìrnì mnoho. Nìkteøí øe¹itelé v¹ak nemìlizatím s algoritmy dostatek zku¹eností. Mnozí pouze ukázali, jak hrají Logikdoma pøi jedné konkrétní høe. To rozhodnì nelze pova¾ovat za algoritmus.Pevnì vìøím, ¾e se situa
e zlep¹í, a¾ zaèínají
í øe¹itelé získají nìjaké zku¹enostiz na¹eho èasopisu nebo ze soustøedìní, kde se algoritmùm také vìnujeme.Úkolem bylo najít optimální strategii. Radek Beòo rozvedl v øe¹ení svojiúvahu o tom, 
o se vlastnì rozumí pojmem optimální strategie. Zjistil, ¾e exis-tují dvì mo¾nosti výkladu:1) taková strategie, pøi které je støední hodnota tahù do uhádnutí mini-mální;2) taková strategie, pøi které je maximální poèet tahù minimální.Za zmínku stojí i to, jakým tahem by se mìlo zaèínat. Tereza Pe
hovápí¹e: þNejvýhodnìj¹í pro hádají
ího hráèe je zvolit v¹e
hny barvy stejné.ÿTakovýmto tahem zaèínala i vìt¹ina ostatní
h øe¹itelù. Jiného názoru je aleB
.MM Vlado Virèík, který takový tah pova¾uje za ponìkud nevhodný. Své tvr-zení se pak dále pokusil dokázat, ale podaøilo se mu to pouze pro k = 2 a n < 5.Nedokázal v¹ak rozhodnout, jaký tah by byl nejvhodnìj¹í pro obe
né n.



8 Mnoho øe¹itelù se také pomìrnì ne¹»astnì sna¾ilo rozhodovat pomo
í roze-bírání velkého poètu pøípadù nebo komplikovaný
h tabulek, kterými popsali inìkolik stránek. Já jsem spí¹e o
enil nìjakou zajímavou my¹lenku ne¾ mno¾stvípopsaného papíru. Dle mého názoru nejobe
nìj¹í a nejry
hlej¹í algoritmus prodvì barvy vymyslel Mi
hal Taká
s. Pro ví
e barev mì nejví
e zaujalo jednodu-
hé a elegantní øe¹ení Honzy Musílka, který si jako jeden z mála uvìdomil, ¾enáhodné tahy jsou nìkdy lep¹í ne¾ dotazování na veli
e podobné tipy. U tohotoøe¹ení v¹ak není kvùli náhodì zaruèeno, ¾e bude efektivní ve v¹e
h pøípade
h.Zajímavý pøíspìvek poslala také Mgr.MM Tereza Beránková. V úvodu veli
epoutavým zpùsobem popisuje domnìlý pùvod hry Logik. Druhá èást pøíspìvku,tedy samotné øe¹ení úlohy, v¹ak u¾ tolik zajímavá není. Rozhodl jsem se protootisknout jen první èást.Chytrý nápad, aneb jak v¹e mohlo zaèítMgr.MMTereza BeránkováJak vlastnì vznikla hra s názvemMaster Mind (Logik)? Proè by
hom její pùvodmìli zaøazovat a¾ do 20. století a objev pøipsat na konto jakéhosi Morde
aieMeirowitze? Nìkdo se s takovýmto pùvodem spokojí, ale MY ne. Pojïme sespolu podívat do dob pøed mnoha a mnoha lety. Do èasù, kdy je¹tì neexistoval¾ádný matfyz, do minulosti, ve které lidé je¹tì nevìdìli o ú¾asném spojeníli¹èího ohonu a ebonitové tyèe a kdy jedinou starostí èlovìka bylo mít 
o jíst,kde spát a vy
hovat 
elou øádku dìtièek.Doufám, ¾e máte dobrou pøedstavivost a vidíte tento svìt pøed oèima. Tak¾evám do nìj krásnì zapadne malá 
hatrè, kterou obývá èlovíèek Barni s rodi-nou. K 
hajdì je¹tì patøí malé políèko, které ¾iví 
elou domá
nost. Jednohokrásného rána si Barni øekl, ¾e je naèase zasít semínka. Prá
e to byla úmorná,nemìl traktor ani otroka. Ale nakone
 zasel hrá¹ek, obilí, øedkvièky a spoustudal¹í
h druhù zeleniny, aby mìli pestrou stravu. Po té namáhavé èinnosti si¹el odpoèinout. Av¹ak kdy¾ se probral, uvidìl, jak se na políèko slétly vrány av¹e
hna zrníèka snìdly. Barni ne¹»astnì vybìhl a pta
tvo rozehnal, ale nebylomu to u¾ ni
 platné. Nedalo se ni
 dìlat, musel zasít znovu. Na pokraji zhrou-
ení se do¹oural domù a dopøál si pár hodinek spánku. Jen 
o se probudil, zjistil,¾e ptáèkové opìt hodovali. No ale 
o teï? Barnimu nezbyla u¾ ¾ádná semínka.Musel proto dojít za lakomým sousedem Váòou a koupit si osivo na dluh. þTen-tokrát u¾ si dám zále¾et na tom, aby mi ti hloupí ptá
i nese¾rali moje zrní!ÿ,pomyslel si Barni. Svázal nìkolik vìtvièek a vytvoøil tak nad èerstvì osetýmpolem støí¹ku proti dravé zvìøi. Ptáky skuteènì me
hani
ká o
hrana udivila aodradila. Ne u¾ tak tlustého souseda Váòu. Ten se naopak veli
e podivoval, 
osi to Barni vyrobil, a taky se ho hned zeptal. Dùvtipný Barni nezaváhal aniokam¾ik a povídá: þVymyslel jsem bezva hru. Tvým úkolem je uhodnout, 
omám v kterém øádku za semínka. Øádkù je 10 a druhù semínek 15 { ne v¹e
hnajsem pou¾il. Má¹ 10 pokusù. Za ka¾dé správnì pøiøazené semínko k øádku do-stane¹ zla»ák, pokud uhodne¹ jen semínko, ale umístí¹ ho nesprávnì, dostane¹



� XI/3 9støíbròák. A tak to bude probíhat u ka¾dého pokusu. Pokud do deseti pokusùneuhodne¹ moji skladbu, vrátí¹ mi v¹e
hny vyhrané min
e a naví
 mi odpus-tí¹ dluh.ÿ Váòa bez váhání souhlasil. No a proto¾e byl hloupý omezene
, takprohrál.Barnimu v¹ak úspì
h stoupl do hlavy, tak zkou¹el stejný trik na dal¹í ome-zené sousedy a postupnì bohatl a bohatl : : : A¾ jednoho dne s ním hrál mladýHonza, který svým bystrým rozumem vymyslel metodu, jak vyhrát. Prozradilji sousedùm, kteøí mìli na Barniho pifku, a od té doby Barni 
hudl a 
hudl : : :Za pár dní mìl zase jen malou 
hajdu, políèko se støí¹kou, pod kterou mu stejnìni
 nevyrostlo, proto¾e kytièky potøebují svìtlo, a kupu hladový
h dìtí.Pøe¹lo nìkolik mìsí
ù a osada na Barniho hru zapomnìla s výjimkou Honzy,který ji pøedával z genera
e na genera
i. No a tak se dostala a¾ k Morde
aioviMeirowitzimu, který ji oprá¹il, upravil a vydìlal na ní jmìní.Tak¾e podìkujme vránám za to, ¾e máme toto krásné téma :)Algoritmus pre dve farbyMgr.MMMi
hal Taká
sBudeme pou¾íva» iba èervené a zelené farby kolíkov. Najprv zafarbíme v¹etkypolíèka na zeleno.Teraz urobíme taký »ah, ¾e prvé políèko zafarbíme na èerveno (dáme èervenýkolík) a na zvy¹né dáme zelené kolíky. M�¾eme dosta» 2 druhy informá
ií.1) Poèet èierny
h kolíkov pribudne ) na prvom políèku je èervený ko-lík.2) Poèet èierny
h kolíkov ubudne ) na prvom políèku je zelený kolík.Takýmto sp�sobom m�¾eme preskú¹a» aj zvy¹ný
h (n � 1) políèok. Taktouhádneme kód po najvia
 (n+ 1) »aho
h.Tento sp�sob sa v¹ak dá vylep¹i». Zaèiatok bude rovnaký { v¹etky políèkaþzafarbímeÿ nazeleno. Teraz dáme na prvé 2 políèka èervené kolíky. M�¾u nasta»3 prípady.1) Poèet èierny
h kolíkov sa zvý¹i o 2) na prvý
h 2 políèka
h sú èervenékolíky.2) Poèet èierny
h kolíkov sa zní¾i o 2 ) na prvý
h 2 políèka
h sú zelenékolíky.3) Poèet èierny
h kolíkov sa nezmenil ) jedno z políèok je èervené adruhé zelené.Ak nastane prípad 1) alebo 2), tak máme jasno o prvom a druhom políèku,tak¾e tak isto zafarbíme naèerveno tretie a ¹tvrté políèko (ostatné nazeleno), aak dostaneme informá
iu 1) alebo 2), tak pokraèujeme zase ïalej : : : Èo v¹ak,keï nastane prípad 3)? V ïal¹om »ahu zafarbíme 2. a 3. políèko naèerveno(zvy¹né nazeleno). Ak dostaneme informá
iu 1) alebo 2), tak vieme farbu 2. a3. políèka a tým pádom aj farbu 1. políèka (iná ako 2. políèka). Ak dostanemeinformá
iu 3), tak zafarbíme tretie a ¹tvrté políèko : : : Zafarbujeme, a¾ kým



10nedostaneme informá
iu 1) alebo 2), potom vieme urèi» aj farbu v¹etký
h pre-do¹lý
h políèok. Ak a¾ do kon
a ned�jdeme k informá
ii 1) alebo 2), tak vieme,¾e v danom úseku sa musia zelená a èervená strieda», potom nám staèí zisti»farbu jedného z tý
hto políèok a ostatné tým máme urèené.¥ahko si zrátame, ¾e prinajhor¹om (keï sa v 
elom poli farby striedajú) mi-nieme (n+1) »ahov. Zaka¾dým keï dostaneme informá
iu 1) alebo 2), u¹etríme»ah. Tak¾e ak sú pri sebe dve rovnaké farby, u¹etríme »ah. Na 2 políèka
h m�¾uby» 2 farby umiestnené 4 sp�sobmi. Teoreti
ky máme 50% ¹an
u na u¹etrenie»ahu. Jirka D.Téma 3 { Temelínské vì¾ePozn. red.: Chtìl by
h zpoèátku vypí
hnout dva pøíspìvky, které do¹ly redak
i.První je od Mgr.MMZuzky Safernové, která rozebírala geometrii kolem vì¾ièek adruhý od Mgr.MMTerky Beránkové, která nám poslala pøímo model vì¾ièky ze¹pejlí!Dnes si povíme nì
o obe
nì o vì¾ièká
h. K tomu se nejlépe hodí þpohádkaÿod B
.MMMarka S
holze.
Chladí
í vì¾eB
.MMMarek S
holzBylo, nebylo, 
hladí
í vì¾e jsou symbolem jaderný
h i uhelný
h elektráren. Jsouto jistì nejmohutnìj¹í stavby elektrárenského komplexu. No ale nedìje se v ni
hni
 zvlá¹tního.Voda pøi
házejí
í do vì¾e má teplotu asi 30{35 ÆC. Ve spodku vì¾e se vodarozstøikuje, ne
hává odkapávat èi stéká po velký
h deská
h. Tím se dosahujemaximálního výparu, tedy i úèinného 
hlazení. Pára a droboulinké kapièky,které z vì¾e od
házejí, èiní 1{2% pùvodního objemu vody, tak¾e ztráty vlivemvýparu nejsou nijak velké.Voda o
hlazená zhruba na teplotu vzdu
hu je svedena do trubek a putujedo kondenzátoru. Kondenzátor je zaøízení, dìvèata a 
hlap
i, kde se o
hlazujea zkapalòuje je¹tì horká pára, která pro¹la turbínou. Horká pára kondenzuje natrubká
h s 
hladí
í vodou. Ta se tím ohøeje zhruba o 10{15 ÆC. Takto ohøátá sepak zase vra
í do 
hladí
í vì¾e a uzavírá se tak kolobìh. Prùtok 
hladí
í vody



� XI/3 11je asi padesátkrát vìt¹í, ne¾ prùtok zkondenzované vody, vznikají
í v konden-zátoru, tak¾e poøádná por
e.No jo, ale proè jsou 
hladí
í vì¾e tak mohutné obludy, kdy¾ odpaøováníprobíhá jen nìkde ve spodku?Tìmhle obludám se øíká vì¾e s pøirozeným tahem a v¹e
hna ta betonováparáda je kvùli tomu, aby nad výparnou plo
hou dobøe 
irkuloval vzdu
h abyla efektivnì odvádìna pára. Pro men¹í výkony se nestaví vì¾e, ale vìtráky.Kdy¾ je ale potøeba ka¾dou minutu z
hladit ví
e ne¾ 800m3 vody, jak tomu jeu elektrárenský
h vì¾í, u¾ se asi vyplatí postavit takový kolos.Vì¾e jsou tvaru rotaèního hyperboloidu. Ale proè?Napadá mì pár dùvodù. Za prvé, jak bylo zmínìno v úvodu, ztráty výparema únikem malinkatý
h kapièek jsou si
e malé, ale jsou. Ztráty toti¾ musí býtnahrazovány, a naví
 se výparem zvy¹uje obsah soli v kolobìhu. 90% ztrát v¹akèiní právì drobounké kapièky, které vlastnì ani nepomohly k o
hlazení kolují
ívody. Je tedy mo¾né, ¾e zú¾ení vì¾e má kapièky za
hytit, anebo má dokon
eza úkol zkondenzovat èást unikají
í páry.K proudìní vzdu
hu do
hází jistì v dùsledku rozdílu tlakù mezi spodkemvì¾e a jejím vr
holem. V místì zú¾ení bude tedy vzdu
h proudit ry
hleji. Kdybyvì¾ konèila u¾ v místì tohoto zú¾ení, mohl by vítr naru¹it plynulost proudìníprávì v místì, kde je nejry
hlej¹í. Roz¹íøení na vr
holu vì¾e naví
 umo¾òujery
hlej¹í výmìnu páry mezi vì¾í a prostøedím.Druhá mo¾nost je, ¾e tvar vì¾e je takto prostì nejstabilnìj¹í a stavaøi nejsounu
eni dìlat tak tlusté stìny a mohou komín vytáhnout pìknì do vý¹ky.Pozn. red.: Jeden z hlavní
h dùvodù je opravdu kvùli jeji
h stavbì. Vì¾etvaru rotaèního hyperboloidu mají tu výhodu, ¾e na jeji
h stavbu lze pou¾ívatplo
hé desky. Døíve se pou¾ívaly i 
hladí
í vì¾e tvaru vál
e.Nyní se zamìøíme tro
hu na tvar vì¾í, respektive jeji
h matemati
ký popis.Jak ji¾ bylo øeèeno vý¹e, vì¾e mají tvar rotaèního hyperboloidu, ví
e o konkrét-ním tvaru vì¾e 
itujme Mgr.MMOndøeje Tkáèe, který si pro popis vì¾e pøevedlproblém do roviny.
132;11m
77;00m82;62m 154;85m
Obr. t3.1

Tvar skoøepiny 
hladí
í vì¾e je hyperbola:x2a2 � z2b2 = 1 ;kde a = 38;5m a b = 93;97m(viz obr. t3.1).Dále si mù¾eme vypoèítat ex
entri
itu hyper-boly e =pa2 + b2 = 101;5m :Pozn. red.: Nyní se opìt vra»me k pohád
e, kde se nám autor pokou¹í popsatstavbu vì¾í.



12 Jak se to sakra staví? Tak nejdøíve se postaví základní o
elový prstene
.Do prsten
e se upevnìní tyèe, které budou fungovat jako opora pro posuvnébednìní. Posuvné bednìní se sune po u¾ vytvoøené stìnì nahoru, a beton setudí¾ mù¾e lít nepøetr¾itì. Ne¾ bednìní vysuneme nahoru, beton pod bednìnímu¾ stihnul ztuhnout. Bednìní se posouvá buï vytáèením po závitové tyèi nebou vìt¹í
h staveb hydrauli
ky. Bednìní je kolem dokola 
elé vì¾e a nìkde naplo¹inì pro pra
ovníky je èerpadlo pohánìjí
í hydrauliku.Kdy¾ budu 
htít vále
 vysunout nahoru, bednìní zajistím k tyèi a vále
naopak uvolním. Vále
 zaènu vypou¹tìt, a tím se bude vysouvat nahoru. Pakvále
 zase zajistím a bednìní uvolním. A mù¾u zase vesele dál hydrauli
kytlaèit bednìní nahoru. Opìrné tyèe se zabetonují, dají se v¹ak nastavovat. Vì¾je také vyztu¾ena armaturovými pruty, které se kladou jednak do vodorovnépolohy, jednak vertikálnì. Jednotlivé pruty se k sobì svaøují.K tomu, aby byl na místo dopraven materiál, se pou¾ívá ¹plhavý jeøáb,který je postaven uvnitø vì¾e. Jeøáb pomo
í ozubený
h kol nebo hydrauliky¹plhá po o
elové konstruk
i, kterou si sám zvy¹uje tím, ¾e na vr¹ek usazujedal¹í segmenty. Aby 
elá konstruk
e nespadla, ukotvuje se lany ke vnitøku vì¾e.A¾ stavba skonèí, jeøáb se zase sám demontuje.Ry
hlost posouvání bednìní je 3{6 metrù za den, pøièem¾ se pra
uje 
elý
h24 hodin dennì na smìny. Vì¾ vysoká 155 metrù, jako ta v Temelínì, se stavíasi 40 dnù, nepoèítaje tedy stavbu základního prsten
e a v¹e
h mo¾ný
h vì
íokolo. Na stavbì musí pra
ovat neustále nejménì 10 lidí. Kromì betonu, jeho¾
ena èiní 

a 1 500Kè=m3, se musí zaplatit armatura, doprava materiálu, mzdy,musí se smontovat a demontovat bednìní, jeøáb, : : : Cena vì¾e jde do desítekmilionù korun.Na závìr je¹tì dodám, ¾e 
hladí
í vì¾e nejsou jen souèástí elektráren, ale i
hemièek, ¾elezáren a dal¹í
h prùmyslový
h komplexù.Pozn. red.: Dále by
h rád dodal je nìkolik málo upøesòují
í
h faktù, kterénám zaslala Mgr.MMTerka Beránková. Jaderná elektrárna Temelín má ètyøi 
hla-dí
í vì¾e. Vý¹ka ka¾dé z ni
h je 154;8 metru, patní prùmìr èiní 130;7 metru,prùmìr v korunì vì¾e dìlá 82;6 metru. Tlou¹»ka plá¹tì není konstantní a po-hybuje se od 0;18 a¾ po 0;9 metru. Hmotnost vì¾e je 27 500 tun.Nyní jsme si zhruba popsali, jak a k èemu slou¾í 
hladí
í vì¾. Ukázali jsme simatemati
ký popis hyperboly. Pøí¹tì by
hom se mohli na geometrii vì¾í zamìøitví
e, 
o¾ je prostor pro vás, na¹e pøispìvatele. Zkuste se zamyslet nad geomet-ri
kým tvarem vì¾ièek, zkuste dát dohromady slova þgeometrieÿ a þvì¾eÿ. Proèmají tvar právì rotaèního hyperboloidu? Pokud vás geometrie zrovna nebaví anazýváte se radìji fyziky, pak zkuste popsat proudìní vzdu
hu ve vì¾i.Hanss & ©á»a



� XI/3 13Øe¹ení úlohÚloha 1.1 { Líný Mirek (5b)Zadání:Mirek dostal za úkol vyøe¹it následují
í úlohu: þNaleznìte v¹e
hna ètyø
iferná èísla, která jsourovna souètu ètver
ù svého prvního a druhého dvojèíslí.ÿ þTo nemù¾u spoèítat, nemám u sebekalkulaèku ani tabulky a bez ni
h umím jen sèítat, odèítat, násobit a dìlit taková pøirozenáèísla, ¾e výsledek není vìt¹í ne¾ 200.ÿ Má Mirek pravdu, nebo se jen vymlouvá?Øe¹ení:Úloha patøí k tìm, jeji
h¾ zadání není formulováno jednoznaènì (na rozdíl odzadání typu þDoka¾te, ¾e : : : ÿ nebo þSpoèítejte obsah, kdy¾ znáte : : : ÿ) avy¾aduje od øe¹itele jistou dávku intui
e a odhadu (
o¾ je situa
e v bì¾ném¾ivotì mnohem èastìj¹í). Øe¹ení pomo
í poèítaèe nebo násobením èísel podsebou (kdy opravdu není tøeba umìt ví
 ne¾ malou násobilku) jsou jistì správnì,ale ¾ádné my¹lenkové po
hody, které od vás pøi øe¹ení úloh oèekáváme, pøini
h nebyly potøeba. Cílem úlohy tedy bylo, abyste pomo
í úvah omezili velkémno¾ství mo¾ný
h kombina
í dvoj
iferný
h èísel a bez dlouhého a úmornéhopoèítání (Mirek je pøe
e líný) do¹li ke správnému výsledku. Vìt¹ina z vás topo
hopila správnì a vedle hlavní my¹lenky vyu¾ít rozkladu èísel na prvoèiniteleodvodili i dal¹í omezují
í podmínky. Nejèastìji jste na¹li podmínku pro 
ifruna místì stovek b a 
ifru na místì jednotek d hledaného ètyø
iferného èíslab2 + d2 � d (mod 10) ;
o¾ znamená, ¾e zbytek po dìlení deseti je pro výrazy b2 + d2 a d stejný. Toomezí b na èísli
e 0, 2, 8 a d pak nemù¾e být ani jedna z 
ifer 2, 4, 7, 9 (kvùlipozdìj¹ímu odkazu si tuto podmínku nazvìme P0). V následují
ím øe¹ení v¹akpostupujeme tro
hu jinak.
Oznaème první dvojèíslí hledaného ètyø
iferného èíslaX a druhé dvojèíslí Y .Úlohu, kterou má Mirek øe¹it, mù¾eme vyjádøit rovni
í100X + Y = X2 + Y 2 (r1:1)s podmínkou X � 10 (první 
ifra hledaného èísla musí být nenulová) a zøejmìtedy 10 �X � 99 ; (r1:2)0 �Y � 99 : (r1:3)



14Snadno pøevedeme toto vyjádøení do tvaruX(100�X) = Y (Y � 1) : (r1:4)Výraz na pravé stranì je souèinem dvou po sobì jdou
í
h pøirozený
h èísel,proto je v¾dy sudý. Výraz vlevo musí být proto té¾ sudý, a tedy X nebo (100��X) musí být sudé èíslo. V obou pøípade
h jsou pak oba èinitelé vlevo dìlitelnídvìma, z èeho¾ koneènì plyne, ¾e jeden z èinitelù vpravo musí být dìlitelnýètyømi. Jinými slovy, aby mìla rovni
e (r1.1) øe¹ení, musí být dìlitelné ètyømibuï Y nebo (Y � 1) (tuto podmínku existen
e øe¹ení oznaème jako P1).
0 50 100 X

�X2 + 100X
Obr. r1.1

Výraz na levé stranì (r1.4) mù¾emeov¹em té¾ 
hápat jako kvadrati
kou funk
ibez absolutního èlenu se záporným koe�-
ientem u nejvy¹¹í mo
ninyf(X) = X(100�X) : (r1:5)Ze støední ¹koly víme, ¾e pøíslu¹ná kvadra-ti
ká rovni
e �X2+100X = 0 má koøeny0 a 100 a grafem této funk
e je parabolaprotínají
í osu X v bode
h 0 a 100 (náèrtprùbìhu této funk
e na obr. r1.1).I Mirek urèitì ví, ¾e ka¾dá parabolaje osovì symetri
ká podle osy pro
háze-jí
í vr
holem, kde má kvadrati
ká funk
emaximum nebo minimum (podle znaménka u kvadrati
kého èlenu). V na¹empøípadì se jedná o maximum v bodì X = 50 (v¹imnìte si, ¾e dosud jsme nepo-tøebovali vìdìt ni
 o hodnotá
h funk
e (r1.5) v konkrétní
h bode
h X , kromìzøejmý
h bodù 0 a 100 a jeji
h aritmeti
kého prùmìru pro nalezení maxima).Omezme se nyní na 
hvíli na uzavøený interval h10; 90i, který je symetri
ký ko-lem bodu 50. Ze symetrie paraboly plyne, ¾e pro ka¾dé X1 2 h10; 50i existujeX2 2 h50; 90i tak, ¾e funk
e (r1.5) nabývá v X1 a X2 stejné hodnoty. Pro øe¹ení(r1.4) na h10; 90i tedy staèí uva¾ovat hodnoty levé strany na h10; 50i, kde jefunk
e (5) rostou
í s nejmen¹í hodnotou v bodì X = 10. Na tomto intervalumù¾eme psátX(100�X) � 10 � 90 = 2 � 5 � 3 � 3 � 2 � 5 = (2 � 3 � 5)2 = 302 ;tudí¾ pro Y > 0 je Y 2 > Y (Y � 1) = X(100�X) � 302 :Dostali jsme dal¹í omezení na druhé dvojèíslí Y > 30 (podmínka P2).Kvadrati
ká funk
e (r1.5) má maximum v bodì 50, tak¾eY (Y � 1) = X(X � 100) � 50 � 50 = 502



� XI/3 15Y 33 36 37 40 41Y � 1 32 35 36 39 40Y(Y � 1)=4 23 � 3 � 11 32 � 5 � 7 32 � 37 2 � 3 � 5 � 13 2 � 5 � 41Y 44 45 48 49Y � 1 43 44 47 48Y(Y � 1)=4 11 � 43 32 � 5 � 11 22 � 3 � 47 22 � 3 � 72Tabulka r1.1a podmínka P3 na Y je Y � 50 (opìt stojí za zmínku, ¾e v obou odvozený
hnerovnoste
h jsme pou¾ili vìdomosti, které má i Mirek).Pro X 2 h10; 90i dostáváme z podmínek P1, P2 a P3 tabulku r1.1 mo¾ný
hhodnot Y , Y �1 a pøíslu¹ný rozklad na prvoèinitele. Vhodným þpøeskládánímÿje tøeba nalézt souèin dvou èinitelù tak, aby jeji
h souèet byl roven 100.Rovni
i (r1.4) mù¾eme upravit do tvaruX2 �50� X2 � = 14 Y (Y � 1)a substitu
í Z = X=2 je Z(50� Z) = 14 Y (Y � 1) :Rozklad souèinu Y (Y � 1) vydìlíme 4 a zbylý souèin (poslední øádek tabulky)se pokou¹íme rozlo¾it na dva èinitele, jeji
h¾ souèet je 50. To se podaøí jenv pøípadì Y = 33:Y (Y � 1)4 = 2 � 2 � 2 � 3 � 11 = (2 � 3) � (2 � 2 � 11) = 6 � 44 :Pro X pøíslu¹né k Y = 33 tak dostáváme dvì mo¾nosti X = 12 a X = 88.Zbývá se vrátit k pøípadu X 2 h91; 99i. V tomto pøípadì staèí vzhledemk textu pøed podmínkou P1 uva¾ovat sudá X a z rozkladu výrazu X(100 ��X) vytvoøit souèin dvou po sobì jdou
í
h èinitelù Y (Y � 1). Sami se snadnopøesvìdèíte, ¾e ani jedno z èísel 92, 94, 96, 98 tuto vlastnost nemá a úloha nemá¾ádné dal¹í øe¹ení.V pøed
hozím jsme se zámìrnì vyhnuli pou¾ití podmínky P0 (vy¾adujepou¾ití poznatku, ¾e libovolný 
elý násobek 1000 je dìlitelný 10), ale v posled-ní
h dvou kro
í
h by
hom díky ní mohli vylouèit z þokruhu podezøelý
hÿ èíslaY 2 f37; 44; 49g a X 2 f92; 94g, èím¾ by se nepøíjemné rozklady na prvoèiniteleredukovaly na 8 pøípadù.Jak jsme názornì pøedvedli, Mirek je s
hopen úlohu vyøe¹it i se svými (po-nìkud omezenými) s
hopnostmi, a tudí¾ se vymlouvá. Mirek



16 Úloha 1.2 { Koèárek (5b)Zadání:Po polní 
estì jel pásový traktor a ne
hal tam záøezy v hlínì vzdálené od sebe 30 
m.Pak po této 
estì tlaèím dìtský koèárek odpru¾ený ètyømi pru¾inami (dvì vpøedu a dvìvzadu). Ka¾dá z ni
h se pøi zatí¾ení 1 kg zkrátí o 2 
m. Vzdálenost os koleèek koèárku je 75 
m.Hmotnost houpají
í se èásti koèárku je 10 kg a její tì¾i¹tì le¾í 40 
m nad støedem spojni
ehorní
h kon
ù pru¾in.Jak ry
hle mám jet, aby se koèárek 
o nejví
e houpal?Pokud vám 
hybí nìjaké dal¹í parametry, inspirujte se obrázkem, nebo si rozumné hodnotydomyslete.

Øe¹ení:Na koèárek, který pojede po 
estì konstantní ry
hlostí, budou periodi
ky pù-sobit nárazy zpùsobené projetím záøezu. Rozebrat pøesné pùsobení takovéhotoþdr
nutíÿ je velmi slo¾ité. Nám ale bude staèit fakt, ¾e toto pùsobení nezá-visí pøíli¹ na ry
hlosti koèárku (alespoò v ry
hloste
h, které tady pøipadají vúvahu). Na koèárek tedy pùsobí síla, která se periodi
ky mìní.Kdy¾ se podíváme na zadané hodnoty, vidíme, ¾e zadní a pøední koleèkaprojí¾dí záøezy þstøídavìÿ. Jinak øeèeno, doba, která uplyne od nárazu na pøedníkoleèka do následují
ího nárazu na zadní koleèka, je stejná jako doba, kteráuplyne od nárazu na zadní koleèka do následují
ího nárazu na pøední.Vra»me se k samotnému houpání koèárku. Kdy¾ se koèárek houpe, konáurèitý periodi
ký pohyb. Koèárek má, stejnì jako jakýkoliv jiný os
ilátor, svouvlastní frekven
i , se kterou by se houpal, kdyby
hom jej rozhoupali a pak ne-
hali být. Pokud budeme koèárek rozhoupávat nárazy na záøezy v hlínì, budese mu vý¹e zmínìná síla sna¾it þvnutitÿ svoji frekven
i (která samozøejmì od-povídá frekven
i, se kterou koèárek pøejí¾dí záøezy). Je pomìrnì zøejmé (a kdotomu nevìøí, ten si to mù¾e najít v nìjaké uèebni
i fyziky), ¾e rozhoupáváníbude nejúèinnìj¹í tehdy, kdy¾ bude budí
í síla v rezonan
i { tedy bude mítstejnou frekven
i, jako je vlastní frekven
e koèárku.Musíme tedy najít takovou ry
hlost pohybu koèárku, aby frekven
e nárazùna záøezy v hlínì byla stejná jako vlastní frekven
e koèárku.Ale nesmíme zapomenout na rozdíl mezi pøedními a zadními koleèky. Pùso-bení na pøední a na zadní koleèka lze v jistém smyslu pova¾ovat za þopaènéÿ.
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ménì koèárek, jak u¾ bylo vý¹e zmínìno, mezi nárazem pøední
h a zadní
hkoleèek stihne právì polovinu 
elého zhoupnutí. Tedy i sám koèárek se dostanedo situa
e, která je ve stejném smyslu þopaènáÿ. Z toho plyne, ¾e staèí na-jít takovou ry
hlost, aby frekven
e nárazù pøední
h koleèek byla stejná jakovlastní frekven
e houpání koèárku. Zadní koleèka u¾ pak budou nutnì houpánípodporovat stejným zpùsobem jako ta pøední.Pro pøehlednost si vzdálenost záøezù oznaèíme d = 30 
m, vzdálenost oskoleèek l = 75 
m, vý¹ku tì¾i¹tì h = 40 
m a hmotnost houpají
í se èástim = 10 kg.Koèárek jedou
í ry
hlostí v nará¾í pøedními koleèky na záøezy s frekven
íf = vd : (r2:1)Vlastní frekven
i houpání koèárku spoèítáme analogi
ky, jako vlastní frek-ven
i lineární
h kmitù (napøíklad pru¾iny zatí¾ené záva¾ím). Jen je tøeba pama-tovat na to, ¾e koèárek se kývá, tedy na rozdíl od pru¾iny se záva¾ím vykonáváotáèivý pohyb (a budeme tedy muset poèítat s momenty).Za bod, kolem kterého se koèárek otáèí, budeme pova¾ovat støed spojni
evr¹kù pru¾in. Polohu koèárku urèíme úhlem �, o který se tato spojni
e vy
hýlíz klidové polohy. Z toho plyne, ¾e pru¾iny jsou pak zkrá
eny (resp. prodlou¾eny)o délku �x = �l2 ; (r2:2)kde úhel � je v radiáne
h. (Tento vztah vy
hází z pøedpokladu, ¾e vý
hylkabude dostateènì malá a místo sin� staèí pou¾ít jen �. To zde zøejmì platí {koèárek se urèitì nevy
hýlí o ví
e ne¾ nìkolik stupòù.)Ka¾dá pru¾ina má tuhost k (k = 10N=2 
m = 500N �m�1). V¹e
hny pru-¾iny (jak ty zkrá
ené, tak ty prota¾ené) pùsobí proti vý
hyl
e. A to 
elkovýmmomentem síly M = �4k l2 �x = ��kl2 : (r2:3)Tento moment udìluje koèárku úhlové zry
hlení. O tom mluví druhá im-pulsová vìta, a hledaný vztah je " = ��kl2J ; (r2:4)kde " je úhlové zry
hlení a J moment setrvaènosti houpají
í se èásti.Dal¹í potøebný vztah bohu¾el nelze rozumnì odvodit bez znalosti deriva
í.Pokud tedy derivovat neumíte, nezbývá vám, ne¾ závìrùm dal¹ího odstav
evìøit.22 Úlohu ale samozøejmì ¹lo øe¹it i bez znalosti deriva
e. Najdìte si nìjakouuèebni
i fyziky nebo vá¹ se¹it a urèitì tam najdete vzore
, který je velmi po-dobný vztahu (r2.8). Pak u¾ jen staèí tro
hu uva¾ovat, vyu¾ít analogie.



18 Úhlové zry
hlení koèárku je druhá deriva
e úhlu � podle èasu (obvykle seznaèí ��). Pak lze rovni
i (r2.4) pøepsat jako��(t) = �kl2J �(t) : (r2:5)Vý
hylku tedy 
hápeme jako funk
i èasu �(t). Teï hledáme takovou funk
i,která se bude po dvojím zderivování li¹it jen o zápornou konstantu (konkrétnì�kl2=J). To splòují funk
e sinus a kosinus. Pro na¹e úèely (nezajímá nás fázekmitù, jen jeji
h frekven
e) bude staèit pøedpokládat øe¹ení ve tvaru�(t) = A sin(Bt) : (r2:6)Po zderivování a dosazením do (r2.5) získáme podmínku pro B:B =rkl2J : (r2:7)Jedno zhoupnutí koèárku probíhá v dobì, kdy Bt 2 h0; 2�i. Z toho u¾ jednodu¹eurèíme frekven
i vlastní
h kmitùfvl = B2� = 12� rkl2J : (r2:8)Vzpomeneme si na vztah (r2.1), a spolu s (r2.8) nám dá výraz pro hledanoury
hlost v = dl2� r kJ : (r2:9)Zbývá urèit moment setrvaènosti J . Pro tento úèel budeme 
elou houpa-jí
í se èást pova¾ovat za homogenní kvádr o dél
e l a vý¹
e b s tì¾i¹tìm v místìuvedeném v zadání. Moment setrvaènosti kvádru vùèi ose pro
házejí
í tì¾i¹tìmje J0 = 112 m(l2 + b2) ; (r2:10)jak lze zjistit napøíklad v tabulká
h. Osa otáèení ale le¾í ve vzdálenosti h odtì¾i¹tì kvádru, tak¾e výsledný moment setrvaènosti urèíme pomo
í Steinerovyvìty: J = mh2 + J0 = m�h2 + l2 + b212 � : (r2:11)Vidíme, ¾e moment setrvaènosti je z velké èásti urèen vý¹kou tì¾i¹tì h a zjedno-du¹ení tvaru kývají
í se èásti výsledek pravdìpodobnì ovlivní pouze v rozumnémíøe. Za b dosadíme odhadnutou hodnotu 40 
m a dal¹í hodnoty jsou v zadání.Vy
hází moment setrvaènosti J = 2;2 kg �m2 :



� XI/3 19Lze pøedpokládat,3 ¾e takto urèené J bude mít 
hybu pod 20%. To je si
e naprvní pohled hodnì, ale uvìdomme si, s jakou pøesností máme zadány rozmìrya hmotnost koèárku. A u¾ ze zadání úlohy je vidìt, ¾e pøesnìj¹í výsledek aninemá velký význam (jak pøesnì vnímáte ry
hlost 
hùze?).Po dosazení do (r2.9) vyjdev = 0;54m � s�1 = 2km � h�1 :Koèárek tedy musíme tlaèit velmi pomalým pro
házkovým tempem. :-)MarbleÚloha 1.3 { Piráti (4b)Zadání:Pìt pirátù na¹lo truhlièku se 100 zla»áky. Po 
hvíli dohadù o tom, komu patøí vìt¹í èást pokladu,kapitán rozhodl: þUdìláme to spravedlivì. Já navrhnu, jak si zla»áky rozdìlíme. Pokud s tímbude souhlasit nadpolovièní vìt¹ina z nás, podìlíme se tak. Pokud ne, mù¾ete mì zastøelit amísto mì bude rozdìlovat mùj první zástup
e. A tak dále, v¾dy bude dìlit ten s nejvy¹¹í hodností.Do té doby, ne¾ bude nìkteré dìlení odsouhlaseno a nebo dokud nezbude poslední z vás. Pokudnìkdo poru¹í pravidla, bude okam¾itì zastøelen.ÿPirátùm to pøi¹lo velmi výhodné. Kapitán bude rád, jestli pøe¾ije, a my si poøádnì pøilep¹í-me. Tak ry
hle souhlasili. Kapitán navrhl rozdìlení penìz a piráti se koneènì poøádnì zamysleli.Ono to asi nepùjde tak jednodu¹e : : :Jak nakone
 dopadlo dìlení pokladu? Pøedpokládáme, ¾e:� v¹i
hni piráti jsou 
hytøí a to, jak budou hlasovat, si poøádnì promyslí;� ka¾dý pirát 
h
e pøedev¹ím pøe¾ít;� kdy¾ pøe¾ije, tak s 
o nejví
e zla»áky v kapse;� pokud tím ni
 neztratí, sna¾í se, aby bylo zastøeleno 
o nejví
 ostatní
h pirátù (ob-zvlá¹» ten protivný kapitán).Piráti si
e dodr¾í kapitánova pravidla, ale jinak si naprosto nedùvìøují, tak¾e ¾ádné dal¹ídohody nepøipadají v úvahu.A dvì otázky naví
. Jak by v¹e dopadlo, kdyby bylo pirátù ví
 ne¾ pìt? Co by se stalo, kdybyv truhle byl jen jediný zla»ák?Øe¹ení:Jednodu
houlinkatou úlo¾ku snadno a názornì vyøe¹ím od nejmen¹í
h pøípadùnahoru. Piráty oèísluji 1, 2, : : : od nejpodøadnìj¹í
h hodností (uhlíø, palubníteoreti
ký fyzik, otrok, : : : ) pøes kapitána a¾ po samotného Diskrétního Mate-matika.V1 : Pro jednoho piráta je situa
e triviální.VA¾ : Dále se pirát rozhodne podle nejvìt¹ího men¹ího pøijatého rozdìlení,pokud dostane ví
 ne¾ tehdy nebo pokud by dal¹í rozdìlení nepøe¾il,bude pro.2) Dva piráti se neshodnou a PTF (2. pirát) ostrouhá.3) Tøetí pirát má jistou spoluprá
i od PTF, tak¾e si ne
há v¹e pro sebe.3 Mù¾ete si to ovìøit napøíklad dosazením jiný
h rozmìrù nebo jiný
h tvarùdo (r2.11).



204) Ètvrtý nemù¾e poèítat s podporou 3., tak¾e musí pøesvìdèit 1. a 2. Tìmstaèí po jednom zla»áèku, od dal¹ího na øadì by nedostali ni
. Ne
há si tedy98 sluníèek.5) Pátý pirát (kapitán) neuplatí 4., rád v¹ak podstrèí tøetímu 1 ¹u¹ník, buï 1.anebo 2. pak nerad ale pøe
e uplatí 2 dukátky. Sám si jen a jen pro sebene
há 
elouèký
h 
elièký
h 97 kula»ouèký
h miláèkù.Situa
e s 1 zl se øe¹í podle stejného pravidla, pøi tøe
h si stále je¹tì nahraberozdìlují
í, ale ètvrtý nepøe¾ije, neuplatí si zároveò 1. a 2. Pátý si
e také uplatíjen jednoho piráta (1. nebo 2.), ale má naví
 podporu 4.Dále to je 
elkem jednodu
hé, dal¹í uplatí jednoho piráta a potøebuje dosta-tek beznadìjný
h uzoufaný
h zoufal
ù. Dost ji
h má pirát 9 (jsou pro nìj i pirátièíslo 6{8), 17, 33, 65, : : : , (2k + 1). Dùkazu
htiví prosím u¾ijte Matemati
kouInduk
i.Pro ví
e pirátù a 100 gp je zadání tro
hu nejasné. Je tøeba si vybrat, jakse pirát za
hová, pokud si není jistý, kolik v dal¹ím výbìru dostane { mù¾e
htít ví
e ne¾ to, 
o má jisté, nebo ne¾ to, 
o by mohl dostat (tøeba pirát 1 pøinávrhu piráta 6 neví, jestli by od 5. dostal jednu nebo ¾ádnou min
ièku). Jsoumo¾né i dal¹í zpùsoby, napøíklad podle pravdìpodobnosti nebo pøedpokládat,¾e dìlí
í pirát radìji vyplatí piráty s ni¾¹¹í hodností. Tomá¹ G.
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