
� Studentský matemati
ko-fyzikální èasopisroèník X èíslo 7Milí øe¹itelé,koneènì se vám dostává do rukou sedmé, závìreèné èíslo desátého roèníku.Najdete zde øe¹ení úloh z pátého a ¹estého èísla. Také zde uveøejòujeme poslednípøíspìvky k témátkùm desátého roèníku.Na poslední
h stránká
h je uvedena výsledková listina za páté a ¹esté èíslo.K 
elkovému poètu bodù získaný
h v M&M dostali nìkteøí z vás naví
 bodyza pøíspìvky do konferen
í. Tyto body neovlivòují poøadí v desátém roèníku,ale mají vliv na titul, který dotyèným øe¹itelùm patøí. Redak
e�Øe¹ení tématTéma 2 { n-rozmìrné prostoryNìkteré vztahy pro n-simplexDr.MMZbynìk KoneènýV následují
ím se pokusím dokázat vzore
 pro vý¹ku n-simplexu1 vn, polomìrkoule mu vepsané rn a opsané Rn (index znaèí rozmìr n-simplexu). Vím, ¾evý¹ka n-simplexu splývá s tì¾ni
í, pro
hází tedy tì¾i¹tìm jedné ze stìn, tototì¾i¹tì le¾í v 1=(n+ 1) její vý¹ky.Pozn. red.: Pro 2-simplex, 
o¾ je rovnostranný trojúhelník, je tì¾i¹tì v jednétøetinì vý¹ky, pro pravidelný ètyøstìn (tj. 3-simplex) je tì¾i¹tì v jedné ètvrtinìvý¹ky a tak dál. Ètenáø znalý integrování si toto tvrzení lehko odvodí.Proto vý¹ka n-simplexu, vý¹ka jeho stìny (tedy vý¹ka (n � 1)-simplexu)a 1=n vý¹ky (n� 1)-simplexu tvoøí pravoúhlý trojúhelník. Podle Pythagorovyvìty v2n = v2n�1 � (vn�1=n)2 = v2n�1(1� 1=n2), po odmo
nìnívn = vn�1pn2 � 1n = vn�2p(n� 1)(n+ 1)n p(n� 2)nn� 1 = : : : == v2p(n� 1)! (n+ 1)!=6n!=2 = 2v2pn!n! ((n+ 1)=(6n))n! = 2v2rn+ 16n :1 Pozn. red.: Autor má na mysli pravidelný n-simplex, 
o¾ je tìleso v n-roz-mìrném prostoru, které má n+ 1 vr
holù a stìny jsou (n� 1)-simplexy.



2Jeliko¾ vý¹ka rovnostranného trojúhelníka je v2 = ap3=2, jevn = 2p32 arn+ 16n = arn+ 12n :Polomìr koule n-simplexu vepsané je roven èásti tì¾ni
e spojují
í tì¾i¹tì a stì-nu, kterou protíná, tedy rn = vn=(n + 1) = a=p2n(n+ 1). Polomìr kouleopsané je vzdálenost tì¾i¹tì od vr
holu, tedy Rn + rn = vn, po dosazeníRn = apn=(2(n+ 1)). Pe»oTéma 6 { Gra�kaDr.MM Zbynìk Koneèný nám poslal pøíspìvek, ve kterém se zabývá problémemobe
ný
h obalový
h køivek. Obalové køivkyDr.MMZbynìk KoneènýObalové køivky vznikají tak, ¾e na dvou de�novaný
h èará
h a, b zvolím bodyA 2 a, B 2 b tak, ¾e poloha A na a a poloha B na b jsou dány dvìma funk
eminìjakého reálného parametru t. Zmìnou tohoto parametru se spojni
e AB spo-jitì pohybuje a vyplòuje tak postupnì nìjakou èást roviny, která je ohranièenaobalovou køivkou. Budu se zabývat pouze nejjednodu¹¹í variantou, kdy a a bjsou pøímky. Pøímky a a b jsou na sebe kolméDvoji
i spojovaný
h bodù umístím tak, ¾e na pøím
e a (ose y) bude danýbod A mít souøadni
i y = f(t), na pøím
e b (ose x) bude mít bod B souøadni
ix = g(t). Rovni
e teèny dané tìmito dvìma body tedy jey = f(t)� f(t)g(t) x ;pro soumeznou teènu platíy = f(t+�t)� f(t+�t)g(t+�t) x :Jeji
h prùseèík je bodem hledané køivky a platí pro nìj rovni
ef(t)� f(t)g(t) x = f(t+�t)� f(t+�t)g(t+�t) x :



� X/7 3Pro x pøi �t! 0 platí2x = f(t+�t)� f(t)g(t)f(t+�t)� g(t+�t)f(t) g(t+�t)g(t) = g(t)2f 0(t)f 0(t)g(t)� f(t)g0(t) :Pro y získám vztah y = f(t)2g0(t)f(t)g0(t)� f 0(t)g(t) :Znám tedy parametri
ké vyjádøení dané køivky, a z nìj pro zvolené f(t), g(t)mohu urèit klasi
ký vzore
.Pøímky a a b svírají kosý úhel
f(t) h(t)sin� g(t)h(t) 
os��O A BA0 ay

x � bObr. t6.1
Tuto úlohu je mo¾né pøevést na pøede-¹lý pøípad. Úhel, který svírají pøímkya a b, nazvu �, vzdálenost OA = h(t),OB = g(t). Urèím souøadni
i y = f(t)bodu A0, ve kterém osu y protíná po-hyblivá pøímka AB. Z podobnosti troj-úhelníkù platí podle náèrtku t6.1f(t)g(t) = h(t) sin�g(t)� h(t) 
os� ;f(t) = g(t)h(t) sin�g(t)� h(t) 
os� : PøíkladyK obe
ným úvahám doplním dva pøíkladya) f(t) = 1=t, g(t) = tPøíslu¹né deriva
e jsou f 0(t) = �1=t2 a g0(t) = 1. Pro body køivkyplatí x = t2 � (�1=t2)(�1=t2) � t� (1=t) � 1 = t2 ;y = (1=t2) � 1(1=t) � 1� (�1=t2) � t = 12t :Po vylouèení t vyjde rovni
e 4xy = 1. Obalová køivka je hyperbola.2 Pozn. red.: Pokud vám není jasné, kde se tam vzala deriva
e, uvìdomte si,¾e platí f 0(x) = lim�!0[f(x+ �)� f(x)℄=�. Autor naví
 pøi úpravá
h nahradilsouèin g(t + �t)g(t) výrazem g(t)2, 
o¾ je v tomto pøípadì (za pøedpokladukoneèné deriva
e funk
e g) korektní.



4 b) f(t) = k sin t, g(t) = l 
os tPro deriva
e funk
í f a g platí f 0(t) = k 
os t, g0(t) = �l sin t.x = l2 
os2(t) � k 
os(t)kl 
os2(t) + kl sin2(t) = l 
os3(t) ;y = k2 sin2(t) � l sin(t)kl 
os2(t)� kl sin2(t) = k sin3(t) :Po vylouèení parametru t (vyjdu z rovni
e 
os2(t) + sin2(t) = 1)získám rovni
i obalové køivky:(x=l)2=3 + (y=k)2=3 = 1 :Pro k = l bude délka úseèky mezi pøímkami a a b konstantní. Oba-lová køivka vzniklá pohybem této úseèky bude mít po malé úpravìrovni
i x2=3 + y2=3 = k2=3 :Je to asteroida.Konstruk
e parabolyMgr.MMJindra SoukupPozn. red.: Mgr.MM Jindra Soukup nám poslal èlánek k problému zmínìnémuv minulém èísle { konstruk
i paraboly pøekládáním papíru.List papíru pøekládáme tak, aby se hrana v¾dy dotkla pevnì zvolenéhobodu. Jednotlivé pøehyby pak vytváøí lomenou èáru, která se þblí¾í paraboleÿ.(Lépe øeèeno, ka¾dý takový pøehyb je teènou vznikají
í paraboly.)F SPObr. t6.2
Pøi zji¹»ování, je-li vznikají
í køivka parabola, vy-jdeme z de�ni
e paraboly. Jako ohnisko F si oznaèímzvolený bod. Øídí
í pøímkou q bude daný okraj papí-ru. Ka¾dým pøehnutím vznikne pøímka, která je osouspojni
e bodu F a pøikládaného bodu P . Z bodu P ve-deme kolmi
i na q. Její prùseèík s pøehybem, který ozna-èím S, bude hledaný bod paraboly, proto¾e jFSj = jSP j(
o¾ plyne tøeba z podobnosti trojúhelníkù { viz obrá-zek t6.2). Pokud by
hom za P postupnì dosadili v¹e
hny body pøímky q, dostaliby
hom parabolu.Dosud jsme ale pøedpokládali, ¾e bod S je nejvzdálenìj¹í od okraje a ¾ekonstruk
í nemù¾e vzniknout bod S0; S0 2 $PS, jPS0j > jPSj.To, ¾e takový bod neexistuje, ale mù¾eme dokázat.3 Zavedeme si souøadni-
ovou soustavu s osou x toto¾nou s q a osou y umístìnou tak, aby na ní le¾el3 Pozn. red.: Dùkaz byl kvùli drobným nedostakùm originální verze redak
ímírnì upraven.



� X/7 5bod F . Ohnisko F má tedy souøadni
e [0; f ℄ a zvolenný bod P souøadni
e [p; 0℄.Jednodu¹e dopoèteme, ¾e hledaný bod S bude mít souøadni
e�p; f2 + p22f � :Ohyb papíru vytvoøený pøilo¾ením jiného bodu P 0[q; 0℄ bude pro
házet i bo-dem se souøadni
emi �p; f2 + 2pq � q22f � :Získáme tedy následují
í nerovni
ef2 + p22f � f2 + 2pq � q22f ;p2 � 2pq � q2 ;(p� q)2 � 0 :Poslední nerovnost platí pro libovolné q, tak¾e jsme dokázali, ¾e na výslednékøiv
e se podílí právì ty body, které dohromady tvoøí parabolu. MarbleØe¹ení úlohÚloha 5.1 { Ètver
ová èísla (5b)Zadání:Pøirozené èíslo nazveme ètver
ovým, jestli¾e je jeho druhá odmo
nina pøirozené èíslo. Naleznìtetroji
i pøirozený
h èísel fx; y; zg takovou, ¾e ka¾dý z výrazùz2 + y2 + x2 + x+ y + z ; y2 + x2 + x+ y + z a x2 + x+ y + zje ètver
ovým èíslem a pøitom x je nejmen¹í mo¾né!Øe¹ení:Pøi zadávání této úlohy jsem se ne
hal inspirovat úlohou z poslední èásti spisuLiber quadratorum Leonarda Pisánského známìj¹ího pod jménem Fibona

i(podrobnìji viz J. Beèváø a kol.: Matematika ve støedovìké Evropì; Prome-theus, Praha 2001, strana 310). Netu¹il jsem ale, jaké problémy vzniknou do-dateènì pøidanou podmínkou minimálního x. Úloha se tím natolik zkompliko-vala, ¾e se mnì ani s pomo
í výpoèetní te
hniky nepodaøilo najít úplné øe¹ení.Troji
i s nejmen¹ím zatím nalezeným x na¹el Zbynìk Koneèný, jsou to èíslax = 4, y = 112, z = 4224. Ani on, ani nikdo jiný ale nedokázal, ¾e ¾ádná troji
e[x; y; z℄, kde x 2 f1; 2; 3g, neexistuje. Nìkteøí jste si správnì v¹imli, ¾e pro ka¾déa 2 Z je výraz a2 + a sudý, a úloha má tedy øe¹ení, právì kdy¾ jsou èísla y,z sudá. To vede k jistým omezením, k dùkazu to v¹ak nestaèí. Redak
e protouvítá a nále¾itì bodovì ohodnotí dal¹í pøíspìvky, které povedou k úplnémuvyøe¹ení úlohy nebo alespoò lépe omezí x. Mirek



6 Úloha 5.2 { Oko (5b)Zadání:Vìt¹ina pøípadù krátkozrakosti a dalekozrakosti je zpùsobená posunutím sítni
e kvùli prota¾enínebo zkrá
ení oka. Øe¹ením jsou brýle, které spolu s èoèkou v oku tvoøí systém dvou zhrubasouosý
h èoèek. Ohnisková vzdálenost takové soustavy je závislá na vzdálenosti èoèek.Kdy¾ se tedy krátkozrakému a dalekozrakému bude dále zhor¹ovat zrak, má si dát brýle blí¾nebo dál od oèí? Jak velkého rozdílu mù¾e vlastnì dosáhnout? A jak mo
 je posunutá sítni
enapø. u dalekozrakého, kterému lékaø pøedepsal na brýle +5D (dioptrií)?Údaje o oku není tì¾ké najít a ohlednì brýlí: uva¾ujte pouze normální nosy a brýle. Pokudbrýle nosíte, budete mít situa
i o nì
o snadnìj¹í, pokud ne, jistì ve svém okolí nìkoho takovéhonajdete.Øe¹ení:Zaèneme opti
kým vtipem z Divadla Járy Cimrmana:Cyrano z Bergera
u si v dù
hodu poøídí brýle ke ètení, doma si je nasadí,rozhlédne se a øekne: þAle Roxano! Ty se zase pøedvádí¹. Je ti padesát a dìlá¹tady stojky.ÿÚkolem bylo zabývat se normálními nosy a brýlemi { ne
háme Cyranasvému osudu a budeme se dále vìnovat úloze. Opti
ká mohutnost bì¾néhooka je 60 a¾ 70D, èemu¾ odpovídají ohniskové vzdálenosti pro neakomodovanéoko 17mm a pro oko plnì akomodované 14mm. Opti
ká mohutnost udávanáv dioptrií
h znaèí pøevrá
enou hodnotu ohniskové vzdálenosti èoèky v met-re
h. Akomoda
e je s
hopnost zvìt¹it opti
kou mohutnost oka tak, aby
homvidìli ostøe v¹e
hny objekty le¾í
í mezi dalekým a blízkým bodem (
o¾ znaèímaximální a minimální zaostøitelnou vzdálenost). Lidé zaostøují tak, ¾e mìnízakøivení èoèky, ale napøíklad krokodýl ostøí posouváním èoèky.Kdy¾ u¾ tedy èlovìk nemù¾e zaostøit, jak by potøe-boval, pøi
házejí na øadu brýle. My si vytvoøíme jedno-du
hý model oka a brýlí. Ty tvoøí v ideálním pøípadìsouosou soustavu dvou èoèek a vzore
 na ohniskovouvzdálenost takovéto soustavy je jediný, který k úlozepotøebujeme. Zkusíme si jej tedy odvodit podle ob-rázku r5.2.1. Pro lep¹í orienta
i: index O znamená, ¾evelièina nále¾í èoè
e v oku, index B znaèí pøíslu¹nostk brýlím, b znaèí vzdálenost oka od brýlí, neèárkovanévelièiny se týkají pøedmìtového prostoru odkud þpøi-
házejí paprskyÿ a èárkované velièiny obrazového pro-storu. To je tøeba zdùraznit, proto¾e to, ¾e má èoèkastejnou pøedmìtovou a obrazovou ohniskovou vzdálenost, jak je èlovìk zvyklý,platí, pouze pokud prostor pøed a za èoèkou má stejný index lomu, 
o¾ u oèníèoèky není splnìno.Vyjdeme z Gaussova tvaru zobrazova
í rovni
e èoèky:af + a0f 0 = 1 :



� X/7 7aB a0B bfB f 0B aO a0OfO f 0Op�redm�et
br�yle

obraz br�yl��
okoobraz v okuObr. r5.2.1Dvakrát ji pou¾ijeme { jednou pro a0B, podruhé pro a0O:a0B = aBf 0BaB � fB ;a0O = aOf 0OaO � fO :Obraz vytvoøený brýlemi ve vzdálenosti a0B je ale zároveò pøedmìtem, kterýzobrazuje oko, tj.: 4aO = a0B � b = aBf 0BaB + f 0B � b = aBf 0B � b(aB + f 0B)aB + f 0B :Tento vztah mù¾eme dosadit do rovni
e pro a0O a dostaneme:a0O = f 0O aBf 0B � b(aB + f 0B)aBf 0B + (f 0O � b)(aB + f 0B) :Teï u¾ víme, jak daleko od èoèky se zobrazuje pøedmìt ze vzdálnosti aBpøed brýlemi. Je to si
e velmi komplikovaný vzore
, ale dál u¾ ho budeme pouzezjednodu¹ovat.Krátkozrakost a dalekozrakost, jak bylo uvedeno v zadání, jsou vìt¹inouzpùsobeny tím, ¾e se zmìní délka oka (a tím i vzdálenost sítni
e od èoèky).Kdy¾ je potom oko bez akomoda
e a dívá se do dálky (nejlépe do nekoneèna),nevzniká obraz na sítni
i, ale pøed ní (u krátkozraký
h) nebo za ní (u daleko-zraký
h). Rozsah akomoda
e zùstává nezmìnìn, tak¾e by vlastnì staèilo, abyse obraz nekoneèna pøi nulové akomoda
i posunul dopøedu nebo dozadu nasítni
i, a v¹e by se vrátilo do normálu. Pøi zkoumání vad oka se tedy zamìøímena nekoneènì vzdálené pøedmìty, neboli provedeme limitu aB !1:a0O(1) = f 0O b� f 0B(b� f 0B)� f 0O = f 0O 11� f 0O=(b� f 0B) :4 V geometri
ké opti
e je tøeba dát si pozor na to, ¾e vzdálenosti jsou zdeorientované. Sèítají se tedy jako vektory.



8 Dalekozraký èlovìk potøebuje obraz posunout blí¾ k èoè
e, tj. zmen¹it a0O.Mù¾eme s klidem pøedpokládat, ¾e f 0B > b { neuva¾ujeme tak si
e pøípady, kdymá èlovìk 30D a ví
e, ale sám nikoho takového neznám. Pøepí¹eme si vztahpro dalekozraké: a0O(DAL) = f 0O 11 + f 0O=jb� f 0Bj :Evidentnì je tøeba u dalekozrakosti zmen¹it jb� f 0Bj (to je logi
ké, proto¾e pøinezmìnìném b prostì potøebujeme silnìj¹í brýle { men¹í f 0B). Pokud si ne
h
emekoupit silnìj¹í brýle, mù¾eme zkusit posunout brýle dál od oka. Centimetrposunutí ale nahradí pouhý 
entimetr ohniskové vzdálenosti brýlí, s èím¾ dlouhonevystaèíte, pokud nenosíte silné brýle nebo nejste Pino

hio.Mù¾eme rovnou urèit i posunutí sítni
e u dalekozrakého èlovìka s brý-lemi o opti
ké mohutnosti 5D (f 0B = 20 
m). Budeme uva¾ovat b = 2 
m af 0O = 1;7 
m. Dosazením do vzor
e pro a0O zjistíme, ¾e oproti normální vzdá-lenosti 17mm je sítni
e u tohoto èlovìka vzdálena jen 15,5mm, tedy rozdílokolo 10%.
Stejný postup jako u dalekozrakého èlovìka mù¾eme provést i u krátkozra-kého. Zde bude platit, a¾ na patologi
ké pøípady, ¾e b� f 0B > f 0O > 0, a snahouje naopak zvìt¹it a0O. Napí¹eme si tedy vzoreèek:a0O(KR) = f 0O 11� f 0O=jb� f 0Bj :A vidíme, ¾e ke zvìt¹ení a0O potøebujeme, aby jb�f 0Bj byla men¹í, tj. opìt to 
h
ebuïto silnìj¹í brýle nebo men¹í b (f 0B je tentokrát záporné). Krátkozrakým tedynezbývá ne¾ tisknout brýle 
o nejví
e k oèím. Tady nepomù¾e u¾ ani dlouhýnos. Výsledkem tedy je, ¾e krátkozra
í lidé si pøíli¹ nepomohou, ov¹em lidé sesilnìj¹í dalekozrakostí pøe
e jen ano (posun o 4 
m vykompenzuje rozdíl mezibrýlemi 4D a 5D). Charlie



� X/7 9Úloha 5.3 { ©a
hy (4b)Zadání:Ka¾dý jistì zná problém pokrytí ¹a
hovni
e pomo
í 
o nejmen¹ího poètu dam. My vám alenabízíme problém o nì
o slo¾itìj¹í. Umístìte na standardní ¹a
hovni
i (8� 8 polí) 
o nejmen¹ípoèet koní tak, aby ohro¾ovali ka¾dé pole na ¹a
hovni
i (s výjimkou polí, na který
h stojí nìjakýkùò).Pro ty, 
o neznají ¹a
hová pravidla: kùò ohro¾uje pole, která jsou od nìj vzdálena o dvìpolíèka v jednom smìru (doprava, doleva, nahoru nebo dolù) a zároveò o jedno políèko ve smìrukolmém.Øe¹ení: K?? ?? ? ?? ?
Obr. r5.3.1

Úlohu vyøe¹íme ve dvou kro
í
h. Nejprve si v¹ak na ob-rázku r5.3.1 pøipomeneme, jaká pole �gurka konì ohro-¾uje.V prvním kroku se zamìøíme na 4 rohová pole ¹a-
hovni
e. Z dosahu konì z obrázku r5.3.1 je zøejmé, ¾epro pokrytí ètyø rohový
h polí potøebujeme alespoò tøikonì, tj. pro ka¾dý roh tøi konì. To nám dává první dolníodhad na poèet koní 12.?? ?? V druhém kroku pokryjeme ètyømi troji
emi koní po-stupnì v¹e
hny rohy. Vidíme, ¾e jsme pokryli 
elou ¹a
hovni-
i. Z kroku jedna plyne, ¾e jsme na¹li jedno nejmen¹í øe¹ení.Dal¹í øe¹ení okam¾itì plyne z inverze desky kolem vodorovnéèi horizontální osy. Pøi hledání øe¹ení jsme vy
házeli z intu-itivní pøedstavy toho, ¾e øe¹ení bude symetri
ké.
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10 Úloha 6.1 { Rovnobì¾ník (4b)Zadání:Mìjme mno¾inu v¹e
h rovnobì¾níkù ABCD takový
h, ¾e jABj = 8 
m a jBCj = 6 
m. Vevnìj¹í oblasti ka¾dého z ni
h sestrojme mno¾inu bodù X; pro nì¾ je j<)AXBj = 75Æ; a mno-¾inu bodù Y; pro nì¾ j<)BY Cj = 45Æ. Pro ka¾dý ètyøúhelník ABCD oznaème X0; Y0 ty zesestrojený
h bodù, jeji
h¾ vzájemná vzdálenost je nejvìt¹í mo¾ná. Oznaèíme-li jX0Y0j = d; pakexistuje takový rovnobì¾ník ABCD, pro který nabývá d maximální hodnoty. Urèete obsah tohotorovnobì¾níku.Øe¹ení:Aby
hom mohli urèit obsah rovnobì¾níku, potøebujeme kromì zadaný
h stranurèit napøíklad nìkterý z jeho vnitøní
h úhlù. Nejlépe se k tomu bude hoditten pøi vr
holu B. Mno¾iny bodù X a Y v zadání odpovídají kru¾ni
ovýmobloukùm sestrojeným nad stranami AB a BC.A B CDS1 S2r1 r2
k1 k2

150Æ 90Æ
Obr. r6.1.1

Doplníme-li v náèrtu situa
eèást tì
hto obloukù na kru¾ni
e,dostaneme obrázek r6.1.1. V nìmjsme oznaèili støedy kru¾ni
 k1,k2 po øadì S1, S2 a doplnili ve-likosti pøíslu¹ný
h støedový
h úh-lù. Uvá¾íme-li nyní mno¾inu v¹e
htakto vzniklý
h rovnobì¾níkù, jejasné, ¾e se budou li¹it vzájem-nou polohou kru¾ni
 k1 a k2, ni-koliv jeji
h polomìry. Naví
 se bu-dou obì kru¾ni
e v¾dy protínatv bodì B.Pro nalezení bodù X0 a Y0 proto uva¾me dvì kru¾ni
e se støedy S1 a S2a polomìry r1 a r2, které mají alespoò jeden spoleèný bod, ale nejsou toto¾né.Po 
hvil
e sna¾ení odhadneme, ¾e spojni
e dvou bodù le¾í
í
h na jeji
h obvo-de
h bude nejdel¹í, pokud na ní budou le¾et støedy obou kru¾ni
; délka úseèkyX0Y0 pak bude zøejmì jX0Y0j = r1 + jS1S2j+ r2.
S1 S2X1

Y1Pr1 r2k1
k2

Obr. r6.1.2
Tuto domnìnku je v¹ak tøeba dokázat. To mù¾eme napøíklad takto: Ne
h»tedy X1 a Y1 jsou body, na jeji
h¾ spojni
i nele¾í ani jeden ze støedù S1; S2.Tato spojni
e buï úseèku S1S2 protíná, pak oznaème prùseèík písmenem P(viz obr. r6.1.2), nebo úseèku S1S2 neprotíná atvoøí spolu s ní a úseèkamiX1S1, Y1S2 ètyøúhel-ník (viz obr. r6.1.3). V prvním pøípadì budedíky trojúhelníkové nerovnosti pro délku úseèkyX1P platit jX1P j < jX1S1j+ jS1P ja pro délku úseèky PY1 pakjPY1j < jY1S2j+ jS2P j :
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S1 S2X1 Y1r1 r2k1 k2Obr. r6.1.3

Po seètení tedyjX1Y1j = jX1P j+ jPY1j < jX1S1j+ jS1S2j++ jS2Y1j = r1 + jS1S2j+ r2 :Ve druhém pøípadì nemù¾e být jedna stranaètyøúhelníku del¹í ne¾ souèet zbylý
h tøí stran,a opìtjX1Y1j < jX1S1j+ jS1S2j+ jS2Y2j == r1 + jS1S2j+ r2 :Obdobným zpùsobem by
hom probrali mo¾nost, ¾e na spojni
i X1Y1 le¾í právìjeden z bodù S1; S2, 
o¾ pone
háváme ètenáøi jako jednodu
hé 
vièení.Jak jsme právì ukázali, pro kterýkoli z uva¾ovaný
h rovnobì¾níkù le¾í bodyX0; Y0 na pøím
e pro
házejí
í støedy kru¾ni
 k1; k2: Zbývá nalézt rovnobì¾ník,pro který je (v závislosti na poloze kru¾ni
) d = jX0Y0j nejvìt¹í. Nebo» jed = r1 + r2 + jS1S2j a r1; r2 jsou konstanty, hledáme maximální délku jS1S2j.Vrátíme-li se k obrázku r6.1.1, vyplývá kromì jiného z trojúhelníkové nerov-nosti, ¾e jS1S2j � jS1Bj+ jBS2j = r1 + r2a maximální hodnotu jS1S2j nabývá, pokud bod B le¾í na úseè
e S1S2. Proto¾epak platí 180Æ = j<)S1BAj+ j<)ABCj + j<)CBS2j ;j<)S1BAj = 15Æ ; j<)CBS2j = 45Æ ;dostáváme j<)ABCj = 120Æ.
A B CDX0 Y0S1 S2r1 r2k1

k2150Æ 150Æ 90Æ
Obr. r6.1.4



12 Jak jsme ale poznamenali v úvodu, na obr. r6.1.1 nejsou vyznaèeny v¹e
hnybody X;Y odpovídají
í zadání. Chybí èásti kru¾ni
ový
h obloukù v polorovi-ná
h ABD a BCD. Doplnìním i tì
hto obloukù na kru¾ni
e získáme dal¹í tøidvoji
e kru¾ni
, jeji
h¾ vzájemnou polohu ovlivòujeme velikostí úhlu pøi vr-
holu B. Naèrtnìte si tyto pøípady podrobnì, abyste se pøesvìdèili, ¾e úlozedále vyhovuje pouze situa
e obrázku r6.1.4. Opìt je nutné, aby bod B le¾elna úseè
e S1S2, a tedy pro vnitøní úhel rovnobì¾níku pøi vr
holu B v tomtopøípadì platíj<)ABCj = j<)ABS1j+ (180Æ � j<)S2BCj) = 15Æ + (180Æ � 45Æ) = 150Æ:Pro tento pøípad je naví
 tøeba zvlá¹» ovìøit, ¾e bod X0 le¾í ve vnìj¹í oblastirovnobì¾níku, o èem¾ se snadno pøesvìdèíte sami.Pou¾itím vzoreèku pro obsah rovnobì¾níkuSABCD = jABj � jBCj � sin j<)ABCjmáme koneènì SABCD = 8 � 6 � p32 = 24p3 
m2 (pro úhel 120Æ) nebo SABCD == 8 � 6 � 12 = 24 
m2 (pro úhel 150Æ), 
o¾ jsme 
htìli vìdìt. MirekÚloha 6.2 { Os
ilují
í slaná voda (6b)Zadání:Kelímek s malou dírkou na spodní stranì, který obsahuje slanou vodu, je èásteènì ponoøený dovelké nádoby se sladkou vodou a upevnìný.Vysvìtlete me
hanizmus pozorovaného periodi
kého pro
esu a zkoumejte závislost periodyna rùzný
h parametre
h.Na základì teoreti
ký
h úvah a experimentù formulujte vztah udávají
í frekven
i tohotojevu a urèete okrajové podmínky, aby kmity vùbe
 mohly nastat.Pro zviditelnìní pro
esu by mìla být voda v kelímku zabarvená.Øe¹ení:Rie¹ení veµa nepri¹lo a tí, èo sa nezµakli »a¾kého zadania, sa s úlohou príli¹nepohrali. Mnoho z vás sa domnievalo, ¾e podstatou problému je osmóza {osmoti
ký jav. Osmóza je v¹ak jav, kedy 
ez polopriepustnú membránu m�¾umalé molekuly pre
hádza» bez obmedzenia a veµké nie. Následne musí vzniknú»rozdiel tlakov, preto¾e na jednej strane je via
ej molekúl nepriepustnej látkyako na druhej.Otázkou je, preèo nedo
hádza k difúzii, ale k výmene hm�t. Ono budedo
hádza» k difúzii, ak by sme buï zmen¹ili priemer dierky, zní¾ili kon
entrá
iualebo zmen¹ili vý¹ku hladiny v pohári s dierkou. Pri príli¹ veµkom priemeredierok by nastal tok slanej vody dole a sladkej hore zároveò.Otázkou je, preèo nie sú tieto kmity tlmené. Je to tým, ¾e ak by sme ajuviedli systém do rovnováhy, tak táto rovnováha je vratká (hustej¹ia tekutinaje navr
hu). Systém má snahu dosta» sa do stabilného rovnová¾neho stavu,preto staèí minimálny impulz a opä» nám nastane tok slanej vody dole a sladkejnahor.
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hovatá kávová ly¾ièka soli. Graf vyzerá následovne
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Medzera v strede je sp�sobená prestávkou na obed. Na vodorovnej osi je na-nesený èas (v sekundá
h), na zvislej èas medzi dvoma po sebe idú
imi zmenamismeru toku vody. Vïaka rozdielnemu indexu lomu je tok zreteµne viditeµný ajpre malé kon
entrá
ie.Vysoké èasy medzi dvoma po sebe idú
imi zmenami smeru toku sú zrejmesp�sobené obojsmerným tokom, kedy slaná voda tiekla dole a zároveò sladkádo pohárika. Toto sú spomínané pohyby tekutiny blízko stavu rovnováhy (viïvy¹¹ie). Dalo sa vidie», ¾e pohyb slanej vody dole sa spomaµuje a prúd zaèína by»tenký, ale po istom èase sa prúd obnovil na svoju obvyklú hrúbku a rý
hlos».Po orezaní �t > 30 s a prelo¾ení priamky grafom dostaneme zhruba kon-¹tantnú závislos» �t na èase. Dokon
a nám s èasom nefyzikálne priamka klesá.Na poèiatku je teda závislos» zhruba kon¹tantná. Nesk�r sa bude frekven
iaos
ilá
ií zni¾ova», ale v tej oblasti sme u¾ nemerali.Pri kon
entrá
ii 3 vr
hovaté ly¾ièky soli v 0,2 litra vody sme dostali podobnévýsledky, dokon
a rozptyl bol men¹í. BzuèoÚloha 6.3 { Pøímky (4b)Zadání:Najdìte 
o nejví
e pøímek v prostoru takový
h, aby mìla ka¾dá od ka¾dé vzdálenost 1 (vzdále-nost dvou pøímek p, q je minfjx� yj; x 2 p; y 2 qg).Øe¹ení:Pokud vezmeme otázku doslovnì, správná odpovìï je 0. Neexistuje toti¾ ¾ádnáneprázdná mno¾ina pøímek v prostoru, aby ka¾dá pøímka od ka¾dé byla vzdá-lena 1, nebo» ka¾dá pøímka má vzdálenost 0 od sebe samé. Pøipus»me tedyvolnìj¹í výklad zadání a ptejme se: þKolik mù¾e existovat pøímek v prostoru,aby ka¾dá byla od ka¾dé jiné vzdálena 1?ÿPokud si místo pøímek pøedstavím vál
ové plo
hy s polomìrem 1=2 (pøímkuvedu støedem vál
e), mám ekvivalentní problém þnajdi 
o nejví
 stejný
h vál
ù



14v prostoru, které se ka¾dý ka¾dého dotýkajíÿ. Je zøejmé, ¾e dva vál
e o polo-mìru 1=2 se dotýkají, právì kdy¾ pøíslu¹né pøímky jsou vzdáleny 1. Pokud jsouprvní dvì pøímky rovnobì¾né, znamená to, ¾e jeji
h vál
e se dotýkají podél
elé pøímky. Pokud k nim 
h
i pøidat tøetí vále
, mám dvì mo¾nosti: buï jejþvsunuÿ mezi první dva, tak¾e pøíslu¹ná pøímka je s nimi také rovnobì¾ná,nebo jej na nì polo¾ím ¹ikmo. V prvním pøípadì u¾ ¾ádný dal¹í vále
 nemohupøidat a mám 3 rovnobì¾né pøímky. V druhém pøípadì je volba tøetí pøímkylibovolná v rám
i roviny, kterou mi urèují první dvì pøímky (mno¾ina v¹e
hpøímek, jeji
h¾ vál
e mohu þpolo¾itÿ na první dva vál
e, tvoøí rovinu); v tétorovinì v¹ak najdu nejvý¹e 2 pøímky, které jsou od sebe vzdáleny 1. To jsouopìt rovnobì¾ky. Mám tedy u¾ 4 pøímky, které jsou navzájem vzdáleny jedna:jsou to dvì rovnobì¾ky a þnad nimiÿ, ve vý¹
e 1, dal¹í dvì rovnobì¾ky (kteréov¹em nejsou rovnobì¾né s prvními dvìma).Pokud v¹ak první dvì pøímky zvolím mimobì¾nì, je situa
e slo¾itìj¹í. Po-mo
í modelù s vál
i nebo tu¾kami se napøíklad Mgr.MM Roskov
ovi podaøilozkonstruovat a¾ 6 vál
ù, které se ka¾dý ka¾dého dotýkají, 
o¾ ov¹em není ri-gorózní dùkaz, ¾e 6 pøímek opravdu existuje. Nepodaøilo se nám najít ¾ádnýlep¹í odhad ne¾ interval h4;1i, i kdy¾ jsme pøesvìdèeni, ¾e ji
h existuje ale-spoò 5. Pe»o
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