Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik X Cislo 7

Mili fesitelé,

konecné se vdm dostava do rukou sedmé, zavérecné ¢islo desatého rocniku.
Najdete zde feseni tiloh z patého a Sestého ¢isla. Také zde uverejiiujeme posledni
prispévky k tématkim desatého rocéniku.

Na poslednich strankach je uvedena vysledkova listina za paté a Sesté Cislo.
K celkovému poctu bodu ziskanych v M&M dostali nékteri z vas navic body
za prispévky do konferenci. Tyto body neovliviuji poradi v desatém rocniku,
ale maji vliv na titul, ktery doty¢nym resSitelim patii.

Redakce &4
ReSeni témat
Téma 2 — n-rozmérné prostory

Nékteré vztahy pro n-simplex
Dr™ Zbynek Konecny

V nésledujicim se pokusim dokézat vzorec pro vysku n-simplexu! v,,, polomér
koule mu vepsané r,, a opsané R,, (index zna¢i rozmér n-simplexu). Vim, Ze

Vv
Vv

vy

tretiné vysky, pro pravidelny ¢tyrstén (tj. 3-simplex) je t&Zisté v jedné ¢tvrting
vysky a tak dal. Ctendr znaly integrovani si toto tvrzeni lehko odvodi.

Proto vyska n-simplexu, vyska jeho stény (tedy vyska (n — 1)-simplexu)
a 1/n vysky (n — 1)-simplexu tvofi pravouhly trojthelnik. Podle Pythagorovy

véty v2 =02 | — (vp—1/n)? =v2_(1 —1/n?), po odmocnéni

n? —1 Vin-1)n+1)/(n-2)n _

Vp = VUpo]————— = Up_2 =...=
n n n—1

Vi =D+ D6 /alal(n+1)/6n)) _, ~[n+1
n!/2 - n! C Ve

= vy

! Pozn. red.: Autor ma na mysli pravidelny n-simplex, coz je téleso v n-roz-
mérném prostoru, které ma n + 1 vrchold a stény jsou (n — 1)-simplexy.
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Jeliko vygka rovnostranného trojihelnika je vy = av/3/2, je

2v/3 n+1 [n+1
VU, = —a =a .
2 6n 2n

Polomér koule n-simplexu vepsané je roven ¢asti téznice spojujici tézisté a sté-
nu, kterou protind, tedy r, = v,/(n + 1) = a/y/2n(n + 1). Polomér koule

Yvey

R, =ay/n/(2(n+1)).

Peto

Téma 6 — Grafika

Dr™ Zbynék Konecny nam poslal prispévek, ve kterém se zabyva problémem
obecnych obalovych krivek.

Obalové kfivky
Dr™ Zbynek Konecny

Obalové kiivky vznikaji tak, Ze na dvou definovanych ¢arach a, b zvolim body
A € a, B € b tak, 7e poloha A na a a poloha B na b jsou ddny dvéma funkcemi
né&jakého redlného parametru ¢. Zménou tohoto parametru se spojnice AB spo-
jité pohybuje a vyplhuje tak postupné néjakou ¢ast roviny, ktera je ohranicena
obalovou kfivkou. Budu se zabyvat pouze nejjednodussi variantou, kdy a a b
jsou primky.

Pfimky a a b jsou na sebe kolmé

Dvojici spojovanych bod umistim tak, Ze na p¥imce a (ose y) bude dany
bod A mit soufadnici y = f(t), na p¥imce b (ose x) bude mit bod B souradnici
x = g(t). Rovnice teény dané témito dvéma body tedy je

P ()
pro soumeznou te¢nu plati
_ f(t+ At)

Jejich prisecik je bodem hledané kiivky a plati pro néj rovnice

H _fe+an
F) =y r =+ A0 =
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Pro z pii At — 0 plati?

_ f(t+ At) — (1) -
TS DfG A - g+ Anfm (T AN =

Pro y ziskdm vztah

Y= f(t)*g ( )
f)g'(t) = f'(t)g(t)

Znam tedy parametrické vyjadieni dané k¥ivky, a z n&j pro zvolené f(t), g(t)
mohu urc¢it klasicky vzorec.

Primky a a b sviraji kosy Ghel

Tuto Glohu je mozné prevést na prede-

gly pripad. Uhel, ktery sviraji p¥imky \ Y a
a a b, nazvu a, vzdalenost OA = h(t), “§~ 1
OB = ¢(t). Uréim soufadnici y = f(t) -rt--kA
bodu A’, ve kterém osu y protind po- —~ S :
hybliva piimka AB. Z podobnosti troj- | ‘& \
thelnikd plati podle nicrtku t6.1 = \
= > B y=b
f @) h(t) sin a 0 ' i
o0 = 300 A eona’ EVUREEAN
g(t)  g(t) — h(t) cosa |
f(t) = M h(t) cosa
t) — h(t '
g( ) ( )COSOL Obr. t6.1

P¥iklady

K obecnym tvaham doplnim dva priklady

a) f(t) =1/, g(t) =

Piislugné derivace jsou f'(t) = —1/t* a ¢g'(t) = 1. Pro body kfivky

plati
B 2 (=1/t%) ot
Ty -1 2
(1/£2) -1 1

YT 1 (cye) -t 2

Po vylouceni ¢ vyjde rovnice 4zy = 1. Obalova ktivka je hyperbola.

2 Pozn. red.: Pokud vdm nenf jasné, kde se tam vzala derivace, uvédomte si,
ze plati f'(x) = limeo[f(z + &) — f(x)]/€. Autor navic pri ipravdch nahradil
soucin g(t + At)g(t) vyrazem g(t)?, coZ je v tomto pripadé (za predpokladu
konecné derivace funkce g) korektni.



b) f(t) = ksint, g(t) = lcost
Pro derivace funkci f a g plati f'(t) = kcost, ¢'(t) = —Isint.
12 cos?(t) - k cos(t)

x = ——— = lcos’(t)
kl cos?(t) + klsin®(t)

Y

(
22 T
Y= k? sin”(¢) l51.n(2t) _ ksin(2).
kl cos?(t) — kil sin®(t)
Po vyloueni parametru ¢ (vyjdu z rovnice cos?(t) + sin?(t) = 1)

ziskam rovnici obalové ktivky:
(/1 + (y/k)* = 1.

Pro k = | bude délka tsecky mezi primkami a a b konstantni. Oba-
lova ktivka vznikld pohybem této tisecky bude mit po malé apraveé

rovnici
22/3 4 y2/3 — 12/

Je to asteroida.

Konstrukce paraboly
Magr™ Jindra Soukup

Pozn. red.: Mgr™ Jindra Soukup nam poslal ¢lanek k problému zminénému
v minulém disle — konstrukci paraboly prekladanim papiru.

List papiru prekladame tak, aby se hrana vzdy dotkla pevné zvoleného
bodu. Jednotlivé prehyby pak vytvari lomenou ¢aru, ktera se ,,blizi parabole®.
(Lépe Feceno, kazdy takovy prehyb je te¢nou vznikajici paraboly.)

Pii zjistovani, je-li vznikajici kiivka parabola, vy-
jdeme z definice paraboly. Jako ohnisko F' si ozna¢im
zvoleny bod. Ridici pfimkou ¢ bude dany okraj papi-
ru. Kazdym prehnutim vznikne pfimka, ktera je osou
spojnice bodu F' a prikladaného bodu P. Z bodu P ve- -7
deme kolmici na q. Jeji prusecik s prehybem, ktery ozna- -
¢im S, bude hledany bod paraboly, protoze |[F'S| = |SP|
(coz plyne tfeba z podobnosti trojihelnik — viz obra-
zek t6.2). Pokud bychom za P postupné dosadili viechny body pfimky ¢, dostali
bychom parabolu.

Dosud jsme ale predpokladali, ze bod S je nejvzdalenéjsi od okraje a ze
konstrukei nemize vzniknout bod S'; S’ € «+» PS, |PS'| > |PS]|.

To, ze takovy bod neexistuje, ale miizeme dokazat.? Zavedeme si soufadni-
covou soustavu s osou z totoznou s ¢ a osou y umisténou tak, aby na ni lezel

Obr. t6.2

3 Pozn. red.: Ditkaz byl kviili drobnym nedostakiim originalni verze redakci
mirné upraven.
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bod F. Ohnisko F' m& tedy souradnice [0, f] a zvolenny bod P souiadnice [p, 0].
Jednoduse dopocteme, ze hledany bod S bude mit soutradnice

f2 +p2
b “of 7 .
Ohyb papiru vytvoreny pfilozenim jiného bodu P’[g, 0] bude prochézet i bo-
dem se soutadnicemi ) )
[ +2pg—q
) 2f N
Ziskame tedy nésledujici nerovnice
Ut U et ek
2f 2f ’

Posledni nerovnost plati pro libovolné ¢, takze jsme dokézali, Zze na vysledné
kiivce se podili pravé ty body, které dohromady tvori parabolu.
Marble

ResSeni dloh
Uloha 5.1 — Ctvercovi ¢&isla (5b)

Zadani:
Prirozené cislo nazveme ctvercovym, jestliZe je jeho druhd odmocnina prirozené cislo. Naleznéte
trojici p¥irozengch cisel {z,y,z} takovou, Ze kaZdy z vijrazi
P2yl trty+z, Y+t trty+z o P+r+y+z

je Ctvercoviym éislem a pFitom x je nejmensi moZné!
Reseni:
Pri zadavani této tilohy jsem se nechal inspirovat tillohou z posledni ¢asti spisu
Liber quadratorum Leonarda Pisidnského zndméjsitho pod jménem Fibonacci
(podrobnéji viz J. Bec¢var a kol.: Matematika ve stfedovéké Evropé; Prome-
theus, Praha 2001, strana 310). Netugil jsem ale, jaké problémy vzniknou do-
datecné pidanou podminkou minimélniho 2. Uloha se tim natolik zkompliko-
vala, ze se mné ani s pomoci vypocetni techniky nepodarilo najit aplné reseni.
Trojici s nejmensim zatim nalezenym z nasel Zbynék Konec¢ny, jsou to ¢isla
x =4,y =112, z = 4224. Ani on, ani nikdo jiny ale nedokézal, Ze zadn4a trojice
[,y, 2], kde = € {1, 2,3}, neexistuje. Néktef{ jste si spravné v§imli, 7e pro kazdé
a € 7Z je vyraz a®> + a sudy, a tloha ma tedy feSeni, pravé kdyz jsou ¢isla y,
z sudé. To vede k jistym omezenim, k dikazu to vSak nestaci. Redakce proto
uvita a nalezité bodové ohodnoti dalsi prispévky, které povedou k Gplnému
vyteSeni tlohy nebo alespon 1épe omezi x.

Mirek



Uloha 5.2 — Oko (5b)

Zadani:

Vétsina pFipadi krdtkozrakosti a dalekozrakosti je zpiusobend posunutim sitnice kvili protaZeni
nebo zkrdceni oka. Resenim jsou brijle, které spolu s dockou v oku tvoFi systém dvou zhruba
souosych cocek. Ohniskovd vzddlenost takové soustavy je zdvisld na vzddlenosti ¢ocek.

Kdy?Z se tedy kratkozrakému a dalekozrakému bude ddle zhorSovat zrak, md si dat bryle bliZ
nebo ddl od o¢i? Jak velkého rozdilu miZe vlastné dosdhnout? A jak moc je posunutd sitnice
nap¥. u dalekozrakého, kterému léka¥ piedepsal na brygle +5D (dioptrii)?

Udaje o oku neni tézké najit a ohledné brijli: uvaZujte pouze normdini nosy a brijle. Pokud
brijle nosite, budete mit situaci o néco snadnéjsi, pokud ne, jisté ve svém okoli nékoho takového
najdete.

Regeni:

Zacneme optickym vtipem z Divadla Jary Cimrmana:

Cyrano z Bergeracu si v duchodu poridi bryle ke c¢teni, doma si je nasadi,
rozhlédne se a Tekne: ,Ale Roxano! Ty se zase predvddis. Je ti padesdt a délas
tady stojky.“

Ukolem bylo zabyvat se normalnimi nosy a brylemi — nechdme Cyrana
svému osudu a budeme se dile vénovat tloze. Optickd mohutnost bézného
oka je 60 az 70 D, cemuz odpovidaji ohniskové vzdalenosti pro neakomodované
oko 17mm a pro oko plné akomodované 14 mm. Optickd mohutnost uddvana
v dioptriich znaci prevracenou hodnotu ohniskové vzdalenosti ¢ocky v met-
rech. Akomodace je schopnost zvétsit optickou mohutnost oka tak, abychom
vidéli ostie vSechny objekty lezici mezi dalekym a blizkym bodem (coZ znadi
maximélni a minimdlni zaostfitelnou vzdalenost). Lidé zaostiuji tak, Ze méni
zakriveni ¢ocky, ale naptiklad krokodyl ostii posouvanim ¢ocky.

Kdy7 uz tedy ¢lovék nemtze zaostiit, jak by potie-
boval, pfichazeji na fadu bryle. My si vytvorime jedno-
duchy model oka a bryli. Ty tvofi v idedlnim pripadé
souosou soustavu dvou ¢ocek a vzorec na ohniskovou
vzdalenost takovéto soustavy je jediny, ktery k tloze
potiebujeme. Zkusime si jej tedy odvodit podle ob-
razku r5.2.1. Pro lepsi orientaci: index O znamend, ze
veli¢ina nalezi ¢oc¢ce v oku, index B znadi prislusnost
k brylim, b znaci vzdalenost oka od bryli, necarkované
veli¢iny se tykaji predmétového prostoru odkud ,,pfi-
chézeji paprsky“ a ¢arkované veli¢iny obrazového pro-
storu. To je tfeba zdtraznit, protoze to, ze ma cocka
stejnou predmétovou a obrazovou ohniskovou vzdalenost, jak je ¢lovék zvykly,
plati, pouze pokud prostor pred a za ¢ockou ma stejny index lomu, coz u o¢ni
¢ocky neni splnéno.

Vyjdeme z Gaussova tvaru zobrazovaci rovnice ¢ocky:
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predmét  ap
, obraz bryli
fB

!
ao i
B fo |— If o
|- obraz v oku

!
ag ao

bryle oko

Obr. r5.2.1

Dvakrét ji pouzijeme — jednou pro ap, podruhé pro agy:

I an]Is
ag = 3
ap — fB
1 aOf’o
ag = ———.
ao — fo

Obraz vytvoreny brylemi ve vzdalenosti af je ale zaroven predmétem, ktery
zobrazuje oko, tj.: 4

! [ f
aoza%—b:aBifBI_b:anB b(aBl-}—fB)
aB+'fB aB+.fB

Tento vztah mizeme dosadit do rovnice pro agp a dostaneme:

ap fg — blas + fg)
apfg + (fo —b)(am + f)

Ted uz vime, jak daleko od ¢ocky se zobrazuje pfedmét ze vzdalnosti ag
pred brylemi. Je to sice velmi komplikovany vzorec, ale dal uz ho budeme pouze
zjednodusovat.

Kratkozrakost a dalekozrakost, jak bylo uvedeno v zadani, jsou vétSinou
zpusobeny tim, Ze se zméni délka oka (a tim i vzdélenost sitnice od ¢ocky).
Kdyz je potom oko bez akomodace a diva se do délky (nejlépe do nekonecna),
nevznikd obraz na sitnici, ale pfed ni (u kratkozrakych) nebo za ni (u daleko-
zrakych). Rozsah akomodace zistavd nezménén, takze by vlastné stacilo, aby
se obraz nekonecéna pii nulové akomodaci posunul dopfedu nebo dozadu na
sitnici, a v8e by se vratilo do normalu. Pti zkoumani vad oka se tedy zamétrime
na nekonecné vzdalené predméty, neboli provedeme limitu ag — oc.

R :

(SRS AL Ty

ao = fo

4V geometrické optice je tfeba dat si pozor na to, Ze vzdélenosti jsou zde
orientované. Scitaji se tedy jako vektory.



Dalekozraky ¢lovék potiebuje obraz posunout bliz k ¢occe, tj. zmensit ag.
Mizeme s klidem predpokladat, 7e fi > b — neuvazujeme tak sice pt¥ipady, kdy
ma clovék 30D a vice, ale sdim nikoho takového neznam. PtepiSseme si vztah

pro dalekozraké: )

gL
T3]

Evidentné je tfeba u dalekozrakosti zmensit |b — fg| (to je logické, protoze p¥i
nezménéném b prosté potiebujeme silnéjsi bryle — mensi ff). Pokud si nechceme
koupit silngjsi bryle, mizeme zkusit posunout bryle dal od oka. Centimetr
posunuti ale nahradi pouhy centimetr ohniskové vzdalenosti bryli, s ¢imz dlouho
nevystacite, pokud nenosite silné bryle nebo nejste Pinocchio.

Muzeme rovnou uréit i posunuti sitnice u dalekozrakého clovéka s bry-
lemi o optické mohutnosti 5D (ff = 20cm). Budeme uvazovat b = 2cm a
f6 = 1,7cm. Dosazenim do vzorce pro ag zjistime, ze oproti normalni vzda-
lenosti 17 mm je sitnice u tohoto clovéka vzdalena jen 15,5mm, tedy rozdil
okolo 10 %.

! (DAL
ao

Stejny postup jako u dalekozrakého ¢lovéka mtzeme provést i u kratkozra-
kého. Zde bude platit, az na patologické piipady, ze b — fg > f& > 0, a snahou
je naopak zvétsit ap. NapiSeme si tedy vzoredek:

1
! (KR) -
@0 o7

A vidime, Ze ke zvétSeni agy potfebujeme, aby |b— ff| byla mensi, tj. opét to chce
budto siln&jsi bryle nebo mensi b (f§ je tentokréat zaporné). Kratkozrakym tedy
nezbyva nez tisknout bryle co nejvice k o¢im. Tady nepomtize uz ani dlouhy
nos. Vysledkem tedy je, ze kratkozraci lidé si piilis§ nepomohou, ovSem lidé se
silngjsi dalekozrakosti pfece jen ano (posun o 4 cm vykompenzuje rozdil mezi
brylemi 4D a 5D).

Charlie
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Uloha 5.3 — Sachy (4b)

Zadani:
Kazdy jisté znd problem pokryti sachovmce pomoci co neymenszho poctu dam My vim ale

vvvvvv

pocet koni tak, aby ohroZovali Lazde pole na Sachovnici (s vgjimkou poli, na kterjch stoji néjaky
k).

Pro ty, co neznaji Sachovd pravidla: kiun ohroZuje pole, kterd jsou od néj vzddlena o dvé
policka v jednom sméru (doprava, doleva, nahoru nebo doli) a zdroveii o jedno policko ve sméru
kolmém.

Reseni:
Ulohu vyftesime ve dvou krocich. Nejprve si viak na ob- * *
razku r5.3.1 prfipomeneme, jakd pole figurka koné ohro- * *
Zuje. K
V prvnim kroku se zaméiime na 4 rohova pole Sa- N "
chovnice. Z dosahu koné z obrazku r5.3.1 je ziejmé, Ze
PRV , . 1 o s * *
pro pokryti ¢tyt rohovych poli potfebujeme alespon tii
koné, tj. pro kazdy roh tfi koné. To ndm dava prvni dolni
odhad na pocet koni 12. Obr. 15.3.1
V druhém kroku pokryjeme ¢tyimi trojicemi koni po-
717 stupné vSechny rohy. Vidime, Ze jsme pokryli celou Sachovni-
212 ci. Z kroku jedna plyne, Ze jsme nasli jedno nejmensi feseni.

Dalsi feseni okamzité plyne z inverze desky kolem vodorovné
¢i horizontalni osy. Pti hledani feSeni jsme vychazeli z intu-
itivni predstavy toho, ze feSeni bude symetrické.

Hanss
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Uloha 6.1 — Rovnobé&znik (4b)

Zadani:

Méjme mnoZinu vSech rovnobéiniki ABCD takovijch, fe |AB| = 8 ¢m a |BC| = 6 cm. Ve
vnéjsi oblasti kazdého z nich sestrojme mnoZinu bodi X, pro néZ je |XAXB| = 75°, a mno-
Zinu bodid Y, pro néZ |[XBYC| = 45°. Pro kaZdy étyiihelnik ABCD oznacme Xo,Yy ty ze
sestrojenyjch bodi, jejichZ vzdjemnd vzddlenost je nejuétsi moind. Oznacime-li | XoYo| = d, pak
ezistuje takovyj rovnobéinik ABCD, pro ktery nabjvd d mazimdlni hodnoty. Uréete obsah tohoto
rovnobézniku.

Reseni:

Abychom mohli uréit obsah rovnobézniku, potifebujeme kromeé zadanych stran
urcit napriklad néktery z jeho vnitfnich @hld. Nejlépe se k tomu bude hodit
ten pii vrcholu B. Mnoziny bodi X a Y v zadani odpovidaji kruznicovym
obloukiim sestrojenym nad stranami AB a BC.

Doplnime-li v nacrtu situace
¢ast téchto oblouk® na kruznice,
dostaneme obréazek r6.1.1. V ném
jsme oznacili stfedy kruznic ki,
ks po tadé Sy, Sy a doplnili ve-
likosti prislusnych stredovych th-
li. Uvéazime-li nyni mnozinu vSech
takto vzniklych rovnobézniki, je
jasné, ze se budou lisit vzajem-
nou polohou kruznic k; a ko, ni-
koliv jejich poloméry. Navic se bu-
dou obé kruznice vidy protinat
v bodé B.

Pro nalezeni bodi Xy a Yy proto uvazme dvé kruznice se stfedy S; a So
a poloméry rq a ro, které maji alespon jeden spolecny bod, ale nejsou totozné.
Po chvilce snazeni odhadneme, Ze spojnice dvou bodt lezicich na jejich obvo-
dech bude nejdelsi, pokud na ni budou lezet stfedy obou kruznic; délka tsecky
XoYy pak bude ziejmé [ XoYo| = 71 + |S1S2| + ra.

Tuto domnénku je vSak tfeba dokazat. To mizeme napiiklad takto: Necht
tedy X7 a Y7 jsou body, na jejichZz spojnici nelezi ani jeden ze stfedu Sy, Ss.
Tato spojnice bud tsecku S;Sy protind, pak oznaéme priiseéik pismenem P
(viz obr. r6.1.2), nebo tisecku S; S, neprotina a
tvori spolu s ni a iseckami X151, Y7 S5 ¢tyrahel-
nik (viz obr. r6.1.3). V prvnim p¥ipadé bude
diky trojthelnikové nerovnosti pro délku tisecky
X1 P platit

Obr. r6.1.1

|X1P| < |X151‘ + ‘Slp|

a pro délku tusecky PY; pak

Obr. r6.1.2

|PY1‘ < ‘Y152| + |52P‘
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Po secteni tedy

|X1Y1] = | X 1P|+ |PY:| < | X151 + |S152]+
+ ‘S2Y1| =7r + |5152‘ +1ro.
Ve druhém piipadé nemtze byt jedna strana

¢tytihelniku delsi nez soucet zbylych tii stran,
a opét

Obr. r6.1.3

|X1Y1| < |X151‘ + |5152‘ + |SQY2‘ =
=r+ |5152| +7rs.

Obdobnym zptsobem bychom probrali moznost, ze na spojnici XY lezi pravé
jeden z bodt Sy, Ss, coz ponechavame ¢tendii jako jednoduché cviceni.

Jak jsme pravé ukazali, pro kterykoli z uvazovanych rovnobéznika lezi body
Xo, Yo na pfimce prochazejici stfedy kruznic kq, ko. Zbyva nalézt rovnobéznik,
pro ktery je (v zavislosti na poloze kruznic) d = |X,Ys| nejvétsi. Nebot je
d=ry +ry+|S152] a ry,re jsou konstanty, hleddme maximalni délku |S;.5s].
Vratime-li se k obrazku r6.1.1, vyplyva kromé jiného z trojuhelnikové nerov-
nosti, ze

|5152| < ‘51B| + |BS2‘ =ry+r7re

a maximalni hodnotu |S; Ss| nabyvé, pokud bod B lezi na tsecce Sy S». Protoze
pak plati

180° = |4 S1 BA| + |$ ABC| + | CBS,|,
4S1BA| =15°,  |JCBSs| = 45°,

dostavame | ABC| = 120°.

Obr. r6.1.4
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Jak jsme ale poznamenali v ivodu, na obr. r6.1.1 nejsou vyznaceny vSechny
body X,Y odpovidajici zadani. Chybi ¢asti kruznicovych obloukt v polorovi-
nach ABD a BCD. Doplnénim i téchto obloukt na kruznice ziskame dalsi tii
dvojice kruznic, jejichz vzdjemnou polohu ovliviujeme velikosti thlu pfi vr-
cholu B. Nacdrtnéte si tyto pripady podrobné, abyste se presvédcili, ze Gloze
dale vyhovuje pouze situace obrazku r6.1.4. Opét je nutné, aby bod B lezel
na usecce S1S5s, a tedy pro vnitini Ghel rovnobézniku pii vrcholu B v tomto
pripadé plati

|XABC| = [ ABS; | + (180° — |45, BC|) = 15° + (180° — 45°) = 150°.

Pro tento pfipad je navic tfeba zvlast ovérit, ze bod X lezi ve vnéjsi oblasti
rovnobézniku, o ¢emz se snadno presvédéite sami.
Pouzitim vzorecku pro obsah rovnobézniku

Sapcp = |AB| - |BC| -sin|<ABC|

méme konetné Sapop = 8-6- L2 = 24y/3cm? (pro thel 120°) nebo Sapcp =
=8-6-% = 24cm? (pro thel 150°), coz jsme chtéli védat.
Mirek

Uloha 6.2 — Oscilujici sland voda (6b)

Zadani:
Kelimek s malou dirkou na spodni strané, ktery obsahuje slanou vodu, je édastecné ponoreny do
velké ndadoby se sladkou vodou a upevnény.

Vysvétlete mechanizmus pozorovaného periodického procesu a zkoumejte zdvislost periody
na riznych parametrech.

Na zdkladé teoretickyjch dvah a experimenti formulujte vztah uddvajici frekvenci tohoto
jevu a urcete okrajové podminky, aby kmity vibec mohly nastat.

Pro zviditelnéni procesu by méla byt voda v kelimku zabarvend.

Reseni:

Riegen{ vela nepri§lo a ti, ¢o sa nezlakli tazkého zadania, sa s tlohou prilig
nepohrali. Mnoho z vas sa domnievalo, Ze podstatou problému je osmédza —
osmoticky jav. Osmdza je vSak jav, kedy cez polopriepustnit membranu mozu
malé molekuly prechddzat bez obmedzenia a velké nie. Nasledne musi vzniknat
rozdiel tlakov, pretoZze na jednej strane je viacej molekul nepriepustnej latky
ako na druhe;j.

Otazkou je, preco nedochadza k diftzii, ale k vymene hmdt. Ono bude
dochadzat k difazii, ak by sme bud zmen§ili priemer dierky, zniZili koncentraciu
alebo zmengili vy$ku hladiny v pohdri s dierkou. Pri prili§ velkom priemere
dierok by nastal tok slanej vody dole a sladkej hore zaroven.

Otéazkou je, preco nie st tieto kmity tlmené. Je to tym, ze ak by sme aj
uviedli systém do rovnovéhy, tak tito rovnovdha je vratka (hustejsia tekutina
je navrchu). Systém md snahu dostat sa do stabilného rovnovdzneho stavu,
preto stac¢i minimdlny impulz a opét ndm nastane tok slanej vody dole a sladkej
nahor.
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Experimentalne sme zmerali periédu kmitov pre roztok o objeme 0,2 litra,
v ktorom bola jedna vrchovata kavova lyzicka soli. Graf vyzera nasledovne

100 T At .
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60 + ) ’ .
40 T o : .

. . ..‘.... ‘. L] ..:
20T ?.-?_-t-...:.s"‘ .-,‘..-

. * ¢ Cas ¢
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Medzera v strede je spdsobena prestavkou na obed. Na vodorovnej osi je na-
neseny Cas (v sekundédch), na zvislej ¢as medzi dvoma po sebe idtcimi zmenami
smeru toku vody. Vdaka rozdielnemu indexu lomu je tok zretelne viditelny aj
pre malé koncentracie.

Vysoké ¢asy medzi dvoma po sebe idiicimi zmenami smeru toku st zrejme
sposobené obojsmernym tokom, kedy sland voda tiekla dole a zaroven sladka
do pohérika. Toto st spominané pohyby tekutiny blizko stavu rovnovahy (vid
vyssie). Dalo sa vidiet, Ze pohyb slanej vody dole sa spomaluje a prad zacina byt
tenky, ale po istom Case sa prad obnovil na svoju obvykla hribku a rychlost.

Po orezani At > 30s a prelozeni priamky grafom dostaneme zhruba kon-
Stantnt zavislost At na ¢ase. Dokonca ndm s ¢asom nefyzikalne priamka klesa.
Na pociatku je teda zavislost zhruba konstantna. Neskor sa bude frekvencia
oscildcii znizovat, ale v tej oblasti sme uZ nemerali.

Pri koncentracii 3 vrchovaté lyzicky soli v 0,2 litra vody sme dostali podobné
vysledky, dokonca rozptyl bol mensi.

Bzuco

Uloha 6.3 — P¥imky (4b)

Zadani:
Najdéte co nejvice primek v prostoru takovijch, aby méla kaZdd od kaZdé vzddlenost 1 (vzddle-
nost dvou primek p, q je min{|z — y|,z € p,y € q}).

Reseni:
Pokud vezmeme otézku doslovné, spravna odpovéd je 0. Neexistuje totiz zadné
neprazdna mnozina pfimek v prostoru, aby kazda primka od kazdé byla vzda-
lena 1, nebot kazda piimka mé vzdalenost 0 od sebe samé. P¥ipustme tedy
volngjsi vyklad zadani a ptejme se: ,,Kolik muze existovat pfimek v prostoru,
aby kazda byla od kaZdé€ jin€ vzdalena 17¢

Pokud si misto pfimek pfedstavim vélcové plochy s polomérem 1/2 (pfimku
vedu stfedem vélce), mam ekvivalentni problém ,najdi co nejvic stejnych valct
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v prostoru, které se kazdy kazdého dotykaji“. Je ziejmé, ze dva valce o polo-
méru 1/2 se dotykaji, pravé kdy7 piislugné primky jsou vzdaleny 1. Pokud jsou
prvni dvé primky rovnobézné, znamend to, Ze jejich valce se dotykaji podél
celé piimky. Pokud k nim chci pFidat tieti vilec, mam dvé moznosti: bud jej
,vsunu“ mezi prvni dva, takze prislusnd pfimka je s nimi také rovnobéznd,
nebo jej na né polozim Sikmo. V prvnim ptipadé uz zadny dalsi valec nemohu
prfidat a mam 3 rovnobézné piimky. V druhém piipadé je volba tfeti primky
libovolnd v rdmeci roviny, kterou mi uréuji prvni dvé pfimky (mnoZina vSech
piimek, jejichZ vélce mohu ,polozit“ na prvni dva vélce, tvoii rovinu); v této
roviné v8ak najdu nejvyse 2 pfimky, které jsou od sebe vzdaleny 1. To jsou
opét rovnobézky. Mam tedy uz 4 primky, které jsou navzajem vzdaleny jedna:
jsou to dvé rovnobézky a ,nad nimi“, ve vysce 1, dalsi dvé rovnobézky (které
ov8em nejsou rovnobézné s prvnimi dvéma).
moci modela s valci nebo tuzkami se napriklad Mgr™ Roskovcovi podatilo
zkonstruovat az 6 valcl, které se kazdy kazdého dotykaji, coz ovSsem neni ri-
gorézni diukaz, ze 6 primek opravdu existuje. Nepodafilo se ndm najit zadny
lepsi odhad nez interval (4, 00), i kdyZz jsme pfesvédceni, Ze jich existuje ale-
spon 5.

Peto
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Vysledkova listina
Cislo 5 Cislo 6 | Témata
Poradi | Jméno >4 |rl r2 r3|rl r2 r3[t2 t4 t6|> >,
1. | Dr™™ Zbynék Koneény 77| 5 415 416 10| 34 77
2. | Dr™ Jan Musilek 60 60
3. | Doc!™ Stanislav Basovnik 125 16 16 57
4. | Dr™ Eva Cernohorskd 53 53
5-6. | Dr!™ Tereza KlimoSova 91 4 4 8 48
Dr™ Jozef Cmar 73 4 4 48
7. | Mgr™ Peter Peresini 44 44
8. | Doc™ Lenka Studni¢né 106 36
9. | Mgr™ Jindfich Soukup 49 6 41 14 35
10. | Mgr™ Peter Greskovic¢ 33 3 4 11 33
11. | Mgr!™ Jan Kfivonozka 28 28
12. | Mgr™ FrantiSek Konopecky 27 27
13-15. | Dr™ Helena Kubatova 73 26
Mgr™ Martin Dungl 38 26
Mgr!™ Tomas Gavenciak 37 26
16-17. | Mgr™ Jiri Borkovec 24 |1 1 1 7 24
Mgr!™ Bedrich Roskovec 24 3 4 4 15 24
18-19. | Dr™ Jan Olsina 89 23
Dr™ Karla Prochazkova 58 4 4 23
20-21. | Mgr™ Stépanka Mohylova, 29 22
Mgr!™ Lubos Ptacek 26 22
22. | Prof™ Martin Demin 255 21
23. | Mgr™ Petr Dostél 20 20
24. | Be™ Martin Kone¢ny 19 6 6 19
25. | Prof™ Tom4s Stec 221 51 5 18
26-27. | Bc!™ Katefina B6hmova 17 17
Bce!™ Ondiej Tkac 17 4 3 717
28-30. | Bc!™ Martin Holecek 16 16
Bc!™ Zuzana Safernova 16 16
Be!™ Martin Suchan 16 4 4 16
31-32. | Bc™ Petr Moréavek 15 15
Bce!™ Jana Przeczkova 15 15
33-35. | Dr Michal Demin 70 14
Dr™ Jana Babovékova 52 14
Mgr™ Lubo$ Uli¢ény 35 14
36. | Bc!™ Tomas Javurek 13 3 3 6 13
37-38. | B! Jaroslav Sedénka 12 12
Be!™ Miroslav Vetrik 12 12
39-43. | Mgr™ Petra Mala 29 1 1 11
Bce!™ Monika Martiniskova 16 11
Bce!™ Michal Matych 11 11
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Cislo 5 Cislo 6 Témata
Pofadi | Jméno S 1 |rl r2 r3|rl r2 r3(t2 t4 t6|Y >,
39.-43. | Bc™ Pavel Prochéazka 11 1 2 3 11
Be™ Adam Sugl 11 11
44. | BcM™ Jan Havlik 10 10
45-46. | Mgr™™ Vojtéch Kuban 34 9
Michal Takéacs 914 3 2 9 9
47-50. | Tereza Hlavacova 8 8
Jiti Milicka 8 8
Marek Scholz 8 8
Jan Uhlik 8 8
51. | Be™ Richard Bobek 10 4 4 7
52-55. | Doc™ Zuzana Rozlivkova 102 6
Mgr™ Michal Ruzek 49 6
Bc!™ Jan Rieger 18 6
Antonin Spacek 6
56. | Zdenék Vais 4 1 1 4
57-60. | Dr™ Dana Berankova 88 3
Tereza Pechova 311 1 3
Hana Suchomelovi 3 3
Piemysl Sramek 3 3
61-62. | Milan Dvorak 2 2
Jan Sacha 2 2
63-64. | Pavla Grubhofferova 6 1
Jiti Krejéi 1 1

Sloupedek > _; je souet viech bodu ziskanych v nasem semindfi, ), je soudet
bodi v aktudlni sérii a Y, soucet v§ech bodi v tomto ro¢niku (tedy pro feSeni prvni
série musi byt >~ = >°;). K celkovému poc¢tu bodi ) _, jsou oproti pfedchozim
vysledkovym listindm p¥i¢teny navic body za pFispévky do konferenci.
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