Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik X cCislo 5

Termin odeslani: 12. 4. 2004
Zadani dloh

Uloha 5.1 — Ctvercova ¢isla (5b)

Ptirozené ¢islo nazveme ¢tvercovym, jestlize je jeho druhd odmocnina ptirozené
Cislo. Naleznéte trojici pFirozenych &isel {z,y, 2z} takovou, ze kazdy z vyrazl

P2y +a’+r+y+z, Y4l +rt+y+z a 2P +r+y+z

je ¢tvercovym Cislem a pFitom z je nejmensi moZné!

Uloha 5.2 — Oko (5b)

Vétsina piipadid kratkozrakosti a dalekozrakosti je zptisobend posunutim sitnice
kvili protazeni nebo zkriceni oka. ReSenim jsou bryle, které spolu s ¢ockou
v oku tvori systém dvou zhruba souosych ¢ocek. Ohniskové vzdéilenost takové
soustavy je zavisla na vzdalenosti Cocek.

Kdyz se tedy kratkozrakému a dalekozrakému bude déle zhorSovat zrak, mé
si dat bryle bliz nebo dal od 0é¢i? Jak velkého rozdilu muize vlastné dosdhnout?
A jak moc je posunutd sitnice napf. u dalekozrakého, kterému lékar predepsal
na bryle +5D (dioptrif)?

Udaje o oku neni t&7ké najit a ohledn& bryli: uvazujte pouze norméalni nosy
a bryle. Pokud bryle nosite, budete mit situaci o néco snadnéjsi, pokud ne, jisté
ve svém okoli nékoho takového najdete.

Uloha 5.3 — Sachy (4b)

Kaidy jisté zna problém pokryti Sachovnice pomoci co nejmensiho poc¢tu dam.
My vam ale nabizime problém o néco slozitéjsi. Umistéte na standardni Sa-
chovnici (8 x 8 poli) co nejmensi pocet koni tak, aby ohroZovali kazdé pole na
Sachovnici (s vyjimkou poli, na kterych stoji n&jaky k).

Pro ty, co neznaji Sachova pravidla: kit ohrozuje pole, kterd jsou od néj
vzdalena o dvé policka v jednom sméru (doprava, doleva, nahoru nebo dold) a
zaroven o jedno policko ve sméru kolmém.



ResSeni témat
Téma 2 — n-rozmérné prostory

n-rozmérny 2™-stén
Dr™ Stanislav ,, Angwin“ Basovnik

O n-rozmérné krychli vime, 7ze méa 2n stén (n — 1 rozmérnych) a 2™ vrchold.
K n-D krychli existuje dualni n-D téleso, které ma 2" stén a 2n vrcholt. Rozhodl
jsem se toto té&leso nazvat 2"-stén (ve 4-D se mu Fik4 hyperosmistén). Podivame
se na nékteré vlastnosti tohoto platénského télesa.
Vrcholy 2™-sténu budou umistény na hlavnich osach
soustavy soufadnic tak, ze na kazdé poloose ve vzdale- /

T2

nosti R od pocatku lezi jeden vrchol. Takto ziskdme v8ech

2n vrchold, nebot v n-D prostoru mame n souradnico- \> z1

vych os.

Podivame se, jak z (n—1)-D télesa sestavime n-D t&-
leso, abychom zjistili, které vrcholy jsou spojené hra-
nou (jednorozmérnou). Zaéneme u dvourozmérného té-
lesa. Dostaneme ¢tverec (viz obr. t2.1).

Ttirozmérné téleso ziskame tak, Ze na tieti osu, kterd je kolma na dvé pt-
vodni, polozime dalsi dva vrcholy. Kazdy z téchto dvou novych vrcholt spojime
hranou se v§emi vrcholy pivodniho dvourozmérného télesa. Dostaneme osmis-
tén (viz obr. t2.2).

Obr. t2.1

Takto miiZeme pokracovat dal a budeme po-
stupné dostavat vicerozmérng télesa. Ted, kdyz
vime, jak jsou vrcholy spojené hranami, miiZeme
urdit pocet téchto hran. Ptivodni (n—1)-D téleso
mélo h,_1 hran. Pfidali jsme dva vrcholy a oba
je spojili hranou se v8emi 2(n — 1) ptvodnimi
vrcholy. Pridali jsme celkem 2 - 2(n — 1) hran.
Celkovy pocet hran je h, = h, 1 +4-(n —1).
Protoze hy = 4, dostaneme opakovanym dosazo-
vanim hy, =44+4-24+...44-(n—-2)+4-(n-1),
coz je rovno h, =4-(n—1)-n/2 = 2n(n —1).

Obr. t2.2 Tento vztah mtzeme dokdzat také matematickou
indukei.!

Podobnym zpisobem spoditdme stény tohoto télesa. Sténou budeme rozu-
mét (n — 1)-D atvar, ktery je uréen hranami feSeného t&lesa a leZ{ na jeho

L Pozn. red.: Nebo si uvédomit, %e z kazdého z 2n vrchold vychdzi 2(n — 1)
hran, coz uz bylo receno, a kazda hrana spojuje 2 vrcholy.
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povrchu.? Opét vyjdeme z (n — 1)-D télesa. Toto téleso mélo s,,_; stén. Pfi-
danim dvou vrcholl a pfislusnych hran jsme dostali n-D téleso a zaroveh nam
vznikly (n — 1)-D stény. Témito sténami jsou (n — 1)-D jehlany, jejichZ pod-
stavy jsou stény ptivodniho (n—1)-D télesa. Ramena téchto jehland sméfuji do
nového vrcholi 2”-sténu. Protoze 2"-stén mé dva nové vrcholy oproti ptivod-
nimu (n—1)-D t&lesu, bude pocet stén n-D télesa roven dvojndsobku poctu stén
(n—1)-D télesa. Z toho plyne, Ze s, = 2-s,_1. Dvourozmérné t&leso m4 celkem
Ctyfi stény (jsou jednorozmérné, takze to jsou zaroven hrany). Vyjdeme z toho
udaje a vyfeéime rekurentni vztah s, =2-8,_1 =2:2-8,_9=2-2:2-8,_3 =
=...=2""2.5, =2""2.4 = 2" coz odpovid4 pivodni hypotéze o dudlnosti
tohoto télesa k n-D krychli. O sténé 2™-sténu muzeme fict, ze je to pravidelny
n-stén, oznacovany také jako (n — 1)-D simplex®. (Sténou 2 D té&lesa je usecka
délky a. Nad touto Gsecku jsme pfidali dvé ramena délky a, a dostali tak rov-
nostranny trojuhelnik, ktery je sténou 3-D télesa. Nad tento trojihelnik jsme
pridali t¥i ramena opét délky a a dostali jsme pravidelny ¢tyfstén, coz je sténa
4-D télesa atd.)

K vypoctu objemu 2™-sténu budeme potiebovat polomér opsa-
né koule tomuto télesu. Polomér této koule je vzdalenost vSech

vrcholtt od jednoho bodu. V nagem p¥ipadé je to vzdalenost vr- R N
cholu od podatku soufadnic, kterd je konstantni, oznacme ji R.

Chceme-li vyjadfit R v zavislosti na délce hrany a, musime vyjit R
z Pythagorovy véty (obr. t2.3): Obr. 2.3

2R? = a2, tedy R=aVv?2/2.

Pravidelny 2™-stén je slozen ze dvou jehland, jejichZ spole¢nou podstavou
je (n — 1)-rozmérny 2" '-stén. Obecnd pro objem V,, n-rozmérnych jehlant
plati

v oop\n—1 1 i v 1
Vo = / (—) P,_idz = |: o1 P, =—vP1,
0 v v n 0 n

kde v je vyska jehlanu a P,_; je obsah (n — 1)-D podstavy.

Pozn. red.: Pro ty, kteri nejsou zbéhli v integrovani, staci zatim uvérit, ze
podobné jako v 3-D prostoru je objem jehlanii ,jedna tietina velikosti podstavy
krat vyska“, v n-D prostoru je to ,jedna n-tina krat vyska“. Zkuste to dokazat
bez pomoci integrali!

2 Pozn. red.: Tato definice mi neni formalné moc jasna, ale v tomto pripadé
se miizeme spolehnout na intuici.

3 Pozn. red.: Zde by se étendi mohl zamyslet nad tym, Ze n-simplex je také
,zobecnéné platénské téleso“, a to dualni samo k sobé.



Pro objem n-D jehlanu tedy plati V,, =2-1-R-V, y = L.av2.V, 4,

n
pfitemz V5 = a?. ReSenim tohoto rekurentniho vztahu je

1 1 2
n = — 2V = ——— 2 2 n—2 = ...
Vo= —aV2 Vs T (V2) Voo
_ an—2 2(n=2)/2 _ z 2 o)/ 9n/2 o
nn—1)n-2)-...-4-3 nl nl

Pro vypocet (n — 1)-D povrchu uz zndme pocet stén a také vime, Ze tyto
stény jsou (n — 1)-D simplexy (pravidelné n stény). Problém je urdit objem
takového télesa. Odvozeni je pomérné slozité a zatim jsem nenaSel jednodussi
postup, proto zde uvedu rovnou vysledny vzorec pro n-rozmérny (n + 1)-stén
a jeho odvozeni si nechdm na jindy. Nechdvam tak prostor pro ostatni, aby

zkusili také odvodit tento vzorec pro objem n-D simplexu V,.:
V2 7 (n+1)
1 _.n

V,=a - (t2.1)
Oznadim-li (n — 1)-rozmérny povrch n-rozmérného 2”-sténu P, plati
,/zl—n n el ,/2n+1 n
— = _— .
(n—1)! (n—1)!

Posledni véc, kterou odvodim pro 2™-stén je polomér vepsané koule. Pti
troSe pfedstavivosti si mizeme vSimnout, ze se vzristajici

dimenzi se polomér vepsané koule zmensuje. Ve potiebné w
nam ukazuje obrazek t2.4, kde r,_; je polomér vepsané Tn-1
R

P,=2"V!_ =2"q"!

koule (n — 1)-rozmérnému télesu, r, je polomér vepsané
koule n-rozmérnému télesu, R je polomér koule opsané,
ktery nezavisi na dimenzi, a w je vyska (n—1)-rozmérného Obr. t2.4
jehlanu, ktery je sténou n-rozmérného télesa.

Z obsahu trojahelniku na obrazku t2.4 plyne rovnost wr,/2 = Rr,_1/2,
odkud dostaneme r, = Rr,_1/w. Déle z Pythagorovy véty vime, ze

w?=R*+r2 ,, tedy w=4/R2+712_,.

Po dosazeni do r,, ziskdme tento rekurentni vztah pro vypocet poloméru ve-
psané koule:

- R Tn—1
Tn = 72 )
2
W RE+r
ktery upravime:
1 1 1
’['n = 5 = = s
VR2+r2_, R24r2_| \/T21 + %
Rrn_1 R¥r2_ n-1
r2 = L
n - 1
I
1 1
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Po zavedeni substituce B,, = 1/r2 p¥ejde rekurentni vztah na tvar B,, = B,, 1+
+ 1/R?, ktery vyfesime v proménné B,,:

1 2 n—2
Bn:Bn—l+ﬁ:Bn—2+ﬁ:---:BQ+?
V dvojrozmérném prostoru plati 2rf = R?, neboli r3 = R?/2. Odtud vy-
chézi
1 2
rs  R?’ N T

Po dosazeni
2 n—2 n

bh=mt e TR

1 n 1
— =—, tedy r,=R—.
o R vn Obr. t2.5

Chceme-li vyjadrit polomér vepsané koule v zavislosti na délce hrany a,
musime dosadit R = av/2/2:

1 ﬁ 1 £
2

Tn = = =

ﬁ RERV

'm =a0—.

2

s

T

Pozn. red.: Zkuste se zamyslet nad tim, zda se z tohoto vztahu pro polomér
vepsané koule nedd odvodit vySe uvedeny vztah (t2.1) pro objem n-simplexu,
ktery Dr™ Standa Basovnik nedokazoval. Pokud si opét uvédomime, Ze ob-
jem n-D simplexu je objem (n — 1)-D simplexu krdt ,vyska“ lomeno n, tak
vidime, Ze vzorec (1) je ekvivalentni tvrzeni, Ze vySka pravidelného n-D sim-
plexu je a\/(n +1)/(2n) (rozmyslete si!). Pokud viak zndme polomér vepsané
kruznice rp, neni tézké si uvédomit rovnost v> = R? + r2, kde v je vyska
n-D simplexu (predstavte si ten ,spravny*“ pravoiihly trojithelnik v 2" sténé,
potrapte se!). Z toho bezprostfedné plyne po dosazeni r, = R/+/n vztah

1
U=R\/n+ =a\/"+1,
n 2n

co? je ekvivalentni (t2.1).

Peto

Téma 3 — Vystavba siti

Dr™ Stanislav Basovnik ndm zaslal jiny zpusob konstrukce mista, kde mé byt
umistén rozbodoval, jako doplnéni élanku S#t pro 3 body od Mgr™ Evy Cerno-
horské z minulého cisla.



Obr. t3.1

Alternativni konstrukce rozbocovace
Dr"™ Stanislav Basovnik

Piedpokladejme, Ze jsou vSechny thly v trojihelniku mensi nez 120° (v opad-
ném piipadé by nejkratsi sit tvofily spojnice vrcholu s tupym thlem se zby-
vajicimi dvéma vrcholy). Potom podle feseni Mgr™ Evy Cernohorské lezi roz-
bocova¢ (bod X) na spojnici bodt C’ a B, kde bod C' dostaneme otoenim
bodu C okolo bodu A4 o 60° (viz obr. t3.1).

Analogicky oto¢ime bod B o 60° okolo bodu C. Bod X potom lezi na
tsefce AB'. Podobné lezi bod X na tseéce A'C, kde bod A’ ziskdme otodenim
bodu A o 60° okolo bodu B.

Bod X tedy sestrojime tak, ze jednotlivym strandm pfipiS§eme rovnostranné
trojuhelniky a spojime vrcholy nad témito stranami s protéj§imi vrcholy troj-
thelniku ABC'. Bod X (ktery ma nejmensi soudet vzdalenosti od vrchold troj-
thelnika) tak dostévé dalsi zajimavy geometricky vyznam.

Co musi splnovat vsechny rozbocovace v siti
Mgr™ Eva Cernohorskd

® Do rozbocovace vedou alespor tii kabely.

Pokud by do néj vedly pouze dva byla by piims /\
spojnice bodd, ze kterych kabely vedou, kratsi diky AT
trojahelnikové nerovnosti (viz obr. t3.2)

e Kabely sviraji ihel alespori 120°. Obr. t3.2

Pozn. red.: Toto tvrzeni autorka pomérné slozité dokazuje. Lze vSak
postupovat mnohem jednoduSeji: Necht mame nejkrat$i mozné propojeni
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a necht v ném existuji dva body A, B takové, Ze z nich vede kabel do
rozbocovade R, a zdroven je tthel ARB mens$i neZ 120°. Predpoklidejme
nyni, Ze jsou vSechny thly v trojihelniku ABR mensi nez 120°. Potom
¢arkované propojeni na obr. t3.3 je kratsi nez propojeni ptivodni, coZ je spor
s tim, Ze puvodni propojeni bylo nejkratsi mozné. Pokud by jeden z thli,
napft. thel BAR byl vétsi nez 120°, bude zase kratsi pifimé propojeni B-A-R
(¢4rkované na obr. t3.4) a opét dochdzime ke sporu.

A B
Obr. t3.3 Obr. t3.4

® Do kaZdého rozbocovace vedou prave tii drdty.

Toto tvrzeni jasné plyne z piedchozich dvou: Do rozbocovace vedou
alespon tfi draty a zaroven sousedni kabely sviraji (ihel alespon 120°. Ale
plny thel je 360° = 3 - 120°, tedy kabely jsou pravé tii a sviraji mezi sebou
ihel 120°.

o V siti je mazimalné o dva méné rozbocovaciu neZ mést, do kaZdého mésta
vede nejugse m —n + 3 drdti (kde m je podet mést a n je pocet rozboco-
vacii).

Po siti pozadujeme, aby byla souvisla, a zaroven chceme, aby se v ni
nevyskytovaly kruznice. Kdyby sif obsahovala néjakou kruznici, mtizeme
jeji ¢ast zrusit a sit zistane souvisld a zaroven bude kratsi. Sit bez kruZznic
obsahuje maximélné (n +m — 1) dratt. Tyto draty maji potom nejvyse
(2n 4+ 2m + 2) konci, pfi¢emz je v kazdém mésté alesponn jeden konec a
v kazdém rozbocovadi jsou pravé tii konce. Do zvoleného mésta muze tedy
vést 2m +2n+2) — (m — 1) — 3n = m — n + 3 drath.

Minim4lni pocet koncll v jednom mésté je 1. Z rovnice m —n+3 =1
potom dostavame maximalni pocet rozbocovacti n = m — 2.

Martin Krsek
Téma 5 — Opilec aneb difuse trochu jinak
Opilec ztraci nadéji
Mgr™ Tomas Gavenciak

Pozn. red.: Mgr™ Tomds Gavenciak nezavisle odvodil vzorec pro pravdépodob-
nost ndvratu opilce nad kandl (tento vzorec jsme uverejnili jiz v pfedchozim

4 Neboli smy¢ky po niz se d4 bez vraceni dostat do stejného bodu.
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cisle v ¢ldnku Mgr™ Jana Musilka):

C”

42n

P(2n) =

Podarilo se mu dokonce spravné odvodit vzorec pro pravdépodobnost vyskytu
opilce na misté se souradnicemi [z, y]:

(arrn) ()

Diilezité je ovSem to, Ze souradnice x,y jsou minény diagondalné, neboli po-
¢atek ma souradnice [0,0], misto 2 kroky dopfedu m4 soufadnice [1,1], misto
2 kroky vpravo md souradnice [1, —1]. Déle jiZ ve svém reSeni pokracuje v tiva-
héach nad opilcovym ndavratem domid béhem sta kroki.

Ke svému bydlisti se opilec mtze dostat pouze pro sudy pocet krokd k. Pro
jednoduchost predpokldadam, ze jeho bydlisté l1ze libovolné obchézet a vstoupit
do ngj z libovolné strany (snad bydli v altdnu nebo na stromé). Jeho soufadnice
si ve svém soufadném systému ozna¢im [15, 15], coZ odpovida 30 kroktm vpfed,
tedy pravdépodobnost, ze narazi v kroku & = 2n na domov je

()’
P(2n,15,15) = P(2n)4 = %
pro k =30, 31, ..., 100, a j& musim urdit
100 50 ( 2j )2
N 1545
> Pla=) —3
i=30 j=15
i sudé

Toto ale zapoditd i ptripady, kdy vejde a znova se vrati, coz je nezidouci.
Abych se tomuto vyhnul, udélam z cilového pole ,Cernou diru“ a vynasobim
vzdy pravdépodobnost pfichodu domi v kroku k pravdépodobnosti

k—2
1— Y P(i)a- P(k—1i,0,0).

=30
i sudé

Co to znamena? Musim odecist pravdépodobnost, Ze jsem uZz v i-tém kroku
pfisel (P(i)q), ale pak se po k—1 krocich vratil (P(k—1,0,0)). Celkovy (a snad
spravny) vzorec tedy je

100 k=2
Sw0a= Y, P(k)a-|1- Y P(i)a-P(k—i,0,0)
k=30 i=30

k sudé i sudé
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Ted jsem si uvédomil, Ze ani tohle neni plné dobf¥e, protoze takto odectu
dvakrat pripad, kdy pftijde, odejde, pfijde, odejde a znovu pfijde, coz je také
chyba (i kdyZz mensi). Toto lze vyfeSit tak, Ze poéitdm s pravdépodobnosti
rekurzivné. Pravdépodobnost P’'(k), %e v kroku k dorazi domu poprvé, je

k—2

P'(k)=P(k)g- | 1= Y P'(i)- P(k—4,0,0)
=30
i sudé

Potom
100

S100,d = Z P'(k) .
K sade

Takto lze vytouzenou pravdépodobnost spodist rekurzivné. Se svym titulem
Mgr™ vsak zatim nemam opravnéni jakymkoliv zpisobem zjednoduSovat, ¢i
jinak dale upravovat vyrazy takovéto slozitosti. Musim vés tedy odkazat na
vase pocitacové vybaveni ...

Na zavér snad jednu pozndmku ohledné moznosti cely tento problém fesit
pocditacovou simulaci, ¢ poéitanim pravdépodobnosti ve v8ech polich. Toto fe-
Seni, a¢ na prvni pohled neelegantni, je velmi vyhodné, chceme-li do vypoctu
zavést vice ,Cernych dér“, ¢i jinak netypicky se chovajicich mist. Postupujeme
tak, ze na pocatku inicializujeme pole velikosti k2 (k je pfedpokladany pocet si-
mulovanych kroki) po¢ateénim rozdélenim pravdépodobnosti a novou hodnotu
v kazdém poli zjistime vhodnym zptisobem ze starych okolnich hodnot. Casova
slozitost takového jednoduchého algoritmu je O(k?). (Pozn. red.: To znamen4,
Ze pro n-krdt vétsi k se doba vypodtu zvétsi zhruba n3-krat.) Pamétova slozi-
tost je pak O(k?). Postupnym zvétSovanim plochy s rostoucim k bychom si sice
trochu pomohli, ale nezlepsili bychom asymptotickou ¢asovou zavislost.

Pozn. red.: Myslim, Ze je uz ¢as prejit k difusi, uz proto, Ze ji toto téma
nese ve svém nazvu. NuZe, asi vétsiné z vas nereknu nic nového, kdyz budu
tvrdit, Ze difuse je v podstaté tentyZ problém jako ,opilec“. Mald dastice se
ve vzduchu, ktery neproudi, pohybuje pouze diky nahodnym ndrazim okolnich
molekul vzduchu. V pripadé tézkych velkych objektii se tyto narazy neprojevi,
ale u malych ¢astedek pozorujeme ndhodné zmény sméru pohybu (Browniiv
pohyb). S prechodem od opilce k difusi musime vyfresit nékolik problémi: nd-
razy uz samoziejmé neprobihaji v pravidelnych intervalech a ¢astice nechodi
jen ve Ctyrech smérech, ale je mnohem vybiravéjsi. NuZe, navrhnéte rozumny
zpiisob, jak takovou difusi rozumné simulovat na poditaci. Nezapomeiite na to,
Ze intervaly mezi ndrazy v plynu nejsou stejné dlouhé. A pokud se vdm to zdd
trivialni, mam dalsi otazky. Existuje néjaka vhodna velikost ¢astice, abychom
mohli Browniiv pohyb pozorovat ve vzduchu jen pomoci oka nebo jenom lu-
py? A k tomu jeden priklad ,ze Zivota“. Predstavte si, Ze jste ve velmi velké
mistnosti a deset metrii od vas dohasinajici cigareta ,najednou“ vypustila do

v 7

vzduchu 10?2 ¢dstecek kouie. Budeme predpoklddat, Ze v mistnosti neni Z4dné
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proudéni. Za jak dlouho miiZete kour ucitit? Nakolik se podili difuse na prena-
Seni pachi, viini a koure?
Charlie

Reseni uloh

Uloha 3.1 — Obsah trojihelniku (4b)

Zadani:

Necht ABC' je libovolny trojihelnik. Zvolme bod P, ktery leZi uvnit¥ tohoto trojihelniku, a
vedme jim rovnobéZky s primkami AB, BC a AC. Tyto pFimky rozdéli trojihelnik na Sest ¢dsti.
TFi z nich jsou mensi trojihelniky. Urcete obsah trojihelniku ABC, zndte-li obsah kaZdého
z mendsich trojihelniki. C

Reseni:

Oznaéme nejprve priseciky primek )
ze zadani po fadé K, L, M, N, O, N
P a Q. Situace je zndzornéna na ob- P
razku rl.1. Snadno dokadzeme, na- Qg M
priklad pomoci véty wu, Ze troja-

helniky KLP, PMN a QPO jsou

podobné trojthelniku ABC'. Diile- vaBc
Zité je uvédomit si, Ze z tohoto fak-

tu plynou nésledujici rovnosti mezi 4 K T B
zékladnami a vySkami zminénych
trojahelnika

UPMN

Obr. rl.1
VABC _ VKLP _ VPMN _ YQPO
k= = = = . rl.1
[4B] = TKL[ ~ [PM] QP (e
Nezndmou k jsme oznagdili (kladny) koeficient podobnosti. Obsah trojihelniku
ABC proto miZeme vyjadfit vztahem

AB|v k|AB|?
Sapc = | |2ABC _H 5 | (r1.2)

a obdobné pro mensi trojihelnicky mame

KL’k

SkLp = | 2' ; (rl.3)
PM|*k

SpuN = % ) (r1.4)
P|%k

SQPO = % . (1‘15)

Ziejmé je |AK| = |QP| a |LB| = |PM| (dokazte!), takze

|AB| = |QP|+ |KL| + |PM]|. (rl.6)
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Zkusme proto vyjadfit po fadé délky |K L|, |[PM| a |QP| ze vztahi (r1.3), (r1.4)
a (rl.5) a dosadit do (r1.6). Dostavame

25 28 25
|AB| = \/ ’;LP +\/ ’;MN +\/ ‘)?CPO . (r1.7)

Koneéné dosazenim tohoto vyrazu do (rl.2) vychazi

2
_k 2SkLp \/2SPMN \/2SQPO
Sapc = 5 (\/ et T k . (r1.8)

Po vytknuti vyrazu 1/2/k a po jeho umocnéni dospéjeme ke vztahu

2
SaBc = (\/SKLP +V/Spun + \/SQPO) , (r1.9)
ktery lze upravit do (,,méné symetrického“) tvaru

Sapc = Skrp + Spun + Sgro +
+2 (\/SKLP Spun + /Spun Sopo + v/Sgpo SKLM) )

(r1.10)

¢imz je tloha vyfeSena.
Mirek

Uloha 3.2 — Fotograf (5b)

Zadani:
Jakou clonu md nastavit fotograf, ktery foti fotoapardtem s objektivem s ohniskovou vzddlenosti
35mm, aby mél na 2dbéru osiré dva zajimavé predméty? Jeden je ve vzddlenosti 2m a druhy
10m od fotografa. (Clonové éislo je pomér f/d ohniskové vzddlenosti f a priméru d otvoru
[pTesnéji vstupni pupily] objektivu.)

PouZity film md policko o rozmérech 36 x 24 mm, které obsahuje pFiblizn€ 15 miliond svét-
locitlivijch zrnek.

Reseni:

Vzhledem k tomu, Ze pocéitat s pfesnym slozenim objektivu by bylo neiimérné
slozité (a navic toto sloZeni ani nebylo zadéno), provedu v nésledujicim feSeni
nékolik zanedbani. Objektiv budu povaZovat za jednu tenkou ¢ocku. Clona bude
umisténa ,ve stejném misté“, takze ¢ockou mohou projit pouze paprsky, které
jsou k optické ose blize nez d/2 (kde d je pramér otvoru clony). Ostfeni zjedno-
duSim na nastavovani vzdalenosti mezi ¢ockou a filmem. (Ve skutecnosti se pfi
ostfen{ méni i ohniskové vzdélenost objektivu.) Opravnénost téchto zanedbani
si promyslete sami.

Vzdalenost obrazu uréime podle vzorce zndmého z geometrické optiky

=4, (r2.1)
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kde f je ohniskova vzdalenost objektivu a vzdalenost a resp. a’ je vzdalenost
pfedmétu, resp. obrazu (obé beru s kladnym znaménkem). Neni tedy tézké
spoditat, ze za predpokladu f = 35 mm se naSe dva predméty zobrazi do vzda-
lenosti af = 35,62mm a a) = 35,12 mm.

Vzdélenost filmu od ¢ocky oznacme .
Pokud neni [ rovno vzdalenosti obrazu,
bude tento vice ¢i méné rozmazany. Jako
miru rozmazani budeme brit pramér p
kolecka, které se na filmu objevi tam, kde ;4 P
by mél byt jediny bod. Z podobnosti troj-
thelnikt (viz obr. r2.1) plyne

lay —1| |
b= al d, a la —1] '
lay — 1] (r2.2)
py = 2 —d. Obr. r2.1
a

Chceme najit takové [, aby maximum obou rozmazani (tj. max(py,p2)) bylo
co nejmensi. V naSem p¥ipadé je to pro p1 = p2. (Rozmyslete si, z eho to plyne.)
Spocéteme pfislu$nou vzdalenost filmu: [ = 35,37 mm.

Pokud bude rozmazani stopa pokryvat pouze jedno zrnicko, bude i tak
fotografie maximalné ostrd (na daném filmu uZ neni mozné vytvofit ostiejsi
obrazek). Na jedno zrni¢ko piipad4 plocha asi 58 um?, tedy vzdéalenost soused-
nich zrniéek bude pfiblizné 7,6 pm. Ostrou fotografii tedy ziskdme, pokud bude
platit p; = p» < 7,6 um. Podle vztaht (r2.2) vychézi pro maximdlni pramér
otvoru clony

d=141-7,6 ym = 1,1 mm. (r2.3)

Hledané clonové &islo potom vychézi asi 33. Nejblizsi z normalizované fady
je 32, pripadné pak 45.

Vypada to, Ze feSeni uz mame. Jenze tomu tak bohuzel neni. Kdyz se po-
divéite na b&zné (tedy ne teleskopické) objektivy uvidite, Ze clonova ¢isla kondi
vétsinou u 16, obcas se jesté najde 22, ale vyssi ¢isla uz moc ne. Nabizi se otdzka
pro¢. Kvili nizkému osvétleni filmu to nebude. Pokud fotite za jasného dne na
snéhu, mate ¢asto nastavenou zavérku i clonu ,nadoraz“. Ale uZ jste moZn4
nékdy vidéli fotografie, na kterych bylo sluni¢ko ,roztazeno“ do nékolikacipé
hvézdy. Vzdy je to na fotografiich focenych s pomérné vysokym clonovym &is-
lem.

U vsech optickych piistroja totiz kromé vyse zkoumané geometrické optiky
hraji roli i ohybové jevy. V piipadé malych otvort nebo velkych zvétSeni je uz
nelze zanedbat.? To Ze na fotografiich vidime hvézdu je d4no tvarem otvoru ve
cloné. V pfipadé, Ze by byl pfesné kruhovy, dostaneme kolem Slunce nékolik
soustfednych kruznic s postupné klesajici intenzitou.

5 Proto také tfeba nenajdete opticky mikroskop, ktery by zvétSoval Fadové
vice nez tisickrat.
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Pro dalsi odhad nas bude zajimat poloha prvniho minima ohybového ob-
razce. Stopu vzniklou z jednoho bodu (tedy ekvivalent miry rozostieni defino-
vaného vyse) budeme uvazovat s polomérem danym pravé vzdalenosti prvniho
minima.

Pro ptiblizny odhad ndm bude stadit vzorec pro ohyb rovnobéznych paprs-
ki, ktery dava velmi jednoduchy vztah

I
rda = E ; (1‘24)
kde 74 je vzdalenost prvniho minima v roviné filmu. Mira rozostfeni zptisobe-

ného difrakci je tedy
20\
Pd = 7 . (1'25)

Ze stejného divodu jako vySe nastdvd minimum max(p;(d),pqa(d)) pro ta-
kové d, kdy p1 = pq. Tedy po dosazeni vinové délky 500 nm vychazi vhodny
primér otvoru d = 2,2mm a clonové ¢islo asi 16.

Mira rozostfeni je i po vyvolani fotografie a pétindsobném zvétseni (tj. na
»b&Znou* velikost) mensi nez desetina milimetru, coz se podle literatury® jevi
lidskému oku jako ostré.

Fotograf tedy nemize nastavit clonu tak, aby byla fotografie ostrd az na
maximum dané kvalitou filmu. Nejvhodnéjsi clonové ¢islo, které miZe na apa-
ratu nastavit je 16. V tomto pfipadé ziskd dostateéné ostrou fotografii (pokud
ji nepotfebuje zvétsovat napfiklad na plakéit).

Marble

Uloha 3.3 — Body na pfimce (3b)

Zadani:
Umistéte do roviny 10 bodi tak, aby tvoFili 5 fad po 4 bodech. Rada md n bodi tehdy, kdyZ
eristuje primka, kterd prochdzi prdvé n body.

Reseni:

Jedno z moZnych feSeni vidite na obrazku r3.1. Pojdme
se ale podrobnéji zamyslet, jestli takové feseni je jediné
mozné ve smyslu po¢tu bodi spole¢nych vice fadam.
Misto o fadach budeme déle mluvit o pfimkach, na kte-
rych lezi 4 vyznacné body.

Ze zadéani vyplyvé, Ze bude vhodné volit pfimky tak,
aby body lezely v jejich prusecicich (takové body pak
nélezi vice pfimkam a ,poéitaji“ se proto vicekrét). Di-
lezité je pfipomenout, co plati pro dvé piimky, které
se protinaji v jednom bodé. Takové pfimky pak maji Obr. r3.1
bud nekoneéné mnoho spoleénych bodi, tedy splyvaji

6 Klime§, Kracik, Zenisek: Zéklady fyziky II., Academia Praha, str. 459
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(a jsou pro nas nezajimavé, protoZe vynikla fada by nesplhiovala zadani — méla
by vice nez n bodi), nebo maji spoleény prévé jeden bod. Proto pokud by exis-
toval bod, ktery je priiseéikem Ctyt (resp. péti) pfimek, pak by uz tyto p¥imky
nemohly mit zddny dalsi spoleény bod a muselo by na nich lezet 4-3 = 12 (resp.
5-3 = 15) dalgich bodt, coz neni mozné. MiZe FeSen{ tilohy vyhovovat situace,
kdy je alespon jeden bod prisecikem tii pfimek? Na téchto pfimkach musi lezet
dalgich 3-3 =9 bod1, tim jsme ale vycerpali 10 bodl ze zadani, a nemtizeme
jiz zadny pfidat (viz obr. r3.2). Nam se ale nepodafi najit ¢tvrtou p¥imku, na
niz by lezely ¢tyfi body — musela by mit s néjakou existujici pfimkou spolecné
alesponi dva body, a to, jak uz vime, nelze.

Dochéazime k tomu, Ze feSenim tlohy budou body, které lezi na jediné nebo
zérovei na dvou piimkach. TuSime, Ze neni vyhodné uvazovat body, které lezi
pouze na jedné primce. Ukazme konec¢né, ze zadny takovy bod nemiize v fe-
Seni existovat, procez je feSenim 10 bodtl, z nichz kazdy néalezi dvéma, riznym
pfimkam (fad4dm).

Prifadime-li kazdé pfimce jedno z pismen A,

B, C, D a E, miZeme pak kazdému z deseti

bodd priradit ,jméno“ — pismeno P s indexem

posloupnosti jednoho ¢ dvou znakt danych pfim-

kou (pfimkami), na kterych lezi (na pofadi pis-

men nezélezi). Nalezi-li napf. bod pfimkém B, D,

bude se ,,jmenovat“ Pgp, ndlezi-li pouze piimce

E, bude se jmenovat Pg. Zatimco jednopismen-

nym stejnym indexem se mizZe , jmenovat“ vice

bodi, dvoupismennym nikoli (vite pro¢?). Ted si

sta¢i uvédomit, ze ve jménech bodid se musi kazdé

z pismen A, B, C, D, E vyskytnout pravé ¢tyii- Obr. 13.2
krat, musi se tedy v indexech objevit 20 pismen.

Ale kazdy bod m4 maximélné dvoupismenné ,jméno“, takze je k dispozici nej-
vySe 20 indexovych pozic, a ty musi byt proto bezezbytku vyuZity.

Nasli jsme nutnou podminku pro feSeni Glohy. Protoze zfejmé zadné pétice
primek, z nichz alespon dvé jsou rovnobézné a zadné tfi nemaji spoleény bod,
tuto podminku nespliiuje a jiné vzajemné polohy pifimek nemé smysl uvazo-
vat, dostavame tvrzeni: Vsechny pruseciky libovolniych péti primek takovich,
Ze Zddné dvé nejsou rovnobéziné a Zadné i nemaji spolecny bod, Tesi zaddni.
Zddnd dalsi veseni neexistugi.

Poznamky k doslym Tesenim. VaSe TeSeni byla
vesmés spravnd, nasli se ale odvazlivci tvrdici, Ze
pocet feSeni je omezeny. KdyZz uz takovou hypo-
tézu vyslovime, je dobré ji podlozit alespon ndzna-
kem dikazu. Jinak jsem udéloval prémiové body
vSem, co se nespokojili s pouhym nékresem feSeni
a poslali vice ¢i méné podlozené postacujici pod-
minky feSeni.

Mirek
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Vysledkova listina

Ulohy
Pofadi | Jméno D1 |rl r2 r3 t2 t3 t5|20 2a
1. | Mgr™ Eva Cernohorski 49 | 4 4 12 20 49
2. | Mgr™ Jan Musilek 42 | 4 3 11 42
3. | Mgr!™ Peter Peresini 35 | 4 4 1235
4. | Det™ Jozef Cmar 59 | 1 4 1 2 8 34
5-6. | Dr™ Tereza KlimoSova 72 | 4 4 8 33
Mgr™ Zbynék Konedny 33 | 4 4 10 18 33
7. | Dr'™ Stanislav Basovnik 91 3 8 b 16 27
8. | Mgr™ Tom4as Gavenciak 33 | 4 4 4| 13 26
9. | Dr'™ Lenka Studni¢nd 94 | 4 3 9 24
10. | Dr™ Jan Ol$ina 78 23
11-12. | Mgr™ Peter Greskovi¢ 22 | 3 4 7 22
Mgr"™ Lubos Ptacek 22 4 4 22
13-14. | Mgr™ Jindfich Soukup 31| 4 3 2 9 21
Mgr™ St&panka Mohylova, 25 3 3 21
15. | Mgr™ Petr Dostél 20 20
16. | Prof"™ Martin Demin 251 | 1 4 9 17
17-18. | Be™ Petr Moravek 15 15
Bc™ Zuzana Safernova 15 | 4 4 8 15
19-20. | Dr™ Michal Demin 67 | 1 4 9 14
Mgr!™ Jana Babovakova 48 14
21-22. | Doc™ Tom4s Stec 192 13
BceM Martin Koneény 1311 3 4 13
23-25. | Dr!™ Helena Kubéatova 55 | 4 3 7 12
Bce™ Jaroslav Sedénka 12 3 3 12
BeM™ Miroslav Vetrik 12 12
26-31. | Mgr™™ Karla Prochazkova 37 3 3 11
Bce™ Monika Martiniskova 16 11
BeM Jifi Borkovec 11 11
Bce™ Michal Matych 11 | 4 4 8§ 11
Bce™ Jana Przeczkova 11 | 2 3 5 11
Bc™ Adam Sugl 11 3 3 11
32-37. | Mgr™ T'ubo$ Uliény 27 3 3 10
Mgr'™ Petra Mala 25 | 4 4 8 10
Bce™ Katefina Boshmova 10 4 4 10
Bce™ Jan Havlik 10 10
BceM™ Martin Holecek 10 3 3 10
BeM™ Frantisek Konopecky 10 10
38. | Mgr™ Vojtéch Kuban 34 9
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Ulohy
Poradi |Jméno 1 |rl r2 3 t2 t3 t5 (Y0 21
39-44. | Mgri™ Martin Dungl 20 | 4 4 8 8
Tereza Hlavacova 8 8
Jan Kfivonozka 8§14 1 3 8 8
Jifi Milic¢ka 8 8
Marek Scholz 8 8
Jan Uhlik 8| 4 4 8 8
45. | Tomas Javirek 7 7
46-48. | Mgr™ Michal Ruzek 49 6
Be™ Jan Rieger 18 6
Antonin Spagek 6 6
49. | Martin Suchan 5 1 1 5
50. | Pavel Prochézka, 4 4
51-55. | Dr'™ Dana Berankova 80 3 3 3
Richard Bobek 6 3 3 3
Hana Suchomelova 3 3
Piemysl Sramek 3 3
Zdenék Vais 3 3 3 3
56-58. | Milan Dvorak 2 2
Jan S4cha 2 2
Ondiej Tkag¢ 2 2
59-61. | Dr™ Zuzana Rozlivkova 84 1 1 1
Pavla Grubhofferova 6 1
Jifi Krejéi 1 1

Sloupedek > _; je souet viech bodl ziskanych v naSem seminéii, ), je soucet
bodi v aktudlni sérii a ), soucet viech bodi v tomto ro¢niku (tedy pro feSeni prvni
série musi byt Y =>";).
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