Studentsky matematicko-fyzikalni ¢asopis

rocnik X cislo 4

Termin odeslani: 23. 2. 2004

Je ndm lito, Ze zacindme novy rok zrovna ndsledujici zpravou. Meli byste
ale védét, Ze jeden z nasich Tesitelu, Petr ,Dasty“ Dostdl, uZ neni mezi ndmi.
Tretiho ledna na néj pii praci v lese spadl strom.

Mili fesitelé,

pfejeme vam do nového roku hodné Gspéchi a splnénych snid a piani, davejte
na sebe pozor a uzivejte si naplno kazdé chvilky Zivota.

Chtéli bychom vam napsat alespon jednu dobrou zpravu. Planujeme jarni
soustfedéni, které se bude konat 13.-21. bfezna 2004 pobliz Vsetina. Jestli
uz ted vite, Ze nebudete moci pfijet, napiste ndm to spolu s feSenim tohoto
¢isla. Stejné tak napiste, pokud vite, Ze uréité pfijet chcete. Body pro tcast na

soustfedéni muzete ziskat jesSté feSenim uloh z tohoto Cisla a vSech témat.
Redakce MEM

Zadani aloh

Uloha 4.1 — Kondenzator (5b)

Mé&jme nabity otoény kondenzator®, na jehoz svorkich je napéti U. Piipojime
k nému odpor R, pfes ktery se bude vybijet. Pfitom chceme, aby napéti na
svorkdch kondenzéitoru (nebo odporu) zistévalo stdle U. Jak toho muZeme
docilit?

Spoditejte energii, kterd se béhem celého vybijeni spotfebovala na odporu.
Spocitejte také energii, kterd by se spotiebovala v pfipadé, Ze bychom nechali
kondenzator vybijet bez regulovani napéti. Co znamenaji ziskané vysledky a jak
je vysvétlite?

Uloha 4.2 — Cislovani bodu (5b)
Je déna pravoaihld miizka n x m bodtd. Odéislujte v ni jednotlivé body &isly

1, 2,3, ..., m-n tak, aby soucet absolutnich hodnot rozdild v8ech dvojic &isel
spojenych hranou byl co nejmensi.

1 Otoény kondenzator je takovy, u kterého se d4 ot4¢enim desek ménit plocha
kondenzatoru, a tudiz i jeho kapacita.



Uloha 4.3 — Cokoldda v sodovce (5b)

Vezméte kousek Gokoladdy a ponoite jej do sodovky (nebo libovolné | perlivé®
vody). Pozorujte, co se bude dit, a pokuste se ur€it zavislost pozorovaného jevu
na riznych parametrech experimentu. Zkuste své vysledky alespon kvalitativné
zdvodnit.

Zadani témat

Téma 6 — Grafika

Marble si béhem nudnych hodin na gymnéa-
ziu rad kreslil obrazky podobné tém, které vi-
dite kolem. Zakladni tvar, ktery je zobrazen na
obrazku 1, vznikne velmi jednodusSe. Na dvé
kolmé polopifimky vychézejici z jednoho bodu
se nanese stejny pocet znacek v konstantnich
rozestupech. Pak se Gseckou spoji prvni znacka
na jedné polopiimce s posledni znackou na dru-
hé. Potom druhd znacka s piedposledni,
Po spojeni posledni znac¢ky s prvni vznikne vy-
sledny obrazek.

Zajimavym prvkem je hranice vySrafované
oblasti. V ptipadé, ze by jednotlivé znacky byly Obr. 1
rozmistény nekonecné blizko u sebe a nakres-
lilo by se nekoneéno spojnic, prejde v néjakou hladkou kfivku. Otazka pro vas
je zjistit, o jakou kfivku jde. MiZete ji popsat rovnici nebo ji (v pfipadg, Ze m4
jméno) pojmenovat.

Zakladni dloha se tyka kiivky podle ob-
razku 1, ale mtzete se zamyslet i nad slozi-
t&j8imi pfipady — polopiimky sviraji obecny
thel, vzdalenosti znacek jsou jiné na kazdé
polopfimce apod.
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D4 se vyse popsana konstrukéni metoda pouzit i pro jiné typy kfivek? Pro
jaké? A jak ji bude tfeba upravit?
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Téma 7 — Kf¥izovatky

Predstavte si, ze mate moznost c¢astnit se ndvrhu silni¢ni sité ve mésté. Vy-
myslete model, ktery popisuje provoz na silnicich s kfiZovatkami a se semafory.
(Stavét mimotroviiové kifZzovatky je ve mésté vétdinou obtiZzné, takze je po-
tfeba optimalizovat obyéejné ,,ploché* k¥iZovatky.) Na jeho zakladé pak zkuste
navrhnout takové feSeni silni¢ni sité, aby se pokud mozno zamezilo vzniku ,,do-
pravni zacpy“, aby se dalo méstem cestovat co nejrychleji, aby se minimalizo-
vala spotieba pohonnych hmot atd. Mizete vymyslet dalsi dilezita kritéria.

Nechceme po vas kompletni navrh. Spi§ se zamyslete nad konkrétnimi de-
taily, které je vhodné splnit. Jak budou vypadat kiiZzovatky? Budou fizeny
svételnou signalizaci? Pokud ano, jakym zptsobem bude nastavena? Kdy je vy-
hodnéjsi postavit kruhovy objezd misto svételné kiizovatky? Vyplati se udélat
nékteré silnice jednosmérné? A jak bude vhodn4 silni¢ni sit zdviset na predpo-
klddané hustoté dopravy?

Pro zacatek si muzete predstavit jednu nebo dvé kiizovatky a urcité mnoz-
stvi aut, kterd chtéji skrz tyto kiizovatky nékam projet. Pokud si dostate¢né
vyhrajete a dvé kiizovatky vam nebudou stadit, zkuste si navrhnout silniéni sit
v mens§im mésté.

Reseni témat
Téma 1 — Oko a stroboskopie

Cernobilé a barevné rotujici disky
Dr™ Josef Cmar

Pozn. red.: Dr*™ Josef Cmar nam zaslal 12 diski. Prvni ¢tyti pochazeji z webové
stranky http://www.archimedes-lab.org/top_toupie_trottola.pdf.

K pozorovani jsem pouzil setrvaénik vymontovany z auticka, na ktery jsem
lepil jednotlivé disky. Vysokou frekvenci budeme déle rozumét frekvence zhruba
desitek hertzi, nizkou frekvenci jednotky hertzu.

Disk €. 1: P#i vysoké frekvenci jsou na vnit¥nim okraji zcela svétla (bild) me-
zikruzi, kterd smérem k okraji tmavnou. Pti niz8i frekvenci se od
stfedu zacinaji objevovat tmavé skvrny a s klesajici frekvenci se
skvrny pohybuji déal od stfedu a obraz se stava zietelnéj§im.

Disk ¢. 2:  Pfi vysoké frekvenci miizeme pozorovat stiidani svétlejSich a tmav-
§ich mezikruzi, tmavé jsou tvofena Cernymi ¢arkami. Pii nizsi frek-
venci se obraz stavd trhany, objevuji se Cerné a bilé ,vrtulové“
prouzky. Jesté tésné pred zastavenim mulizeme pozorovat, ze Cerna
barva tvofi souvislé mezikruzi, a neni mozno poznat, ze je pferuso-
vana.



Disk ¢&. 3:

Disk 1 Disk 2

Pii vysoké frekvenci je stfed nejtmavsi a smérem k okraji se zesvét-
luje, pfi nizsi jiz lze pozorovat, Ze ze stfedu vybiha Cernd barva,
ktera se smérem k okraji vytraci. V mistech, kde vychazi 6 zubq,
muzeme pii vysoké frekvenci pozorovat zietelné tmavsi tenké cerné
¢arky (tedy kruznice).

L4

Disk ¢. 4:

Disk ¢&. 5:

Disk 3 Disk 4

Pii vysoké frekvenci mizeme pozorovat prakticky kompletné Sedé
kolecko, pfi zpomaleni rotace lze vidét tmavou, rychle se pohybujici
skvrnu a také ,vrtulové® prouzky? ¢erné a bilé barvy. Pfi nizké frek-
venci je jiz misto s odliSnym vzorem jasné vidét, zatimco konkrétni
¢erné a bilé prouzky jsou vidét az pfi zastaveni.

Pii vysoké frekvenci je vidét nazelenaly stfed, kolem néj cervené
mezikruzi. Se vzdalovanim od stfedu se Cervend méni v rizovou

2 Pozn. red.: Vypada to, jako by se disk na okamzik prudce zastavil. Vyzkou-
Sejte si sami, tézko se to popisuje.
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Disk 5 (hvézda je Cervend, vnitini kruh Disk 6 (barvy jednotlivych vyseéi jsou
Zluto-modry) postupné: hnédd, zlutd, riazova, oranzo-
vé, zelend, modré, svétle modrd a tmaveé

modr4)

svxs

a postupné zanika. P#i niz8§i frekvenci je kolem stiedu vidét pfe-
chody mezi modrou a Zlutou, zatimco zbytek je tvofen mnohacipou
hvézdou, jejiz hroty jsou smérem k venkovnimu okraji vice rozmaza-
ny. Ani pfi jesté niz§i frekvenci oko nepozné, z kolika cipt je hvézda
slozené.

Disk ¢. 6: Pfi vysoké frekvenci vznikla souvisla barva, kterou nedokazi popsat.
Pfi nizsi frekvenci se kruh sklddal z oranzové a zelené ¢asti, pozdéji
miizeme rozlisit jednotlivé barvy, jako posledni jsem rozli§il barvu
hnédou.

Disk ¢. 7: Pri vysoké frekvenci mizeme pozorovat jednotnou nadervenalou
barvu, pfi nizsi frekvenci se jiz obraz stava trhany a miZzeme pozo-
rovat stfidani bilych a cervenych prouzki.

Disk 7 (paprsky jsou Cervené) Disk 8 (barva ¢tverci je modré)

Disk ¢. 8: Pfi vysoké frekvenci jsem pozoroval tfi kruznice modré barvy. Ni-
koho z lidi, kterym jsem rotujici kotou¢ ukazoval, nenapadlo, ze



vzor mohou tvofit ¢tverce misto kruznic.® P¥i nizké frekvenci se
kruznice stavaji trhanéjsi a mizeme kolem nich pozorovat namod-
ralé skvrny.

Disk ¢. 9: I tento disk mé prekvapil. Pfi vysoké frekvenci byla modra barva
prakticky nezjistitelna diky vysokému podilu bilé barvy. Pi#i nizké
frekvenci muZeme blizko stfedu pozorovat kratké, velmi nezietelné
prouzky modré barvy. Kiiz se stava zietelny az tésné pred zastave-

nim.
)
\/
Disk 9 (k¥iz je modry) Disk 10 (spirdla je modré)

Disk ¢. 10: Pfi vysoké frekvenci mizeme pozorovat modré kolecko kolem stie-
du, pfi nizsi frekvenci mizeme vidét, jak se ¢ara namotéva ke stfedu
nebo odmotéva od stfedu podle toho, kterym smérem kolecko roz-

toéime.

Pozn. red.: Farebné disky moZete ndjst na http://mam.mff.cuni.cz/
zajimavosti/stroboskopie/kruhy.eps.gz

Z3véry

Pii vysokych frekvencich vidime dé&je jako spojité, navic dochdzi k michani
barev a mateni oka. Barva, kterou pfi vysoké frekvenci vidime, viibec nemusi
byt ta, ktera je na disku.

Pfi nizkych frekvencich oko registruje pohyb jako trhany, dokaze rozeznat
jednotlivé slozky barvy.

V pripadé, ze se disk toéi, oko registruje jakékoliv skvrny na disku jako
kruZnice nebo mezikruZi.

Pozn. red.: Autor popisuje niekolko zaujimavych aj ,,paradoxnych“ experi-
mentov. Ndjdete podobné paradoxné disky, kde rotujuci disk vyzera tiplne inak
ako disk v pokoji? DokéazZete vysvetlit, preco jednotlivé disky vnimame tak, ako
ich vnimame?

3 Pozn. red.: Preskumajte, ktord &iast disku je za kruZnice zodpovednd.
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Opét néco z historie
Mgr™ Jindra Soukup

Jak to bylo za starych casl

Tluzi pohybu zptsobuje to, ze mozek nezpracovava obraz nepfetrzité. Struktura
svétla a barev se otiskne na sitnici, kterd ji pfenese do mozku. Mozek si tuto
strukturu zachova po zlomek sekundy.

Pokud v tomto intervalu dojde k malé zméné scény a prijde druhd, lehce
zménénd zprava, mozek ji zpracuje diiv, nez prvni odezni. Vytvari tak plynuly
prechod mezi nimi. Pokud takovéto drobné zmény nasleduji ustavi¢né, mozek
interpretuje postupny proud zmén jako pohyb.

Tento fenomén ,setrvacnosti vidéni“ byl zaznamenén jiz v prastarych ca-
sech. Kolem roku 130 n. 1. fecky uéenec Claudius Ptolemaios (100-170), ktery
pracoval v Egypté, napsal své velké dilo o fecké astronomii. V této knize mi-
mochodem uvedl, Ze jestliZe se vybarvi ¢ast kotoucku a pak se jim zac¢ne rychle
otacet, vypadd to, jako by byl barevny cely kotoucek. Déje se tak pravé diky
setrvacnosti vidéni.

[luze pohybu

Prvni ¢lovék, ktery vyuzil setrva¢nosti vidéni praktickym zptsobem, byl an-

glicky doktor J. A. Paris. V roce 1826 si vyrobil lepenkovy kotoué. Na jednu

jeho polovinu nakreslil kmen stromu s vétvemi, ale bez listd. Na druhou pak

nakreslil patficné umisténé listi, ovSem bez vétvi a kmene. Lepenkovy kotoué

byl zavéSen na hedvabnych vladknech tak, Ze kdyz se nité rychle otacely mezi

palcem a ukazovackem, kotou¢ se rychle roztocil. V takovém piipadé jste vi-

déli obé poloviny kotouce najednou, nebot prvni jesté neodeznéla, kdyZ se vam

v zorném poli objevila druhd. Vidéli jste strom s listim. Paris to nazval ,thau-
matropem®, coz by se dalo z fetiny pfelozit pfiblizné jako ,divotoc¢“.

V roce 1832 vyrobil belgicky fyzik Joseph A. F. Pla-

teau (1801-1833) vélec se Stérbinami v bocich takovy,

GQ/) ze kdyz se roztodil, mohli jste se divat témito Stérbinami

:‘9" postupné v rychlém sledu. To, co jste vidéli, bylo sice

trochu rozmazané, ale kontinuélni, nebot v4$ mozek si

O  podrzel obraz zachyceny skrz jednu $térbinu az do chvi-

le, kdy jste se divali skrz dalsi. Uvnitf valce byl druhy

3 valec, na kterém byly namalovany obrazky, které se po-

stupné ménily. Bylo tam také zrcadlo umisténé tak, Ze

kazdy obrazek byl viditelny skrze Stérbinu natoéenou k pozorovateli, jeden po

druhém. Kdyz se vélec roztodil, pfipadalo pozorovateli, Ze se diva na pohybujici

se objekt. Pfirozené, jednalo se jen o jediny pohyb, ktery byl dokoncéen v pri-

béhu jednoho otoceni vélce, a pak se stile opakoval, ale stejné to byla Gzasnd

vécicka pro ty, ktefi néco takového vidéli poprvé.
Do dvou let britsky matematik Willlam George Homer (1786-1837) mo-
difikoval tento vyndlez, aby pohybujici se obraz mohlo sledovat nékolik lidi
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najednou. Vylepsil rovnéz valec s ménicimi se obrazky. Své zafizeni nazval ,zo-
etrop® (z feckého ,Zivot“ a ,tocit“ nebo ,kolo Zivota“, protoze pohyb je tésné
spjat se zivymi bytostmi).

V roce 1853 se baron von Uchatius (1811-1881), rakousky distojnik od
délosttelectva, pokusil u¢it pochodovani na piehlidkach za pouziti postupnych
obrazkl. Vypracoval zplisob, jak tyto obrazky promitat jeden za druhym na
platno, a nakonec dokéazal promitnout tficet sekund pochodovani celé piihlize-
jici roté vojaku. Se svou tficetisekundovou iluzi pohybu drZel rekord po nésle-
dujicich ¢étyfticet let.

Ve von Uchatiusovych ¢asech byla objevena fotografie. Nebylo pfili§ tézké
pfijit na to, Ze kdyby se néjak podafilo poridit sérii fotografii nasledujicich
rychle za sebou, a pak je stejné rychle promitnout, iluze pohybu by byla doko-
nalejsi nez cokoliv, ¢eho mohlo byt dosaZeno s obrazky.

Nakonec byly potfebné techniky pro rychlé fotografovani a rychlé promitani
objeveny, ale trvalo to celé pulstoleti.

Jak to vlastné bylo s tim koném

Prvni ¢lovek, ktery ukézal dulezitost studovani pohybu prostfednictvim foto-

grafii, byl britsko-americky fotograf Eadweard Muybridge (1830-1904), ktery

se prestéhoval do Spojenych statl, aby se Gcastnil kalifornské zlaté horecky.
V té dobé nikdo do detailu nevédél, jak vlastné

bézi kan. Dokonce ani bedlivy pozorovatel, ktery si

vSimne, Ze koné pohybuji kazdou nohou nezavisle, 1 T,

nedokéze vypozorovat presné podrobnosti, protoze

se nohy koni pohybuji pfili§ rychle. 0) T
Leland Stanford (1824-1893), ktery byl guver- .

nérem Californie od roku 1861 do roku 1863, byl
milionaf, jenz se zabyval Slechténim zavodnich koni. '\ %
Tvrdil, Ze v ur¢itém momentu cvalu se vSechny ¢tyti « >
nohy koné nachézeji soucasné ve vzduchu. Jeho ri- ©
val v oboru $lechténi koni byl presvédéeny, Ze tomu tak neni, a oba vsadili na
své stanoviska 25000 dolarti (coz byla v té dobé tctyhodné ¢astka). Jediny
problém spocival v tom, Ze se zdalo, Ze neexistuje Zadny zptsob, jak jejich
spor rozhodnout. Zadné pozorovani cvalajicich koni nevedlo k jednozna¢nému
zévéru v tom ¢i onom sméru.

Tehdy, v roce 1872, najal Stanford Muybridge, aby celou zélezitost vyfesil.
Muybridge napnul pies zdvodni drdhu dvanact provazka a konec kazdého z nich
pfipevnil k zdvérce jednoho fotografického aparatu. Cvéalajici kan provazky po-
stupné pretrhaval, a spoustél tak jeden pfistroj za druhym, takze ziskali dva-
nact fotografii. Fotografie byly néasledné prozkoumany. Na jedné z nich byl kan
se vSema Ctyfma nohama ve vzduchu a Stanford vyinkasoval svych 25000 do-
lard.

Tim se stalo naprosto jasné, Ze fotografie je nejlepsi metoda ke studiu po-
hybu, a Muybridge stravil nékolik let pofizovanim fotografii pohybujicich se
objektl v kratkych intervalech.

)
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tion

Bzuco

Téma 4 — Odpory a mrizky

Doslych feseni se objevilo pomérné mélo, proto pfemyslejte dile, naméth je do-
statek. Néktefi z vas se pokusili spocitat odpor mfizky rozmérd n x m, bohuzel
vSichni udélali alespon jednu pocetni chybu, proto jejich feSeni neotiskujeme a
zasildme je autortim na pfepracovani.

N3
12
2

Téma 5 — Opilec aneb difuse trochu jinak

Jirka & Bzuco

Podle poc¢tu doslych feSeni usuzuji, Zze budto se vétsina z vas prikladu zalekla,
nebo méla posta obzvlasté $patné obdobi. At tak, ¢i onak, kvalita feSeni pred-
¢ila ma ocekavani. Ti tfi stateéni, ktefi bojovali s vratkou chizi opilce, byli
Mgr™ Eva Cernohorskd, Dr'™ Jozef Cmar a Mgr™ Jan Musilek — podivejme se
bliZze na jejich vysledky.

Mgr™ Jan Musilek ve svém feSeni kombinuje matematické metody a podci-
ta¢. Kompletni feSeni a pouzité programy naleznete na internetu na strankach
http://sweb.cz/janmusilek.

Opilec na Sachovnici
Mgagr™ Jan Musilek

MiZu si pfedstavit, Ze se opilec pohybuje po velké (teoreticky neomezené) Sa-
chovnici. Jednotlivym polim pfidélim soufadnice z a y tak, Ze vychozi pole ma
soufadnice [0, 0] a pfi pohybu opilce z pole [z,y] dopfedu se soufadnice zméni
na [z,y + 1], dozadu na [z,y — 1], doleva na [z — 1, y] a doprava na [z + 1,y].

Jestlize zndm pocty zptsobi, kterymi se opilec miize dostat na rizné pole
Sachovnice po k krocich, mohu snadno zjistit po¢ty zpasobd po k + 1 krocich
tak, ze jednoduse sectu dané pocty zptisobii po k krocich na étytfech sousedicich
polich. Tedy takto:
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1
1 1 1
1
k=0 k=1
1
1 3 3
2 2 3 9 3
1 4 1 1 9 9 1
2 2 3 9 3
1 3 3
1
k=2 k=3

A tak dale. Timto zplsobem muzu pokracovat dal, ale radéji jsem na-
psal skript, ktery pocitd uvedené pocty mozZnosti na Sachovnici 41 x 41 poli
(az 20 krokl od kandlu v8emi sméry). Experimentovanim s timto programem
a konzultaci s vyucujicim matematiky jsem zjistil, Ze ¢isla na okrajich oblasti
mozného vyskytu opilce (mé tvar na koso postaveného ¢tverce) jsou kombinaéni

6.

Cisla uvniti ¢tverce jsou pak soudiny dvou kombinaénich &sel na okraji
¢tverce. Opilec se zpét nad kandl nemiZe vratit po lichém pocétu krokd, pro
liché k je tedy pravdépodobnost, ze se ocitne zpatky nad kandlem, rovna nule.
Pro sudé k = 2n je pocet vSech moznosti, jak se dostat zpét nad kanal, roven

2n\ (2n\ _ (2n 2
n)\n) \n)’
Pocet viech moznych cest opilce (na libovolné pole $achovnice) je 4%, Prav-

dépodobnost toho, Ze se opilec ocitne po sudém poctu krokld k = 2n zpatky
nad kandlem, je rovna podilu téchto dvou ¢isel:

o) = La)

Vypocéty podle vySe uvedeného vzorce jsem také zpracoval formou skripti.
Program pocita tabulky poctl moznosti a pravdépodobnosti pro jednotlivé
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pocty krokd. Pro zajimavost uvedu, jak klesd pravdépodobnost navratu zpét
nad kandl pro pocet krokt 2, 4, 6 a 8:

p(2) =0,250;  p(4) =0,141;
p(6) =0,098;  p(8) =0,075.

Vice vypocétenych hodnot naleznete na jiz dfive uvedenych strankach.

Pozn. red.: Mgr™ Eva Cernohorskd vypracovala vysoce sofistikovanou a
misty velmi obtizné pochopitelnou teorii na vypocet obou zadanych tloh.

Opilec v zajeti matematiky
Mgr™ Eva Cernohorskd

Pokud bych vzala vrtulnik a vyletéla pfimo nad opilce, ktery pravé vylezl z ka-
nélu, sledovala, jaké déla kroky, a zapisovala si to, dostanu posloupnost kroki,
kde si ozna¢im P pocet krokt doprava, L pocet kroki doleva, T' pocet kroki
doptedu a Z pocet krokd dozadu. Délka této posloupnosti bude rovna poctu
krokii.

Opilec se ocitne nad kanédlem pravé tehdy, kdyz P =L =a a T = Z = b,
coz odpovida poétu kroki k = 2a + 2b = 2(a + b). Odtud je vidét, Ze opilec
miize spadnout do kandlu jen pro sudy pocet krokti. Pokud vezmu uréita a, b,
je polet permutaci posloupnosti, a tedy i po¢et moznosti, jak mohl opilec délat
za sebou kroky,

k! k!
PILITIZ!  (a))? (b))

Ovsem konkrétni sudé k£ mizu vyjadiit jako 2a + 2b vice zpusoby. Pokud a
zvolim od 0 do k/2, mizu dopocitat b = k/2 — a, tedy vSech dvojic a, b a jim
odpovidajicich posloupnosti a jejich permutaci je

k/2

> i
2 2
a=o (@) ((k/2 —a))
Vsech moznosti, jak mohl opilec kradet, je 4* (v kazdém kroku se rozhodo-
val, jakym ze Ctyt smért se dd). Pravdépodobnost, Ze po k krocich spadne do

kanalu, tedy bude
k/2

4’“2 k/2 a)!)*

A nyni, jak to bude s tim domovem ... Nejmensi pocet kroki, kterym tam
muze dojit, je 30. Kratsimi cestami se tedy ani nebudu zaobirat. V naSem zapisu
cesty musi platit, Ze L = P a zéroveh T' = Z + 30 (domov je 30 krokd p¥imo
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pfed opilcem). Oznadime-lisi Z =n,pak T=n+30a P =L = Mf_zn, pak
existuje
n—o n!(30+n)! ((W)D

moznych posloupnosti a jejich permutaci.

Pozn. red.: V nésledujici ¢4sti feSeni udélala Mgr* Eva Cernohorskd chybu.
My jej presto otiskneme v piivodnim znéni. Vy tim padem mate jedinec¢nou
Sanci ziskat bonusové body za nalezeni chyby a opravu vzorci!

KdyZ dojde opilec po k krocich domi, uz nés dalsi kroky nezajimaji (bude
chodit po byté), a tedy je mtizeme zvolit 4'9°~* zpisoby. Ale co kdyZ se uz
nékdy pred k-tym krokem do bytu dostal? Musim odedcist posloupnosti, které
maji tyto vlastnosti: v prvni ¢asti opilec dorazil k domu a v té druhé casti
chodil dokola tak, Ze nakonec po k krocich skonéil opét u dvefi. Jak spocitat
pocet moznosti, ze se opilec dostane ke dvefim, uz zndme. To, Ze se potom
dostal po ¢ase znovu ke dvefim do domu, je vlastné stejnd tloha, jako urcéeni
pravdépodobnosti, Ze opilec spadne do kandlu (vrati se na misto, odkud vySel).
Pro zvolené k je po¢et moznosti, jak se mohl opilec dostat pfed dim

2

(k—30)/2 il k—30 q/2
T;J n!(30 + n)! ((223=22))) qZZ ; i)? q/2 Dy’
gsudé

a do stovky krokd potom chodi libovolné. Takze to celé vyndsobime 4100—F,
Za k volim sudi ¢isla od 30 do 100, a tedy moznosti, Ze se béhem sta krokt
dostane domi, je

100 [ (k—30)/2 il k—30 q/2
. 4100-n
2
k:z30 nz:% "!(304'")!((’930% § 122 Z' Q/2_Z))
ksudé gsudé

Pravdépodobnost, Ze se béhem 100 krokd dostane domf, ziskdm vydélenim
celkovym poétem moznych posloupnosti krokt (tj. 4190):

100 [ (k—30)/2 k—30 q/2

k!

p= |4

D ReTI(===n P M
ksudé qsudé

Ackoli se pocitani moznosti navratu nad kanal u obou autort podstatné
lisi, oba vzorce davaji tytéz vysledky, coz jsem osobné piekontroloval pomoci
Maplu. V piipadé pravdépodobnosti nalezeni domova vzorec Mgr™ Evy Cer-
nohorské dava spravnou pravdépodobnost, Ze opilec narazi na dvefe domova
b&hem 30 krokti: 1/4%° ~ 0,9-1078, pro vét&{ pocet kroki se za¢ina projevovat
chyba v odvozeni.
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Ti z vas, ktefi se nechcete zaobirat opravovanim chyby nebo vymyslenim
vzorce pro pravdépodobnost Stastného navratu domi, miZete zjistovat, jak se
meéni s poc¢tem krokd polomér kruznice, uvnitt které se bude opilec nachazet
s pravdépodobnosti !/,. Prozradim vam, Ze odsud je uz jen kousek k pocitani
zpusobu $ifeni zapachu ve vzduchu nebo pohybu zrnka pylu pfi tzv. Brownoveé
pohybu. Tak at se vam daii.

Charlie

Reseni Gloh

Uloha 2.1 — Rain Man (5b)

Zadani:
Raymond Babbitt z filmu Rain Man (bldzen, ktery byl nap¥iklad schopny okamZité spoéitat 250
pdrdtek leZicich na stole) vstoupil do vjtahu.

Po tom, co se zaviely dvete a vytah se rozjel, zacal pocitat: ,8, 9, 5,8, 7, 6, 7, 7, 4, 8, 6,
7, 8, 6,5, 4,5, 5, 2% Co se stalo potom?

Reseni:

Raymondovi Babbittovi sa otvorili dvere na prizem{ a vystapil. Niz§ie poschodie
vytah uz nemal. Cisla, ktoré hovoril, boli po¢ty ¢arok na digitdlnom displeji
znazoriujucim ¢islo poschodia.

Uloha chcela, aby ste nad fiou troku porozmyslali. Zamysleli sa a vcitili sa
do koZe Rain Mana. VZit sa do tlohy detektiva — rieSenie bolo tak prosté, mily
Watsone, Ze i§lo zaslat aj ako SMS. :-)

Vicsina z vés prisla na to, ze po desiatich ¢islach sa opakuji rozdiely medzi
dvoma po sebe nasledujicimi ¢islami, nikto sa vSak nepozastavil nad tym, preco
je to prave 10 a nie iné ¢islo.

Vela z vés pisalo o tom, Ze Rain Man skondil poéitanie, ked dosiel k nule,
resp. prvému zapornému ¢islu. Nikto v8ak nezddvodnil preco.

Bzuco

Uloha 2.2 — Nepozorny fidi¢ (4b)

Zadani:

V limuziné stoji na rovném stolku prdazdnd sklenicka. Sklenicka je vdlcového tvaru, md primeér

8,0cm a vysku 14,5 cm. Tloustka stén je 2mm. Je vyrobena ze skla o hustoté 2700 kg/m?3.
Ridi¢ bez varovdni prudce zabrzdi a sklenicka na stolku se pievrhne. Co miZe fyzik sedici

v limuzin€ na zdkladé této prihody prohldsit o stolku a o sklenicce?

Reseni:

Nejprve se zamysleme, co vlastné miize zminény fyzik zjistovat. Rozméry skle-
a nudné jizdy uZz urdité spocital. Ted ale Fidi¢ seslapl brzdovy pedal a sklenicka
se dala do pohybu. Cely experiment byl pozorovan ve vztazné soustavé spojené
s limuzinou. V této soustavé jej také budeme popisovat, takze ke skute¢nym
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silam je tfeba pridat jesté silu setrvacénou. Sklenicka je valcovéa, proto veskeré
pusobici sily budeme zkoumat v roviné dané osou sklenic¢ky a smérem brzdného

zrychleni (viz obrazek r2.1).

Konkrétni ptisobici sily jsou nasledujici: tihova
sila Fg, setrvacnd sila F;, reakce podlozky F,, a
tfeni mezi skleni¢kou a stolkem Fy. K pfevraceni
sklenicky samotnd setrvacéné sila nestacéi, protoze
nek. Prevriceni sklenic¢ky zptsobila sila F;. Bu-
deme tedy pfedpokladat, ze na zakladé této uda-
losti 1ze néco prohlasit o tieni mezi sklenickou a
stolkem.

Pro pfesny rozbor problému je tfeba uvazovat
sily F,, a F; jako vazbové?, a nelze tedy tvrdit, Ze
|F.2| = |Fg| apod. Zminéné tvrzeni (a dalsi jemu
podobnd) plati pouze ve statickém p¥ipadé, kdy

v

v

Obr. r2.1

buje se zrychlenim a ziskat z pohybovych rovnic, které situaci popisuji, néjakou
podminku pro soucinitel smykového tieni neni viibec jednoduché.
Na tlohu se ale d& divat i jinak. Pomérné jednoduSe dokdZzeme spocitat

v vy

dva opac¢né orientované momenty M,, = rF,, a My = hyF;, kde r je polomér
sklenicky a hy vySka tézisté. Pokud plati M, > M;, skleniCka se zjevné nikam
nepieklapi. V nasem pripadé se ale preklopila, takze musi platit

Mvz<Mt7 Tsz<ht-E:-

(r2.1)

Déle zname vztah mezi velikosti tieci a normalové sily:

F < fF,.

Ze vztaht (r2.1) a (r2.2) plyne:
r b
ht sz

<7

(r2.2)

(r2.3)

Ted zbyva uréit vysku tézisté. Sklenicka se sklada ze stén ve tvaru dutého

v

Vi=m(r*=(r—d)?’)h=n2rd—d)h, (r2.4)

kde h je vyska sklenicky a d $itka stén. Dno mé objem

Vs = md(r — d)?

(r2.5)

4 Tedy snazici se udrzet bod, ktery se dotyka stolu, na stejném misté.
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vvvvvvvv

h d
i (hon)=v (-1,

py — Vit Vod

AR (r2.6)

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ze zadani vychazi
ht = 6,44 cm.

Dosadime-li tuto hodnotu do vztahu (r2.3), vychazi, Ze fyzik v limuziné mohl
prohlésit, ze soucinitel smykového tieni mezi stolkem a sklenickou je urcité vétsi
nez 0,62.

Pozn.: Pfi provedeni detailniho rozboru celého pohybu by asi bylo mozné
vyvodit i jiné zavéry, ale rozhodné nebudou v rozporu s tim, ze f > 0,62. Pri
men$im f se sklenic¢ka prosté nemiize pieklopit.

Marble

Uloha 2.3 — Kdva versus &aj (3b)

Zadani:
M¢éjme $Sdlek kdvy a Sdlek ¢aje. Nabereme jednu IZicku Caje a vylijeme ji do kdvy. Potom Sdlek
s kdvou zamichdme. Ndsledné vezmeme tu samou (Zicku, nabereme smés kdvy a trosky caje a
pielijeme ji zpét do caje.

Zanedbejte pFipadné ztrdty tekutin zpisobené napf. vypatovdnim, vylitim apod. a urcete,
jestli se bude nachdzet vice caje v kdvé nebo naopak.

Reseni:

Nejprve problém vyfeSime tim, Ze zkusime vyjadfovat poméry kivy a caje
v Salcich béhem procesu prelévani. Budeme piedpokladat, Zze oba $alky maji
stejny objem.

Abychom mohli problém piehledné popsat, zavedeme si nékolik oznaceni.
Objem jedné lzicky ozna¢me a, objem jednoho 8alku, pokud z néj ubereme
jednu 1zi¢ku, ozna¢me b — tedy objem celého §alku je (a + b). Kdvu budeme
oznadovat pismenkem K, ¢aj C.

Na zacatku, nez za¢neme nipoje michat, je napf. v levém §alku I Cista
kava a v pravém 8alku P Cisty ¢aj. V naSem znaceni:

levy 8alek €1: (b+a)K, pravy Salek Tp: (b+ a)C.
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Ted nabereme z pravého §ilku 1Zicku Caje a vlijeme ji do levého. Jak po
tomto kroku vypadé situace?

levy Salek «: (b+ a)K + aC, pravy Salek &: bC.

V pravém $alku mame poidd Cisty ¢aj, ale v levém se ndm utvofila smés
Caje a kavy, jeji sloZeni ozna¢ime X. M4 toto sloZeni:

b+a a
= K
b+ 2a +b+2a

V levém §ilku ted mame mnozstvi (b + 2a) latky X.
levy 8alek «1: (b+ 2a)X, pravy Salek Cp: bC.

V dalsim kroku nabereme z levého §alku 1zicku smési X a vlijeme ji do
pravého §alku.

levy 8alek €1: (b+ a)X, pravy Salek Tp: bC + aX.

Jaké je tedy slozZeni tekutiny v levém §alku?

C.

b+a a C>:(b+a)2K a(b+ a)

(b+a)(b+2aK+b+2a b+ 2a b+ 2a

Pomér ¢aje ku kavé v levém salku je tedy:

alb+a)/(b+2a) a
(b+a)? (b+2a) a+b’

Ted se podivame do pravého $alku:

B (b+a)K a(b + a) a? B
bC+aX_bC+a( b+ 2a b+2a brza E T\ 552.)¢ 7
_a(b+a) b% + 2ab + a? (b+a) (a+ b)?

" b+2a K+ b+ 2a ¢= b+2a b+ 2a

Pomér kavy ku ¢aji v pravém 8alku je tedy:

alb+a)/(b+2a) ab+a) a
(a+b)%(b+2a) (a+b)?2 a+bd’

Zjistili jsme, Ze pomér ¢aje ku kavé v levém §alku €1 je stejny jako pomér
kévy ku €aji v pravém salku Cp. V kavé je tedy stejné Caje, jako je kdvy v ¢aji.

Ke stejnému vysledku miZzeme dojit jesté jednodussi tvahou. Opét mame
v levém $alku kdvu, v pravém ¢aj. Nebudeme ted sledovat pielévani po jed-
notlivych krocich, podivime se pouze na stav na zacatku a na konci procesu.
Protoze z kazdého §alku jsme jednu 1zicku tekutiny ubrali a jednu jsme tam
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pridali, je jasné, ze celkovy objem tekutin v levém 8$alku se nezmeénil, stejné
tak v pravém. Na konci celého procesu se podivame tieba do levého §alku. Je
tam kéva a néjaky objem (oznalime V) ¢aje. Kde se tam vzal ten ¢aj? Protoze
zaddny Caj nemtze nikde vzniknout ani zaniknout, musi tento objem V caje
nutné pochazet z pravého §alku. TakZze v pravém 8alku chybi pfesné objem V'
¢aje a misto néj je tam kava z levého 8alku. Proto je v kdvé stejné mnozstvi
Caje jako v ¢aji kdvy (mnozstvi V).

Tento postup lze pouzit, aniz bychom museli pfedpokladat, ze oba Salky
jsou stejné velké. Mzeme mit tieba levy Salek o objemu 3 1zi¢ky a pravy Salek
o objemu 50 1zi¢ek. I pak je spravné tvrzeni, ze v ¢aji je stejné kavy jako
kévy v ¢aji, coz je odpovéd na otdzku zadanou v tloze. (Vyrazem ,v éaji“
myslim ,v 8ilku, kde byl ptiivodné ¢aj“, podobné pro kidvu.) Samozifejmé to
pak neznamenad, ze pomér ¢aje ku kavé v jednom $alku bude stejny jako pomér
kévy ku ¢aji v druhém.

Poznamka: V feSeni Glohy jsme zanedbali ztraty tekutin béhem procesu.
Také jsme predpokladali, ze pokud smisime uréity objem ¢aje a urdity objem
kévy, vysledny objem bude piesné soucet ptivodnich objemd.

Lenka
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Vysledkova listina

Ulohy
Poradi |Jméno Y. |rl r2 r3 t1 t2 t3 t4 t5|>, >,
1. | Mgri™ Jan Musilek 31 4 1 9 31
2. | Mgr™ Eva Cernohorski 29 3 9 29
3. | Dr™ Jozef Cmar 514 0 1 8 15 26
4. | Dr™ Tereza KlimoSova 64 3 7 10 25
5-6. | Dr™ Jan Olsina 78 2 3 23
Mgr™ Peter Peresini 2313 1 3 7 23
7. | Mgr™ Petr Dostal 20 20
8-9. | Mgr™ Stépénka Mohylovs, 22 3 3 18
Bce™ Lubo§ Ptacek 18 | 3 3 6 18
10-12. | Bc™ Peter Greskovic 15 3 6 15
Be™ Zbynék Konelny 15 3 7 15
Be™ Petr Moravek 15 | 2 3 5 15
13. | Mgr™ Jana Babovéikova 48 14
14-15. | Doc™ Tom4s Stec 192 13
Mgr™ Tomés Gavencéiak 20 13
16-17. | Mgr™ Jindfich Soukup 22 2 3 4 9 12
BceM™ Miroslav Vetrik 12 12
18-20. | Dr™ Stanislav Basovnik 75 11
Be™ Monika Martiniskova 16 11
BceM™ Jifi Borkovec 1115 1 6 11
21-23. | Dr™ Lenka Studni¢né 80 10
BceM™ Jan Havlik 10 10
BceM™ FrantiSek Konopecky 10 5 3 10 10
24-26. | Mgr™ Vojtéch Kuban 34 1 6 9
Martin Konedny 911 1 3 6 9
Jaroslav Sedénka 9 9
27-32. | Prof"™ Martin Demin 242 8
Mgr™ Karla Prochézkova 34 1 3 8
Tereza Hlavicova 3 5 8
Jifi Milic¢ka 8
Marek Scholz 8 8
Adam Sugl 8
33-36. | Mgr™ Lubog Uli¢ny 24 7
Martin Hole¢ek 7
Tom4s Javirek 7
Zuzana Safernova 4 3 T T
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Ulohy

Poradi |Jméno 1 |rl r2 r3 t1 t2 t3 t4 t5|) >,
37-40. | Mgr™ Michal Ruazek 49 6
BceM™ Jan Rieger 18 6

Jana Przeczkova 6 3 3 6
Antonin Spagek 6 3 3 6

41-42. | Dr'™ Michal Demin 58 5
Mgr™ Helena Kubétova 48 5

43-44. | Pavel Prochizka 4 4
Martin Suchan 4 1 3 4 4

45-47. | Michal Matych 3 3
Hana Suchomelovi 3 3
Piemysl Sramek 3 3

48-51. | Bc™ Petra Malé 17 2
Milan Dvotak 2 2

Jan Sécha 2 2

Ondfej Tkac¢ 212 0 2 2

52-53. | Pavla Grubhofferova 6 0 0 1
Jifi Krejéi 1 1

Sloupelek > _, je soucet vSech bodi ziskanych v naSem seminéii, ), je soucet
bodi v aktudlni sérii a ) ; soudet viech bodi v tomto ro¢niku (tedy pro feSeni prvni
série musi byt o =>";).

Tituly uvedené v piedchozim textu slouzi pouze pro Géely M&M.

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3
121 16 Praha 2

Telefon: +420 221 911 235

E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastieSen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stiedoceské
pobocky Jednoty ¢eskych matematika a fyzika.
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