M&M, studentsky asopis pro badani v oblasti matematiky a fyziky Roénik V Cislo 5

M&M Cislo5 ro&nik V

Ahojte Fegitelé,

Koneéné s k vam dostavé se zpoZdénim posledni &islo lofiského roéniku ¢asopisu M&M. Obsahuje
kromé fefeni zadanych tloh také finalni vysledkovou listinu letogniho jubilejniho roéniku. Doufime,
v . L LT .. Gy TR ;
%e jste se svymi vysledky spokojeni a %e nam projevite svou pfizefi svymi hodnotnymi p¥ispévky i
v dalgich ro¢nicich. Vase redakce

Téma 8 — Teorie Cisel
Doc. Michal Tarana: Ciselné rozklady

Autor ve svém kratkém pifspévku tvrdi (a jednodude to i dokézal), Ze pro partitni funkci p(n)
plati:
YneR:pn)>n

M4 nékdo lepsi odhad?

Doc. Michal Tarana: Problém déliteld

Nejprve zkoumejme funkei d(n). Necht je ddno n € R a jeho rozklad v soudin prvoéiniteld je
n=p ot p
kde ay, a9, ..., 05 € V.

Potom
dn)y=(a1+1)-(az+1)-...- (ax + 1),

nebot v kazdém déliteli &isla n miiZze mit p; celkem 0 aZ a; vyskytt a prvky vybirame nezivisle na
sobé.
Diisledkem ptedchoziho pozorovani je:

¢ nprvoéislo = d(n)=2,

en=a-b abprvolisla = d(n)=4,

eneR,nelk = oajesudéVi = d(n)jeliché,

eneR,/n¢gR = d(n)jesudé

Matous
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Uloha 12 — Trpaslici

Uloha byla bohuzel zad4na tak, %e umo#iiovala snadné fefeni pomoci poéitade nebo programovatelné
kalkulacky (takto smyslejici lidé byli pak hodnoceni pfedeviim podle toho, jestli u Fefeni uvedli
piisluiny program). Nebyl by oviem problém v zadéni pfidat néjakou vysokou mocninu, na kterou
by uZ pocital nestacil. Pak by jednim z moZnych fefeni bylo naseldujici.

Méme vlastné posloupnost a,,, rekurentné zadanou vztahy

Ant1 = 4p + P
b3

(l():]..

Ted umocnime rekurentni formuli na druhou, ém?% dostaneme

1
2 2
an+1 _an+a7+2 (1)

n

Seétenim rovnic (1) pron od 0 do 99 dostaneme (vétSina ¢lend na pravé a na levé strané se navzajem
vyrusi)
99

1
2 _ 2
aloo—a0+2-100+20£>200, (2)
odkud okam?Zité plyne
dip0 > 14.
Spravné odpovéd tedy je: trpaslici dostanou &islo vétsl neZ 14. Tomas
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Uloha 13 — Ziarovka

RieSenie: Tak toto bol opit jeden z tych tazgich prikladov. Jeho riefenie urobim exaktne, ako aj
numerickou simulaciou.

Teoretické rieSenie

o

i i)

Budem predpokladat, Ze %iarovka sa ochladzuje iba Ziarenim, a zanedbam ohrievanie plynu v Zia-

R

¢4..-.. ..---. .‘_.... .

rovke. Inak, toto ohrievanie je dost zaujimavé, plyn okolo vlikna sa prudko zohrieva a vplyvom
Archimedovho zdkona stiipa nahor. Skiste si zaZat na par minat Ziarovku a potom rukou porov-
najte teploty na vrchole %iarovky a pri jej koreni. Staél niekoko sekiind a tepelny rozdiel je zretelny.
Ohrievanie podporuje najmi tvar vlakna, ktoré nie je rovné, ale ako sami viete skriitené, a najmi
bifibrélne. St to vlastne dve vlakna z technickych dévodov obtodené okolo seba.

Vlakno Ziarovky vyzera ako cievka, pozrime sa teda najprv, akd ma asi indukénost v porovnani s
odporom.

Aproximujme vlikno dlhou cievkou. Pre jej indukénost plati: L = % Hladdme indukénost
radovo, takZe takiito aproximdaciu si mbzeme dovolit.

Teraz niedo k parametrom vlakna, ktoré som skiimal ja:

d=0.18mm,
D =0.7mm,
L =28 mm,

I~ 25d =0.45mm.

Upravujme edte vztah pre indukénost tak, aby sme tam mali iba zndme hodnoty:

L muoN2D? mu,D?L r
N=—-=1L= = =7-107".
l 4L 412 7-10

Odtial pre induktanciu Xy = wL =2-107*Q.
Odpor vlékna si vyjadrime zo vzorca P = & = R = &2 = 6500 pre 75-wattovi Siarovku.

Vidime, %e odpor Ziarovky je ovela vi#i ako induktancia, a teda induktanciu moZno zanedbat.
NieZeby som to musel poditat, ale len tak ju zanedbat bez vypoétu sa nerobi. Proste ked robime
zanedbanie, treba sa uistit, Ze je moZné dany efekt zanedbat. A teraz hor sa do vypoctov.

-3
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Predpokladajme, Ze teplo, ktoré sa uvolni na vldkne ako na odpore sa spotrebuje jednak na zvy$enie
teploty vldkna, a jednak sa vyZiari ako svetlo a IR Ziarenie. Zrejme bude amplitida teplotnych
vykyvov mald oproti samotnej teplote, a tak povaZujme vietky materidlové konstanty vlakna za
naozaj konstanty. Je zndme, %e tieto ,skorokonftanty“ (p merny odpor, ¢ tepelnd kapacita,...)
zavisia od teploty. Pozrite sa napr. v nejakych lepsich tabukach, ako zavisi napr. hustota alebo
tepelna kapacita vody od teploty. Tieto zavislosti mézete najst napr. vo Valouchovych Matematicko-
fyzikalnych tabulkich.

Predpokladajme, Ze priid sa ndm meni s asom periodicky, %e plati:
I=1I-coswt. (1)
Pre Jouleovo teplo plati:
2
dQ; = RI*dt = fdt = Pdt. (2)
Ako som uZ napisal, toto teplo sa spotrebuje na ohrev vlikna a Cast sa vyZiari.

dT
_ 4
P =ScT*+ mc—dt . (3)

Teda ak skombinujeme rovnice (1), (2) a (3), dostavame:

dT
RIZcos’ wt = SgT* + me g (4)
Teraz treba dosadit do tejto rovnice vSetko, ¢o pozname. Zrejme R = U% = a'%.

Plocha S sa rovna S = ";i?, treba nam spoditat dizku roztiahnutého vlikna. Ak je polomer ¥piraly

D, a vzdialenost dvoch vlikien od seba I, tak diZka jedného ,zévitu® je a = /(7 D)2 + 2. Ked¥e

cel Spirala je dlhd L, tak m4d N = % zévitov, a celkové dlzka vldkna je:

2 2
A:Na:Li\/(”D)‘H_

, )
No a teraz to opit treba skombinovat. Treba dosadit plochu S a dlzku A do odporu R, a vietko do
rovnice (4).

A4L+/(xD)* + 1212 s, mdy/(nD)? 4P T nd? L/(aD)* + l2H T
P gy oS wi= i Aty i &
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Tato rovnica po zjednoduseni vyzera nasledovne:

nd* _ dT
—I 2 t = ndeT* —H — 6
—zho cos® wt = ndaT* + LTE (6)
kde H je hustota volframu, z ktorého sa Ziarovky vyrabaji. Tak toto je komplikovany vzorec, radsej
zostaneme tam, kde si nevyjadrujeme tepelnt kapacitu vlakna, povrch ani merny odpor.

Rovnica (4) je diferencidlna rovnica, k rieSeniu ktorej sa dostaneme. Najprv si ale spoditajme prie-
mern( teplotu volfrdmového vldkna. Na to treba spoéitat stredntt hodnotu vyrazu cos?wt. V sku-
tocnosti je to pomerne jednoduché. Teda ako pre koho.

—_— 2 cos® wt dt 2™ (1 4 cos 2wt)dt
cos?wt = - = AT —
o 2n o 4m

Q¢ T cos2wtdt 1 sin2wt]®™ 1
= —+ — =+ =.
o 4m o 4n ) 8w |, 2

Teraz si mé%eme zo vztahu (6) vyjadrit priemerni teplotu vldkna. Predpokladajme, %e neexistuji
¥iadne vykyvy teploty, takZe &len, ktory zapoditava kapacitu polozme rovny nule. Ked naviac do-
sadime priemernt hodnotu cos? wt, dostavame

212 UL

m2d¢  RondL+/(xD)? + I2

Polozmesi T = To+AT, a teda T* = T +4T3AT+6TZAT?*+4ToAT3+ AT*. Ak predpokladdme, Ze
To > AT, tak &leny AT? a vy&ich rddov moZno zanedbat, a mdZeme pisat: T* = Tt +4TSAT.

Ty = = T =2000K. (7)

Rovnica (6) potom vyzera nasledovne:

& dAT
?12 cos® wf = 71'da'T4 + 47rda'T3AT + 71-fH T

Po dosadeni do tejto rovnice z (7) a vztah pre dvojnisobny uhol, a pokritime, ¢o sa da, dosta-
vame:

%Ig cos 2wt = dnda T AT + d —He dﬁTT (8)

Skiiste si to upravovat a uvidite %e to tak je. P. Sande aj Mgr. J. Chaloupka tvrdili, e sa takito
diferencialna rovnica riei Runge-Kuttovou metddou. Neviem, ako sa m6j postup vola, mozno je to
ten isty.!
Mame teda rovnicu

dAT

T{—B AT = Fcos 2wt. (10)

Pozn. redakce. Runge-Kuttove metoda je velice dobfe propracovana metoda k numerickému feseni
soustav diferencialnich rovnic.

5
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RieSenim prislugnej diferencidlnej rovnice je exponenciéla, ktord sa rychlo utlmi, takZe staéi najst
partikulérne riefenie rovnice s pravou stranou.? To haddm v tvare: AT = ATjyax - cos(2wt + ).

Dosadenim do (10) dostévame:

2wAT\vax - (sin 2wt - cos + cos2wt - sinp) — Bt 4+ F(cos 2wt - cosp — sin2wt - singp) = 0.

Porovnanim koeficientov u sin 2wt a cos 2wt dostavame:

ATyax(—2cosp — Bsing) =0,
ATyax(—2sing + Bcosp) = F.

Z prvej rovnice dostavame:

; 2w  —wled
MPTTE T T8t

Umocnenim oboch rovnic na druhii a sé¢itanim dostdvame:

F 8a 1}

ATyax = _ _
YT Ve B 23/ (2wHed)? + (160T3)2

(11)

Vidime, Ze s rasticou frekvenciou amplitida teploty klesi. Vysledok (15) sa d4 dalej zjednodusit.
Ak je frekvencia dostatone vysokd (pre nizke frekvencie aj tak nemoZno pouZif uvedeny postup),

tak zanedbime pod odmocninou zvygkovy ¢len a dostivame:

4012 U2

ATyax = = .
Max (rd?)?*wHe 20LwHe(n?2D? 4 12)

Toto moZno povaZovat za findlny vzorec amplitiady teploty. Skiisme teraz spoéitat jej velkost.

Polozme
p=5-10"2Qm,

¢=1507 kg™t - K
IO =19300kg - m™2.
Po dosadeni vychadza 400 K.

Pre miia je to trofku moc. Pozrime sa, kde je chyba. Pozrime sa na vzorec B = & = a'%.
dosadme doiiho.
U? Q
7= 65012,
A 4L D) + 12
AEDP +E 50

Pg=P &l

T4 exponenciala nam vlastne popisuje nébeh z izbovej teploty na teplotu vlakna. Ak by sme nechali
vldknom pretekat jednosmerny priad I - cos?wt, tak by bol vykon na vlidkne prave P a teplota by

bola konstantna, Ty, ku ktorej sa bliZi naga exponenciéla.

—6—
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Toto je dost velky rozdiel na to, aby sa dal zanedbat. Niedo je spbsobené zmenou tepelnej kapacity a
merného odporu, a niefo asi aj tym, Ze Ziarovka sice vyZaruje 75 W, ale prikon je vysSi. A odhadovat
Géinnost si netrifam. Podme preto edte raz riesit dlohu, ale do rovnice (9) dosadime iné velidiny,
namiesto merného odporu a rozmerov dosadime priamo 650€2.

2 2
UE cos 2wt + (% — Sa’Té) = 4Sa'T§'AT + mcdiT =
2 3
= v cos 2wt = 4507, AT + dA7T (16)
mcR me dt

Vyraz v zatvorke je rovny nule, pretoZe vietko teplo uvolnené na vlikne sa vyZiari ako Ziarenie.
V dlhsich ¢asovych gkalach moZno zanedbat efekt tepelnej kapacity vlakna. Teraz si vyjadrime

hmotnost:
P L/(rD)? + 12
m=HV = H% = 0.067g.

Podla priameho merania je hmotnost 0.029 g. To znamena, %e aj rozmery by potrebovali byt name-
rané trosku lepsie.

PouZime rovnaky postup ako predtym:

weHd
t = =12 = —85°
an @ 80T == 85°,
2
ATMAX =25K

Vidime, Ze vysledok je o rdd men$l. Skutolna amplitida sa podla mila bude pohybovat niekde
medzi. Zavisi to aj od parametrov Ziarovky.

Urobit solidnu analyzu, preco vygli dva tak rozdielne vysledky je nad moje sily, a presahovalo by
to aj ramec tohto riefenia.

Zaver. Vidime, %e teoreticky pristup ndm déva velmi odliné hodnoty, ak zoberieme rozne vstupné
parametre. Myslim, Ze som jednoznaéne ukizal, %e teplota vlikna sa s dasom meni, ale presné
uréenie velkosti tejto zmeny si vyZaduje precizne merania réznych hodndt. Mohol som napriklad
zmerat priamo odpor Ziarovky, ked svietila. Tym by som dostal presnej¥i vstupny odpor. Treba
ale jednoznalne poukazat na fakt, Ze merny odpor p silne zavisi od teploty. Ako som uZ uviedol,
vplyvov na vysledok je vela. Spravna hodnota by sa mala pohybovat okolo 2800° C. Vysledok bol
zrejme ovplyvneny nepresnym meranim rozmerov. Napriklad, [ =~ 2.5d ... ak by bolo [ = 3.5d,
potom vychédza spravny vysledok. ! som vzhadom na nemoZnost merania tejto vzdialenosti iba

odhadoval. Ak berieme za teplotu vldkna 3100K, a nie 2000 K, potom ATyax = 27K -g;gg% =
=40K.

Tento vysledok by som bral ako findlny, s kon$tatovanim, Ze chyby § ATy ax mdZu dosahovat vysoké
hodnoty, ale vypodet bol vzhladom na presnost meranych veliin iba orientany.

7
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Intenzita sa ndm meni priamo Gimerne s vykonom, a teda I ~& T%.

Potom
g _ Ima.x — Imin _ QImax — Imin _ QT:Iax - T:lin ~
I - I N Imax + Imin a Trlrllax + Trlrllin
T¢ + ATEAT + 6TEAT? 4 AT, AT® AT
o0 THORTH UL AL AR 82T — 10%.
Té + T8 T

Amplitida zmien intenzity je samozrejme polovi¢nd, teda 5%.

Vsimnite si, Ze prvy vyraz po dosadeni nedava spravny vysledok. V nafom pripade to v8ak nie je tym,
%eby vzorec bol chybny, ale tym, %e nepozname presne konstanty materialu a rozmery vlikna.

RieSenie numerickou integraciou

Aj ja som chcel riedit tento problém numerickou simuliciou. Do rovnice (16) som si dosadil &selné
parametre a skusil poditat v Pascale. Graf bol sice pekny, ale nevedel som ho uloZit. Tak som vzal
na pomoc Matematicu v blahej nadeji, Ze mi pomdZe. Ona sice dokaZe numericky riesit diferencidlne
rovnice, ale spadlo niedo v kerneli, a nedokéazala spoditat ani 1+1. Tak som to zabalil a dal prileZitost
prezentovat sa vam. Moja rovnica vyzerala nasledovne:

dAT
TE + 33AT = 17100 cos 314¢.

Ale teraz u¥ k va¥im rieSeniam. Numerickou metédou riesili tento problém dvaja: P. Sanda a Mgr.
J. Chaloupka. Obaja si podinali velmi dobre a dospeli k v podstate spravnym vysledkom.

- [
I i/ T04
SWm? 60{ %
- VWA -
i /VW\/\N\MNWW VWA sil #

204 H
2 £
s
10t
% 1 5

Graf zobrazuje ,rozbichanie“ sa teploty vlikna po tom, ako sme zapli spinaé. Je vidno zretelny
. v . o S L PR
nabeh na exponencialu, ktora sa blizi k asymptote, a vidime, %e zostava iba sinusova zloZka.

Napravo vidime, pre zmenu ako sa rozsvecuje Ziarovka s priemerom vldkna # = 1mm. Zvlnenie
krivky nie je vbbec viditené. Samotné rozsvietenie trva asi 3 sekundy. Pritom vysledné intenzita
zostava rovnaké, to je zrejme Pavlov zédmer.

8-
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Roénik V

Cislo 5

Na tomto obrazku detailne vidime, ako sa meni teplota s ¢asom. Je to zvid8ena ast predchadza-
jlceho obrazku. Z grafu mo#no odhadn(f zmeny intenzity na 4%. Rovnako som sa pokasal zmerat
fazovy posun, ten mi vychidzal 81-90%. Oba tieto vysledky pribliZne sedia s mojimi, teoreticky
odvodenymi. Je §koda, Z%e tieto vypodty neurobil sam Pavol, jeho vysledky by boli iste presnejsie.

| /\\ /\ /\\w \ J,/\\

Spiory pishe . 2 gk witomt

Zm‘u}g/r;g‘f -

Ty mine
-100 -

L TIT oIz, oI T

Ked sa zniZila tepelnd kapacita na 1/10, je viditene sa zvi&ila amplitida, intenzity, od 10 do
120 W - m~2. Sinusovka, ktord je vykreslena slabéie, je graf vykonu v zavislosti od ¢asu. Vidime, %e
fazovy posun je minimalny. Podla tedrie je priamo timerny tepelnej kapacite, a teda mal poklesniif na
priblizne 45°. Z grafu vychédza hodnota asi 25°, &o je menej ako teoreticky vypocitana hodnota.
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Tu vidime vysledky prace Mgr. J. Chaloupky. Podla neho amplitida svetelného toku dosahuje
7.5%. Amplitida teploty je vyS§ia ako by mala byt, dosahuje viac ako 1000° C, ak som si spravne
interpretoval jeho graf {iplne vlavo, pretoZe mu tam chybala mierka. Bzudo

Uloha 14 — Dréti

Predstavme si takiito situiciu. Zoberme dva dréty a ,nacpime® ich do seba tak, ako je to ukizané
na obrizku v zadani. Keby sa ndm to podarilo (nehovoriac o tom Ze to principidlne nejde), mali
by sme medzi drétmi oblast s dvojnasobnou hustotou, ktorou by nepretekal prid. Ono sa totiz
pritdy navzijom vyrudia, pretoZe telti opacne. Ked teraz vyberieme v mieste, kde netedie priid,
nasu fiktivnu latku, zrejme sa ni¢ nestane.

Najprv si zoberme pripad, ked méme jeden valcovy drdt s polomerom R, ktorym tedie prad I. Pre
tento tenky drédt plati, Ze magn. pole vo vzdialenosti r je dané vztahom:

fo I
B= i;. (1)

Nech mé vodi¢ polomer R, a preteka nim celkovy prid I. Zrejme cez kaZdi fubovolne mald plasku
kolmiti na smer priidu pretekéa rovnaky prid, ak tieto plégky st rovnaké. Zavedme vyraz j = é, kde
7 sa nazyva pridova hustota. Vezmime si teraz z celého vodida iba ¢ast, ktord ma tieZ tvar valca,
a je koncentricka. Prid pretekajici tymto valcom bude

7'1'7‘2

L=55=I
1=75 TRZ

(2)

Ak chceme zistit, ako zavisi magnetické pole od polomeru, dosadme (2) do (1), &éim dostdvame:

folr
B= "m0 (3)

Vidime, %e B nam zéavisi od vzdialenosti od osi priamo tmerne. Pri vypoéte B vo vodiéi sme na
niefo zabudli. Nazapoditali sme prispevok od zvygnej Casti vodia. Podla Maxwella plati pravidlo,
podla ktorého ked zoberieme plochu S, ktorou preteké prid I, tak vysledné magn. pole dané tymto
pridom je fIB' dl= pol, kde B nadm putuje po krivke, ktord tito plochu ohraniduje. Ked%e my

—10-
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sme uZ vietok prid ,spotrebovali“ na vypolet B podla (3), tak potom §, B.dl'= 0 viade. To znadi,
%e vonkajsie asti uZ neprispejit k magn. polu.

Magnetické pole v dutine bude dané stétom magnetickych poli oboch vodifov. Ak mame uréit B
ako funkciu #,y, musime ju nutne rozlo#it na zloZky. Ked%e B je kolmy na 7, tak potom pre zlozky
B,, B, plati:

5 Y Holy
B,=-BY—_
r onR?’
= z ol
B,=B-— = .
v r  2nR?
V kaZdom pripade budi zrejme ypsilonové zloZky y1,ys rovnaké, a preto |B',1| = |§,2| Tieto dva

vektory st ale opane orientované, pretoze podla Ampérovho zdkona plati

Lo [dATXF
B="I .
4dr f r3

i

Sami si to pomocou pravidla pravej ruky skiste na obrazku, Ze piSem pravdu. Toto pravidlo vycha-
dza prave z Ampérovho zékona. Teda

B, =0.
Tym istym pravidlom si mbZeme overit, Ze zlozky B'y sa s¢itajii. Ti, ktorym to nevychadza, moZno
robia chybu v tom, e priid tedie vo vodiéoch opadne.

Séitajme teda B'm , B'yz.

- - I I
B, + B, = 2,LL0Rz (21 + 22) = 72#0}22 {vzdialenost stredov) =
w w

Vidime, %e v dutine je magnetické pole homogénne, a ma iba ypsilonovi zlozku. Inak, ni¢ by sa
nestalo, ak by bola permeabilita ina ako po, ale muselo by platit, Ze permeabilita vodifov a dutiny
musia byt rovnaké. Vo vysledku by sa to prejavilo iba v tom, Ze namiesto po by sme viade dosadili
Q. Bzudo

11—
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Uloha 15 — Kulaty stil

Redeni nadi tlohy bude zahrnovat pouZit{ prostiedkd, které asi jeSté neznite. Budu se ale snait
vyloZit viechno tak, aby znalosti potfebné pro éteni t&chto fadkd nepfesahovaly uéivo stfedni gkoly
(rozhodné tim ale nemyslim, %e to bude ¢teni jednoduché).

Pro dané pevné misto u stolu oznacme 1 stav ,obsazeno“ (tj. nékdo na té #idli sedi) a 2 stav ,volno“.
Libovolné rozesazeni lidi kolem stolu pak miZeme popsat jako posloupnost jednidek a dvojek, délka
posloupnosti je n 4+ 1 (n je pofet #idli u stolu) a prvni a posledni &len jsou stejné (tim popieme
skutefnost, Ze stil je kulaty). Viechna moZna (i ta, kterd jsou podle zadani nepfipustna) obsazeni
stolu jsou pak reprezentovina viemi moZnymi posloupnostmi

PiP2 .- Putl, (1)
kde pi € {1,2}, p1 = pat1-

Vytvofme nyni soutin
Mp1pe Mpopy - - - Mpnpnirs (2)

kde mi1 =0 a mig = mg; = mgy = 1.

Vidime, %e pro piipustné obsazeni stolu, kde vedle sebe nemohou sedét dva lidé (nebot podle zadani
musi byt mezi kazdymi dvéma aspoil jedno misto volné), se v posloupnosti (1) nikde nevyskytuji
dv& jednitky po sobé, tedy soufin (2) je roven jedné. Naopak pro nepiipustné obsazeni stolu vedle
sebe nékde sedi dva lidé, tedy aspoti jeden €len v (2) je nulovy, tedy je i cely soudin (2) nulovy.

Tato symbolika nam diva moZnost vyjadfit poéet piipustnych obsazeni stolu jako soudet vyrazi
typu (2), kde se séita pfes vSechny posloupnosti typu (1).

Udélame ted malou odbo&ku, kterd ndm pomiZe vyjadfit poZadovanou sumu soudind (2)
jednoduse, pomoci matic. Matici nazyvame obdélnikovou tabulku éisel, fikame, Ze je typu
m X n, jestlize mé m ¥adkd a » sloupci. Cislo, nachazejici se v matici A v i-tém Fadku a
J-tém sloupci, znadime a;;. Symbolicky to zapisujeme A = (a;;). S&tani matic a nasobeni
konstantou definujeme nejjednodus¥im moznym zpisobem cA = (ca;), A + B = (ai; +
+b,;). SloZit&j¥ je ndsobeni matic: chceme-li ndsobit matice A a B (v tomto pofadi), musi
mit A stejné sloupcd, jako mé B fadkd. Je-li A typu m x p a B typu p x n, je jejich
souin C = AB typu m X n a definujeme ¢;; = Y 7_, @ubs;j, tedy vlastn& skaldrni soudin
i-tého fadku matice A a j-tého sloupce matice B. VEimnéte si jedné dileZité véci, totiz
Ze néasobeni matic nenf komutativni (obecné neplati AB = BA). Je ale asociativni, takZe

lze psat A(BC) = (AB)C = ABC.

Abyste vidéli viibec souvislost s nasi dlohou, sta¢i snad jen fict, Ze koeficienty m,; miZeme prehledné

zapsat do matice
A4 _ myi1 Mi2 _ 0 1 .
My May 11

—12-
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Ted jesté potiebujeme n&jak dostat ty soudiny prvkd my;. Z definice soudinu matic vidime, Ze ij-ty
prvek souéinu C' = AB dostaneme jako soufet ¢lent @by, a to pres vechny hodnoty indexu k.
Jinak feeno, séitame €leny ap, p,bp,p, pres vSechny posloupnosti indext pipsps s pevnymi konci
p1 = i, p3 = J. DokaZte si sami, Ze ij-ty prvek souinu n matic AB...Z je din soudtem {lentd
Ap, py Bpops Cpapy - - + Zpnpnyr » Kde se sCitd pies viechny mo#né posloupnosti pips ... pny1 8 pevnymi konci
PL =1, Pny1 = J.

Specidlné poditejme, jak vypada n-t4 mocnina nas$i matice M, tj. souéin M* =M -M -...- M, kde
M se opakuje n-krat. SeCteme-li vyrazy myp, p,Mp,p, « - . Mp,p,,, dies viechny posloupnosti p; ... pn41
s pevnymi konci p; = ¢, p,y1 = j, dostaneme ij—ty prvek matice M™. My ale chceme soucet pies
viechny posloupnosti, jejichZ konce jsou stejné (viz (1) a (2), vzpominéte?), navic nam je jedno,
jestli bude p; = 1 nebo p; = 2. Je uZ nasnadg, Ze hledany soulet ¢lent (2) dostaneme jako soudet
prvkd 11 a 22 matice M™ (n je podet Z%idli kolem stolu).

Dostali jsme se k vyrazu typu > ., ai, pro danou matici 4, n je zde f4d matice A. Tento
vyraz se nazyva stopa matice (znafi se Tr 4) a je velmi dileZity (i my jeho jednoduchost
a eleganci ocenime, i kdy% jen na velmi jednoduchém piikladg). Stopa matice ma mnohé
jednoduché vlastnosti, které dale vyuzijeme. Abychom mohli efektivné poéitat stopu libo-
volné mocniny néjaké matice (to je to, co chceme), musime zavést jesté jeden (snad jesté
dilezit&jsi) pojem, a to pojem vlastniho &sla a vektoru matice. Mame-li &vercovou matici
(tj. takovou, Ze ma stejné f4dkd jako sloupcil) typu n x n, miZeme ji zprava vyndsobit
matici typu n X 1, &im? dostaneme opét matici typu n x 1. Takovou ,sloupcovou® matici
nazyvame vektorem. Koneén& nenulovy vektor ¢’ nazveme vlastnim vektorem matice A4,
kdyZ existuje éislo A tak, Ze

A = A7, (3)
(islo A pak nazveme vlastnim &slem matice A.

Jak najit vlastni ¢isla dané matice? Omezime se jen na matice typu 2 x 2, na vhodném
misté pak upozornim, jak by se to dalo zobecnit. Rovnici (3) piepifeme do tvaru (A+
— M) = 0, kde J znaél jednotkovou matici (na diagonile ma jedni¢ky a vSude jinde
nuly, plati AJ = JA = A pro libovolnou &vercovou matici A). Pro zkraceni oznalme

Ay=A4-AJ,
A,\:(an—/\ a2 )
a2 azs — A
Pak méame rovnici 4,% = 0, neboli (ax)nivi1 + (@x)i2v21 = 0, (ax)21v11 + (ax)eaver =
= 0. Dokazte si, Ze této rovnici vyhovuje néjaky nenulovy vektor @, pravé kdy?z je splnéna
podminka

(ax)11(ar)2s — (@ )iz2(ar)z =0, (4)

coZ obecné napifeme jako det Ay = 0 a nazyvime to charakteristickou rovnici matice A.
Rovnici (4) rozepiSeme a dostaneme

P (@11 + az2)A + (@11a22 — a12a91) = 0. (5)
Obecné bychom dostali algebraickou rovnici ¥adu n (¥ad matice), odkud je vidét dileZity

poznatek: kaZd4 matice fddu n m4 aspoil jedno a nejvyse n vlastnich &sel (neboli vlastni
o Lo . . 1 .
Usla matice jsou kofeny jeji charakteristické rovnice).

13-
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Vyuzijeme-li faktu, Ze souet kofent kvadratické rovnice v normovaném tvaru je roven

minus koeficientu u prvni mocniny neznidmé, dostaneme ihned (podivejte se na (5)), Ze

soudet vlastnich &isel nasl matice ¥ddu 2 je roven stopé& této matice (tento veledileZity fakt
« . o o

opé&t plati obecnd, dokaZte si).

Ted u? mame piipraveno vie potiebné, abychom mohli dofegit nadi Glohu o kulatém stolu. Vime jiz,
%e pocet rozesazeni kolem tohoto stolu je roven stopé matice M™, dile vime, Ze stopa této matice
je rovna souctu jejich vlastnich &isel. Ale vlastni éisla matice M™ mitiZeme snadno najit, zname-li
vlastni disla matice M. Vzpomeiime si na definici vlastniho &isla: ma byt Mv = A¢ pro néaky
vektor #. Indukci snadno dokaZeme, %e pak plati téZ M™% = A*¥, tedy vlastni &isla matice M™ jsou

n-té mocniny vlastnich éisel matice M.

Zbyva u% to jen dopoéitat. Dosadime nadi konkrétni matici M do rovnice (5), ¢imZ dostaneme
kvadratickou rovnici A2 — A — 1 = 0 s kofeny
_1-+5

_1+\/5/\
T2 T T

At

Cislo (1 4 v/5)/2 se nazyvé zlaty fez a asto se znadi 7; viimnéte si, e Ay = —1/7.
Vysledek tedy zni: hledany pocet rozesazeni kolem stolu s n Zidlemi je

1

™+ )

Hezké, Ze?

Tolik mald exkurze do tajt linearni algebry. Pokud jste viemu v tomto textu neporozuméli, nebudte
smutni. Pdjdete-li studovat na MFF UK, dozvite se o viech téchto vécech (a spousté daldich) v
prvnim semestru. A pokud vis tento ¢lanek zaujal natolik, Ze byste se o t&ch zajimavych vécech
chtéli dovédét néco vic, miZeme se o tom pobavit na soustiedéni.

Neodpustim si jesté jednu poznidmku. MoZna jste si v8imli, Ze hledané polty rozesazeni jsou vlastné
Fibonacciho &isla. Nabizi se myslenka najit feSeni jednoduseji, a to pomoci rekurentni formule. To
se mi nepodafilo, 1 kdyZ neni vylouéeno, Ze to néjak rozumné jde. Zkuste nad tim popfemyglet, bylo
by to urdité zajimavé. V kazdém piipadé ale snad uznate, Ze kdyZ se z fedeni, které jsem vam zde
pfedvedl, vynechaji viechny vysvétlujici pasaze, tak zbude velice jednoduchd myslenka.

~14-
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Uloha 16 - Pravdépodobnost
Prof. Zdenék Dvofik:

Oznaéme

¢ »;; pravdépodobnost, Ze testované osoba je nakaZena a test je pozitivni,
® 2, pravdépodobnost, Ze testovand osoba je nakaZena a test je negativni,
® 201 pravdépodobnost, Ze testovani osoba neni nakaZena a test je pozitivni,

® 24 pravdépodobnost, Ze testovand osoba neni nakaZena a test je negativni.

Pak musi platit tyto rovnice:

Zoo + o1 + 210 + 211 = 1,

211 -|- Eip = 005,

_ T .99,
Z11 + 210
_ 0 _ 8.
Zoo + Zo1
Redenim této soustavy dostivime
9
= —— =10.0495
11 2000 ’
1
P00 = ———— = 00005,
2000
19
=_—=0.19
o= 100 ’
19
= — =0.76.
0= 95
Sance, %e jste nakazen virem HIV, je Iu’jrlm =0.207.

Robert Spalek: Obecné&j¥ fesent.

Podminénd pravdépodobnost je obvykle definovana vztahem P(A|B) = ﬂ},%l, neboli P(ANB) =

= P(B) - P(A|B). Druhy vzorec plati vidy, i pro nulové pravdépodobnosti.

Tento vzorec ale miZeme vyjadiit i v opaéném pofadi, tedy P(A N B) = P(A) - P(B|A). Pokud
porovname oba vzorce, dostaneme vztah

P(A)-P(B|4) = P(B) - P(A|B)
_ P(B)
P(B|4) = P(4) P(A|B).
V nafem piipadé stojime o vyjadieni
P(HT)
iy — . gt
PH"TY) = P P(TH|H").
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V tomto vztahu bohuZel nemdme vy&islen jmenovatel P(T"), tedy pravdépodobnost, %e test do-
padne pozitivng. Musime si pomoct dal§im vztahem. Vime, %e jevy H™ a H~ jsou doplitkové, jejich
sjednoceni tvofi pravdivy jev. TakZe miZeme rozepsat:

TH=T"NTrue=T"N(H"VUH )=
=(Tt*NnHYHYUTYNnH).

Vyraz obsahuje sjednoceni dvou vyludujicich se jevi, takze

P(TY)=P(T*NH")+P(T*NH),

P(TY)=P(THH") - P(H")+ P(T"|H")-P(H"),

P(TY) = P(THH") - P(HY) + (1— P(T"|H")) - (1 - P(H")),
P(T*) =0.99-0.05+ (1 — 0.8) - (1 — 0.05),

P(T+) = 0.2395.

Nyni snadno zjistime, s jakou pravdépodobnosti jsme nakaZeni:

16—

P(HY|T") =
P(H*|T*) = 0.207.

0.05
0.2395

-0.99,

Aja, Robert
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