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M&M  CGislo 3 roénik IV

Ahojte FeSitelé!

Prvn{ pozndmka se tyka soustFedéni. Jak jste si jisté viichni viimli, neuskutecnilo se. Bylo to kviili nezdjmu
fdastnikd. V daném terminu ndm doSlo asi 12 pfihla¥ek, dlooouho po terminu (a jsme na to upozorfiovali) asi dal3f
4 prihlagky. Celkem bylo potieba zaplnit chaloupku o kapacité asi 25 lidf. Snad se vés pFi§té p¥ihlasi vic a hlavné
difve.

Letn{ konferenci pldnujeme na podéatek prazdnin, protoZe v dobé& pfed prizdninami je neobydejné€ narvino

(olympiady, olympiddni soust¥edéni, soust¥fed&ni korespondendnich semina¥fi, maturity, zkougkové,...) UvaZujte uZ
nynf, zda byste se chtéli Gastnit. Konference prob&hne pravdépodobné v p¥{rodé na né&jaké lesni chatg.

V prvnf sérii jsme vyhlésili soutéZ o logo ¢asopisu. Bylo by tedy slu$né se o tom alespoii trochu zminit.
NejdiileZit&jsi nase vytka se tyka druhu dodanych obrazki. PonévadZ se jedna o jednuduché logo, které bude mozna
nékdy v budoucnosti zdobit zdhlavi éasopisu, mélo by se skladat v§hradné z nékolika jednoduchych k¥ivek. Naprosto
nepi{pustné jsou barevné obrazky, nepraktické jsou také stinované pfechody mezi ¢ernou a bilou. Logo by mélo byt
jednoduché a hezké, nehod{ se moc sloZité pfeplacané obrazky.

Jistd nejmenovana Feditelka ndm poslala mnoho navrhii na logo, které obsahovaly riizné zvi¥atka, mimo jiné
ptéky. Myslime si, e kdyZ mé semindf FKS v logu pterodaktyla, bylo by nemistné je napodobovat.

Viechna loga samoziejmé nebyla Spatné, ale jedté jsme si #4dné nevybrali. Pokud vas miiza je§té neopustila,
zkuste ndm poslat n&jaké dalif ndvrhy.

Jeliko? nékte¥i nejmenovani Feditelé (viak on bude véd&t kdo) piff &lanky tak, Ze to po nich pi nejlepdi vili
nenf nikdo schopen pfeéist, jsme nuceni napsat nékolik pokyni, které je tfeba dodr¥et, aby lidé, kte¥{ budou &éanek
&ist neutrpéli vadZnou dudevn{ Gjmu.

1. Je diileZité, aby jste pro kaZdé pouZité pismenko uvedli, jakd fyzikdinf velidina se za nim skryva. (pro
nékteré veli€iny se pou#iva vice oznadenf (napk. W, A pro praci), nékters pismenka naopak znamenaji vice
fyzikalnich veli€in (nap¥. ¢ mi%e znamenat jak &as, tak teplotu, krom toho &asto se pouZiva vice oznadeni
stejné veli€iny za riznych podminek: ¢4,15,...).

2. Zkontrolujte si, zda odkazy na rovnice, obrazky,. .. odkazuji tam, kam maji (je dost pracné toto dohled4vat).

3. Je-li vfznam n&jaké veli€iny jasny z obrazku, je stejn& dobré to vyslovn& uvést (napf. “Vyznam ¢, 9 viz
obr. 3”). Je pomé&rn& nepohodlné &st text a sledovat viechny obrazky — zv14§té, je-li jich hodn& —, jestli se
tam néhodou dané pfsmenko nevyskytuje.

4. Pokud moZno nepouZivat ve stejném textu jedno pismenko pro vice proménnych. Pokud upravujete né-
jaky velice sloZity vyraz, rovnéZ by se sluielo uvést alespoil nékteré mezitvary. Nestad{ uvést poznadmku:
“Jednoduchymi Gpravami dostaneme”, zvla3f pokud tyto dpravy viibec nejsou jednoduché.

Néjak se vam zalibily odpodinkové filohy — jak snadno zjistite nahlédnutim do vysledkové listiny. Jsme

samoz¥ejmé radi, %e se vam libi, ale uz méné se ndm lfbi, %e kvili nim zanedbivite mnohem zajimavé&jdf témata.
Proto bude od dalfho kola zvyien bodovy limit na pFspévky k tématim.

redaktofi casopisu
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Téma 1 — Neukoncend cisla

Be. Petr Zima: r-adické neukondend &sla

Problém neukondenych &isel (déle NC) jsem zobecnil do libovolné r-adické soustavy. Celou teorii buduji

od poditku véetné zaveden{ novych definic s¢itdni a nésobeni, které se ukizaly byti vhodné&jii; jsou samoziejmé
ekvivalentn{ s definic{ plivodni. N&které diikazy jsou uvedeny na konci textu, aby nerufily plynulost vykladu.

V &énku je pouito znadeni NC velkymi pismeny a celych &fsel pfsmeny malymi. Pro zkriceni mista jsou
na nékterych mistech vynechény kvantifikdtory (3, V). Ze stejngch divodi je zépis kongruenci zkracen z piivodniho
a=b (mod 10) na a =i b. Clanek je rozdélen do 5 Easti:

L. Z4kladn{ vlastnosti NC
II. Inverzni prvky vzhledem k nisobeni
III. Odmocniny
IV. Speciélni p¥ipad r = 10
V. Dikazy

Ciast 1. Zikladn{ vlastnosti NC

Definice 1. Neukondenym &islem rozuméjme posloupnost &sel z mnoZiny {0,1,...,7 — 1} pro pevné dané r. Zapi-
sujme A =...GpGn_1...0G20100.

Pro el zkouméani NC d4le zavedme pojem Z-&sl{ A, znadeno [4]z.

Definice 2. Z-&isli NC A = ...ap0,_1...a2010¢ je celé nezdporné &islo definované [Alz = f;ol ay - r*, neboli
&islo, jeho# r-adicky zépis se shoduje s prvnimi Z ciframi NC A.

Véta 1.1. Pro Z-&isli plati ndsledujici 2 tvrzeni:

(a) posloupnost {zz mod rZ}$_, tvo¥ Z-&sl n&jakého NC, pravé tehdy kdy? (VA < B € N)zg =,4 za. Toto
NC je posloupnost{ jednozna&ng uréeno.
(b) A=B < (VZ € N) [A]z =,z [B]z.

Dukaz. Je ziejmy z jednoznacnosti r-adického zdpisu.
Diky zavedenému pojmu Z-&sli mi%eme vytvofit relativné p¥irozené definice soudtu a soudinu.
Definice 3. S&tini a ndsobeni na mno#ing NC definujme:

A+ B: (VZ eN)[A+ B]z =,z ([4]z + [Blz)
A-B: (VZeN)[A-Blz =,z ([Az-[Blz)
PouZitim t&chto definic snadno dokd¥eme véty charakterizujic strukturn NC.

Véta 1.2. (a) NC tvofi komutativni okruh s jednotkovym prvkem. (b) specidlné pro r prvodislo je okruh r-adickych
NC také oborem integrity.

Dukaz. Cdst (a) viz. dodatek, pro ndzornost zde uvedme pouze ditkaz distributivity:
[A-(B+C)lg =z [A]y - [B+Cly Sz [A]g - (Bl + [Clg) ==
=, [Al, - [Bl, + (A, [C], Zys [A-Bl, +[4-Cly =5 [4-B+A-Cl,,

a podle V1.1(b) plati A- (B+ C) = A- B+ A-C q.e.d. Pro ditkaz &4sti (b) dokaZme nejprve ndsledujici Lemma 1.
Lemma 1. (VZ € N)7Z|[A], <= A=0.

r?|[A]; < [A]l; =,z 0 a podle V1.1(b) A =0. q.e.d.
Dukaz (b). Provedeme sporem. Predpoklidejme, %e (A, B #£0) A-B =0.

Potom podle Lemmatu 1 (jeliko? A4, B # 0) (3X,Y € N) X f[Alx& ¥ [[Bly, a tedy vzhledem k tomu,

%e r je prvodislo, musf platit #X Y f[A. B]xiv, co¥ je ve sporu s Lemma 1 a pfedpokladem A - B = 0. q.e.d.
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Nésleduje velmi diile#it4 véta prevad&jici r-adickd NC na K-tici NC o prvoéiselnch zékladech. V t&chto

zékladech lze po&itat vétSinu vypodtd velmi jednoduse. Tento pFevod je podobny pfevodu &sla z € {0,1,...,N —1}
na K-ticl &sel 2; € {0,1,...,a; — 1}, kde I, a; = N, kter§ znaji Feditelé lofiského roénfku jakoZto moduldrnf
aritmetiku.

P¥i tomto pFevodu musejf byt jednotlivd a; po dvou nesoudélné &sla a pak existuje vzdjemné jednoznaéné
zobrazen{ téchto dvou mno¥in na sebe. Toto zobrazen{ zachoviva aritmetiku, takZe nap¥. misto slozitého nésobeni
stadf pouze velks é&isla z,y pFevést na né€kolik mendich &isel x;, yi, kterd mezl sebou snadno znésobime na z;, jehoZ
opaénym pfevodem ziskdme vysledek Z.

Véta 1.3. Necht r = p{*p32...p%~ je kanonicky rozklad r. Potom okruh r-adickych neukondenych &isel (dile NC,)
je izomorfni s okruhem uspofddanych n-tic (Ap,, Ap,,..., Ay, ), kde (VK) Ay, je obor integrity NC,, . Tyto n-tice
se scitaji a ndsobi po sloZkich.

Dukaz. Provedeme jej nalezenim zobrazeni f(A,) = (4,,,
prvky okruhu n-tic.

Zobrazeni f definujme takto: [Ap,]z.ax = [Alz (mod pZ*¥) pro K € {1,2,...,n}. Podle V1.1(a) jsou
Ap, jednoznaéng definovina, takie f je zobrazeni. Na druhou stranu podle Cinské zbytkové vity m4 predchozf
soustava kongruenci pravé jedno Yefeni na soustavé zbytkl rZ, kieré dale spliiuje podminku V1.1.(a), takie A
je jednoznaéné definovino a tedy f je bijekce. Z definice souétu a soudinu je jiZz zFejmé, %e oboji se zobrazenim
zachovavé. q.e.d.

Apgy -y Ay, ), které jednotlivé prvky NC, prevede na

K tomuto vysoce matematickému teztu st dovolim pozndmku, kterd doufdm nebude zatemiujici. Tato véta
turdi, e mdm-li nap¥. NC vyjddiené v soustavé 10 (= 2-5), pak je to ekvivalentni, jako kdybych mél dvé NC - jedno
v soustavé 2 a druhé soustave 5. Pro kaidé A € NCyg najdu prdve jednu dvojici B € NCy, C € NCs a naopak pro
kaZdou dvojici B, C najdu prdvé jedno odpovidajici A. Toto zobrazeni z jedné mnoZiny na druhou navic zachovdvd
aritmetické operace. Zdvérem této dvahy je to, Ze napf. misto hleddni odmocniny v soustavé 10 se staci omezit na
hleddni odmocnin v soustavdch {2, 5}, které jiZ dovedeme provést (viz. ddle).

Posledn& dokézan4 véta ndm d4va jasnou ptedstavu o strktufe NC. Je to komutativn{ okruh, ktery je oborem
integrity, pravé kdy% r = p®, kde p je prvodislo (pak je opravdu soucin nenulovyjch &sel éislo nenulové). Déle snadno
najdeme netrivisln{ dé&litele nuly — jsou to n-tice, jejichZ alespoii jedna sloZka je nulova (vyndsobime-li ji po slozkdch
s jinou n-tict, kterd md nuly na opaéngch mistech, dostaneme nulovou n-tici, coZ. je podle Lemma I nula). Déle
zde mame jednoznaény postup pro Fefen{ rovnic — obvyklymi metodami rovnici vyfe§ime v oborech integrity NCPR
a libovoln4 kombinace Fedenf v NCPK bude Fefenim v NC,.

Cast 2. Inverzni prvky vzhledem k nasobeni

Problematika inverznich prvki byla ji% pro » = 10 uspokojivé vyfeiena a tak jen pro Gplnost uvadim
nésledujic analogické tvrzeni.

Véta 2.1. K danému NC A existuje A™' : AA™! = 1 <= (ao,7) = 1.

Déle uvedu vypofet a~! pro a € N, nebof publikované tvrzenf nenf sprévné. Kromé& toho toto tvrzeni plati
i pro obecné r # 10.

a—1

Véta 2.2. Necht je dino A=a € N a plati =0,b1b3...b,,. Pak A1 =b1by...5,, + 1.

Duikaz. Vezméme predpoklad a-0,b1b,...b,, = a—1. Vyndsobime-li tuto rovnici r™ a odecteme-li rovnici plivodni,
dostaneme a - b1by...b, = (a — 1)(r™ — 1). Pro jistotu zopakujme oznadeni [A]; =,z a a hlavné [b1bz .. .by]kn =psn
Zf;& 37 . b1by .. .b,,. Dosazenim do soudinu a - bybs .. .b,, dostaneme:
k-1
[A-bibz . bnylen =prn [Alkn - [bidz .- bpplkm Spin 6+ D 1" biby .. b, =
j=0
k-1
=(a biby...by) Y P =(a-1)(" - 1) ——— = (a- )" - 1) =pn 1 —a.
j=0

Pouzitim V1.1(b) dostavime, e A-biby...b,, = 1— A. Pak je zfejmé, Je A- (b1ba ... by, +1) = A b1y .. .by, + A=
1—-a+A=1. q.ed.
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Nynf jedté
proa=r+1=1
d=0,b1b3...bp, =

Analogicky diikazu V2.2 dostaneme [A-b1bz ... by, Jk.n =,xn —bg a tedy plati A-B = A-(b1bs...5,0,4+bg) =
—rbg + abg = (a — 7)bg. Aby bylo AB = AA~! =1, mus{ byt (a — r)bp = 1, coZ nastavd pro a = r + 1 = 11,. q.e.d.

=]

ka7, Ze tvrzeni Bc. Lubose Dostdla “Vypodet inverzniho ¢fsla pro &isla pFirozend” plati pouze
». Tvrzeni jsem pochopil (redakce taky) takto: A~' = B = bibs...bnbo,, kde by =, ag',

—_

afg

Cast 3. Odmocniny

V této ¢asti se omezim na hleddni odmocnin v oborech integrity NCP. Ziskané poznatky pak bude moZno
pomoc{ V1.3 aplikovat na libovolng okruh NC,. Nejprve zde ukazi dvé dile?ité vity o kvadratickfch kongruencich,
které pak poslou¥{ pro hled4n{ odmocnin v NC.

Kazdou vétu je nutno vyslovit a dokdzat ve dvou p¥ipadech — pro licha prvoéisla a pro prvoéislo 2. Je to
zplisobeno tim, Ze hleddme druhou odmocninu. Kdybychom vyZetfovali obecné n. odmocninu, museli bychom vySet¥it
zv1&5t p¥ipad p|n.

Véta 3.1. Necht p je liché prvodislo. Potom kongruence z? =pz 4, (¢,p) = 1, Z € N mé FeSeni, pravé kdyZ ma
Feseni kongruence z* =p a. Redeni jsou p¥ipadné dvé: ¢ a —z.

Véta 3.2. Kongruence z? =,z a,(a,2) = 1, Z € N, Z > 3 m4 Fefenl, pravé kdy# ma4 FeSeni kongruence z% =3 a, coi
nastivi privé pro a =g 1. ReSeni jsou pfipadné &ty¥i: 2,27~ + 2.

Diisledkem téchto tvrzen{ jsou nésledujic{ véty o odmocninéch:

Véta 3.3. Nechl p je liché prvodislo. Potom rovnice X? = A, (ap,p) =1 md v NCP fedeni, pravé kdyZ ma reSeni
kongruence z? =p ao- Reseni jsou pFipadné dvé: X a —X.

Diikaz. Redit rovnici X* = A znamend FeSit soustavu kongruenci (VZ € N)z% =,z [A]z. Podle V3.1 m4 ka#ds
7 téchto kongruenci 2 Feleni: zz a —zz, pravé kdy? m4 fedeni z? =, [A]. =, ao. Déle zfejmé plati: (VM < N €
N) z% =pn [Alw =pu [Alm, & 2n Fpv —2n, takie musi platit: 2y =pv L ur, tedy pfi vhodné volbé xny =pm zum
a podle V1.1(a) uréuji posloupnosti zz a —zz Z-&sli néakych NC, kters pak Fesi rovnici X? = A. q.e.d.

Véta 3.4. Rovnice X? = A, (a0,2) =1 md v NC, Fedeni, pravé kdy¥ m4 Fedeni kongruence z? =g [A]s, co¥ nastivd
pravé pro [A]s =s 1. ReSenf jsou pFipadné dvé: X a —X.

Dukaz. Resit krovnici X? = A znamend Fedit soustavu kongruenci (VZ € N)z% =,z [A]z. Omezme se na Z > 3.
Podle V3.2 mi ka#d4 z téchto kongruenci 4 FeSeni 27,21 + zz, privé kdy? mi Fedeni 22 =g [A], =s [A]s.
Dile plati: (VM < N € N) 2V Loy =,u tzy Z,m» Fan, takle zbytky £an,2V ! £ 2y mod 2M probihaji
Jjen dvé Feleni kongruence z%; =jm [A]p. Necht to jsou tzpr. Soustava mé tedy jen dvé FeSeni, pro kterd plati
(VM < N € N)zy =pm 2y, a tedy podle V1.1(a) uréuji ndjakd NC, kterd Fedi rovnici X2 = A. q.e.d.

Nyn{ snadno roZiifime i na ¢&fsla soudélné s ».

Véta 3.5. Nech A # 0. Potom A se d3 jednoznaéné zapsat ve tvaru A = B-pP, kde p = r je prvodislo a (bo, p) = 1.
Resenim rovnice X? = A jsou pravé viechna X =Y - p?, kde Y? = B a 2y = 8 (to piedpoklddd, Zc 2|8).

Dukaz. Prvni édst véty vyplyvd z Lemmatu dikazu V1.2(b) a druhd &dst je jejim trividinim ddsledkem.
Nyn{ miiZeme také dokazat nésledujic! tvrzeni o uspofadéini NCP, které je dal3f dileZitou vlastnosti NC:
Véta 3.6. NCP se nedaji uspofddat — NCP nejsou izomorfni s Zadnym podoborem integrity R.

Dukaz. Jeli p =2, pak podle V3.4 (3X) X? = —7. Je-li p liché, pak podle V3.3 (AX) X? = 1—p. V obou pFipadech
dostdvime spor s uspofddanim, nebot kaZdé uspofddini musi spliiovat (VX) X? > 0. q.e.d.

Zjistili jsme, %e existuji i odmocniny ze zdpornych &sel (pro p = 4k + 1 je prvkem NCP pimo:=+/-1), a
tak zbyva otézka, zda jsou NCP izomorfn{ s n€jakym podoborem integrity mnoZiny C' komplexnich &isel.

Pokud by chtél nékdo namitnout, e —7 = 9993 @ to mifeme zadefinovat jako kladné, pak by to byl spor
stim Ze X >0& —X >0.
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Cast 4. Specialni ptipad r=10

Okruh NCig je podle V1.3 izomorfn{ s okruhem uspofadangch dvojic (As, As) € NCy x NCs. Netrividlni
délitelé nuly tedy jsou tvarn (Az,0) a (0, As) pro libovolnd A, € NC», As € NCs. (pokud byste si je chtéli vycislit,
musite pro néjaké Ay (resp. As) poditat dané Ayg podle éinské zbytkové véty).

Kvadratické rovnice tvaru (X — A)(X — B) = 0 maji na NC,0 &y¥i Fefenf (As, As), (A2, Bs), (B2, 4s),
(Bz, Bs), kde A3, By a As, Bs jsou Fedeni na oborech integrity NC; a NCs. Specilné rovnice X? = X m4 na oborech
integrity NCj, NC5 Felen{ 0,1, take FeSeni na NCiq jsou:

(02,05) = ...000050 (12,05) = ...9182128906251¢
(12,15) = ... 00010 (12,05) = ...08178710937610

Inverzni prvek existuje podle V2.1 k &isliim, kterd konéf cifrou nesoudélnou s 10, tedy konkrétné 1, 3, 7
nebo 9.

Rovnice X2 = A, (ag,7) = 1 ma v NC, Felieni, pravé kdy# [A]z =s 1, a v NC5 pravé kdy¥ ao =5 %1, podle
V3.3.a V3.4. V NCyp potom I A, préve kdy? A = B-4%-25°, kde [B]s =40 1 nebo 9, pro nedélitele nuly. Odmocniny
jsou pro neddlitele nuly &y# (£+v'Az, £1/4s), pro netrividlni délitele nuly dvé (£ Az, 0s) nebo (02, ++/A45) a pro
nulu jedina (03,0s). Existuji tedy i netridaiéni odmocniny, napt.:

V1 o= (12,15) = ...000140, (—1g,15) =...16357421875110,
(—1z,—15) = ...9999,0, (12, —1s) = ...836425781249,,
Vil = ... 7367587038215, ...5194735475T1 10,
...263241296179:0, ... 4805264524294,
V-39 = ...632469189531,0, ...611473095781 10,
..36753081046910, ... 388526904219,

That’s all.

Cast 5. Diikazy

Véta 1.2. (a) NC tvofi komutativni okruh s jednotkovym prvkem. Ditkaz tohoto tvrzeni sestivi z dikazd komu-
tativity a asociativity obou operaci (s¢itini a ndsobeni), existenci nulového a jednotkového prvku vzhledem k témto
operacim, existenci inverzniho prvku vzhledem ke séitini (POZOR, nikoliv nisobeni) a diikazu distributivity
téchto 2 operaci.

Jedna se bez vyjimky o naprosto mechanické diikazy bez myslenky, které se zapf3i stejn& jako dikaz distri-
butivity uvedeny v textu &élanku.

Véta. Cinskd zbytkovd véta: Soustava kongruenci & =, a1, & =m, G2, -« & =m, On, kde my, ma, ..., m, jsou po
dvou nesoudélnd &isla, ma na soustavé zbytki mod mims ---my, pravé jedno FeSeni.

Dukaz. Indukci podle n:

I. n =1, 2 =, a;, nenf co Fesit.

II. n = k. Soustava z =,,, a1, & =pm, d2,..., & =m, ar M4 jedno Feleni z =, a, kde m = mymy ---mg.
Kongruence =g, ,, dx+1 mé na soustavé zbytkdi mod m - mgy1 celkem m Yefeni n - mgy1 + axy1, pro
kterd plati: (m,mr41) = 1 = (1 Zm N2 = N1Met1 + Qo1 Em NaMki1 + akq1) , takie nmei + e
pro n € {0,1,...,m — 1} probfh4 fiplnou soustavu zbytk mod m, na které m4a kongruence z =, a jedno
Fedeni. q.e.d.

Véta 2.1. K danému NC A (HA_I) AATI =1 (@o,r) = 1.

Diikaz. Pokud (ag,7) =d f1 = (VB) d|AB f1 = (AA~') AA~! = 1. Na druhou stranu pokud (ag,r) = 1, m4 kazd4
7 linedrnich kongruenci 2z - [A]z =,z 1 jediné Feeni xz =,z [A];"'. Déle zfejmé plati: (VM < N € N) 2y =, 2u,
takZe podle V1.1(a) (3X) [X]z = 2. a tedy AX=1. q.e.d.

Véta 3.1. Necht p je liché prvodislo. Potom kongruence z? =,z a, (a,p) = 1, Z € N m4 Feeni, pravé kdy# ma4 FeSeni
kongruence z? = a. Redeni jsou p¥ipadné dvé: z a —z.

Duikaz. Indukci podle z:

L. Z=1,2° =, a m4 0 nebo 2 Fedenf, proto¥e Z, je téleso.

5
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I. Z = k,2? =,» a m4 2 Fedeni +2,. Relenl kongruence 2° = »41 a bude tvaru T =z + Y- . Pro y

4 =r
dostavame lin. kongruenci:
op + 2zeyp" + Y7 P Spera a /pF
_ a—gf
22,y = > P f2,p fre = (a,p) =1
2
— -lg-1 (8%
Yy=pz, 2 (7>
P "k plc
Pro ka#dé z; dostaneme tedy jedno y. Z¥ejmé pro zx, = —xx, dostaneme y; = —ys, a Fefen{ tedy budoun

tar41. ged.

Pozn. Privé uvedeny ditkaz by Sel snadno zobecnit i pro feSeni 2™ =,z a, pficemZ bychom museli opét jako zvldstni
pfipad vyjmout p|n.

Véta 3.2. Kongruence 2? =z a,(a,2) = 1,Z € N, Z > 3 m4 Fedeni, pravé kdy¥ m4 Fedeni kongruence z* =3 a, co¥
nastivi privé pro a =g 1. ReSeni jsou p¥ipadné &ty¥i: 2,27~  + 2.
Duikaz. Indukci podle z:

I 7 =3,12 =5 3% = 52 =5 7? =5 1. M&me tedy dvé& dvojice Fefenf 1,22 4 1.

L Z =k, (212 2)° Sy 22 & 20, Sy 32 + 28 —> pravé jedna z dvojic £y, 251 & z; Fe¥f 1
kongruenci 2 =i @, oznadme ji £zx4;. Déle se snadno pYesvédéime, ¥e 1 zbyld dvé Fefenf mod 25+!
splitujicf 2 =g Fagiq, toti% 28 £zg g, Feil: (2 +2F)2 =pemn 27 + 2512 4+ 22F =15 22, qeed.

Timto dikazem kondct tento prispévek. Jako redaktor bych k nému chtél dodat pdr véct. Za celou dobu, co
opravuji semindf, jsem se nesetkal s tak dikladné zpracovangm cldnkem. Vse, co jsem zde vysdzel, je téméF do-
slovnyj pfepis autorova rukopisu, na nékterjch mistech jsem pouze (kurzfvou ) vysdzel vysvétlujict pozndmky. Autordv
prispévek je zpracovdn matematicky naprosto pfesné, vgklad je prost jakéhokoliv “okecdvdnt”, neobsahuje Zddné ne-
zodpovézend oldzky, prosté je jednoznaéné vynikajict. Nezbgvd mi, neZ vdm viem pop¥dt, abyste v budoucnu postlali
stejné dobre zpracované éldnky.

Zdenék Dvordk: Diikaz asociativity a distributivity

Zavedme si specidln{ oznafeni NC: libovolnou posloupnost ag, a1,ds, ... € N zobrazme na jedno NC A =
... A3 A1 Ag takto:
Ag = ap mod 10, z0 = ag div 10
A =(@n + 2n-1) mod 10, Zn =(@n + 2n-1) div 10
Je ziejmé, Ze &islu A = ... A3 A; Ag odpovidd mimo jiné posloupnost ag = Ag, a1 = Ai,... Pomoci téchto posloupnost{

snadno nadefinujeme soudet C = A + B takto: ¢, = an + by, kde a;, b;, ¢; jsou libovolné posloupnosti odpovidajici
dangm NC.

V dlanku Be. Lubose Dostdla chybi dikaz asoclativity ndsoben{ a distributivity. Tyto dikazy se velmi
snadno dokd#{ pouZitim sum. Oznadme si A = ...az0109, a stejnym zplisobem také proménné B, C, D, F. Necht
D = (AB)C, E = A(BC). Pak plati:

n

dn = Z(AB),» “Cnoi = zn:iﬂjbi—z’cn—f

i=0 i=0 j=0
n n  on-i n n—i

en = E a;(BC)n_i = E a; E bjcn_i_j = E E a;bjcn_i_j,
i=0 i=0  j=0 i=0 j=0

je vidét, %e d,, = en, nebof suma se poita pfes viechny trojice agbicy, takové, e k + [+ m = n. Sumy se li§{ pouze

zplisobem zépisu. q.e.d. Dikaz distributivnfho zdkona je jesté jednoduii, nebudeme ho zde ani uvadét.

Zdenék Dvoidk: Jsou NC o daném zékladu oborem integrity?

Vime, e pro pro libovolny ziklad = jsou r-adickd NC okruhem. D4le vime jsme, %e¢ desitkovd NC nejson
oborem integrity (existujf netrividln{ d&litelé nuly). Z minulého p¥fsp&vku vyplyvé, e (VA) (3A™!) & (ao,7) = 1. Je
ziejmé, %e pro prvodiselny zdklad soustavy r existuje inverzn{ &fslo ke ka¥dému A, které nekond& na nulu.

6
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VyletFeme existenci netrividlnich déliteld nuly, tj. A # 0, B # 0, AB = (. Sta&f se omezit na A, B nekonéici
na nulu, je z¥ejmé, Ze pokud A = 10C, AB = 0 = 10CB = 0 = CB = 10. Jist& musi platit agbg = 0 (mod r). To

Ize splnit pouze pro r slo¥ené. Pro vy33f f4dy musi byt splnéna podminka

cn=0= Za;bn_i +2z, (modr)
i=0

n—1
agb, + boa, = — (Z a;ib,_; + zn) (mod r)
i=1

Nezndmé jsou an, b,, ostatni &isla lze z niZdich ¥a4dd vypoditat. Jak snadno nahlédneme, rovnice ma FeSeni prévé
tehdy, kdy# (ao,bo,7)|z, kde z je prava strana (nebof kongruence se da zapsat jako agbn + boan, + Kr = z). Tato
podminka bude zcela jisté splnéna, pokud ag, by budou nesoudélné. TakZe mé-li » alespoli dva prvodiselné délitele,
lze takov4 ag, b najit a okruh NC, nenf oborem integrity. Zb§v4 ndm vySet¥it p¥{pad r = p”, p je prvodislo.

UvaZujme agbg = 0 (mod 7) = aghp = Kr =>ag =a-p™bo=b-p',p fa,p fbm+1>nm < n,l < n,
BUNO [ > m. Pak pro druhé cifry A, B plati: a1bp} 4 b; ap™ 4+ abp™* /p" = (mod p™). Aby toto mé&lo Feden{, musf
platit (8pf, ap™, p")|abp™ =", ale (bpf, ap™, p™) = (¢, p™, p") = p™, podle predpokladi tedy p™|p™+—", co¥ nelze,
nebof [ < n =1 — n < 0. TakZe takova ag, by nelze sestrojit, NCP,, nemd netrividlni délitele nuly a tedy je oborem
integrity.

Zévér. NC, jsou oborem integrity < r = p",n € N, p je prvodislo. q.e.d.

Zdenék Dvovdk: ReSeni rovnice AX + B =10

I. Existuje-li A~' (co¥ nastane, pokud ap nenf délitelné 2 ani 5), pak celou rovnici timto &slem vyn4sobfme
a dostaneme jediné fefeni X = —B- A~1. Toto &slo je jediné, co? plyne z vlastnosti komutativnfho okruhu.

II. Pokud je posledni &islice ag dé&litelna 2 nebo 5 a posledni &islice b nikoliv, rovnice nemé4 ¥edeni, proto¥e (VK)
(K A)g je délitelné 2 nebo 5.
III. V opaéném piipadé ob& &sla A, B jsou délitelné 2 (resp. 5) a rovnici AX + B = 0 tedy miZeme pozménit na
(kM)X + kN = 0. Pokud k nenf nula ani jeji d8litel, pak se d4 tato rovnice &islem k vykratit a Fefit rovnici
MX + N = 0. Je tedy nutné prokézat, ze Zadné z ¢isel 2, 5 nen{ netrividlnim délitelem nuly, a posléze nalézt
disla M = A/2, N = B/2 (resp. /5).
Cislo 2 netrivislni délitel nuly nenf, protoZe je-li 2X = 0, pak pro prvn{ nenulovou cifru z; plati 2z, = 0
(mod 10) = #x = 5 a pro dalif cifru @441 musi platit 2251, +1=0 (mod 10), co? samoz¥ejmé nelze.
Analogicky &slo 5 nen{ netrivialni délitel nuly, nebof prvnf nenulova &slice z € {2, 4, 6, 8}, pfenos zx+1 €
{1,2,3,4} a 5zk41 + zk41 =0 (mod 10), co evidentné nelze.
Zb§vé ndm nalézt polovinu (resp. pétinu) daného NC. Plat{ zfejm4 rovnost A/2 = 5A4/10, takie sta&l dané
NC vynésobit 5 (resp. 2) a odstranit podatetni nulu. Tak%e postupnym d&lenim dokéZeme pFevést rovnici na jing
tvar.

IV. Timto postupem vSak nelze vyFesit viechny rovnice. Existujf rovnice, které takto nevy¥edime, napf. ty, které
souvisej{ s netrividlnimi délitely nuly. Mame-li rovnici AX = 0, kde A|0, pak sta&{ nalézt p¥sludny sdruZeny
délitel nuly, ale nafim postupem to nevyfeiime, protofe A miZe byt délitelné 2 (resp. 5) donekonedna a
postup by nikdy neskonéil (viz. Fefeni rovnice 2 = z z minulého &isla).

Naméty k dalsimu bAdani. Jsou opravdu viechna disla z odstavce IV vidy netrividlnimi délitely nuly? Jak rovnice
IV rozpoznat a Fedit? Snadno nahlédneme, Ze maji nekone¢né mnoho feSeni, nebot viechny ndsobky Fefeni X jsou
také Feseni.

\% Ncpn nemiize bod IV nastat, jelikoZ jediné netrivialni délenf je déleni &islem p, které ale po n krocich
znamend délen{ zdkladem soustavy, tj. odstranéni podateéni nuly, co? nelze pro nenulova é&sla opakovat donekoneéna.
Specidlné pro prvotiselny zaklad je kritérium FeSitelnosti rovnice AX + B = 0 jednoduché: pocet nul na zacitkn B
mus{ byt v&t¥ nebo rovno poétu nul na zadatku A.
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Téma 2 — Lednicka

Doc. Pavol Habuda: Peltierova lednicka

Zaujal mé &lanek Be. Tomdse Nedase: Peltierova lednicka, tak jsem se pokusil néco spoditat. P¥edpokla-
dejme, Ze mame termoelektricky ¢lanek s velkym soudinitelem termoelektrického napéti a. Déle necht m4 elektrickou
vodivost o a mérnou tepelnou vodivost A. PFedpokladejme, Ze Elanek se velmi neochladi, tj. tyto velidiny nejsou
funkef teploty.

Ze zékona zachovani energie bude platit
Qpeltierovo = @ prostredi + Qvodivostni + @Iouleovo (1)

Pro jednotlivé slozky plati: Qs = %Rlzt — polovina tepla jde k chladné&j$imu a polovina k teplejiimu konci. Déle
Qvod = Mﬂt = AATt
kde AT je rozdil teplot, S; priifez a [ délka sloupkil. Qpeltierovo = aITst (T3 > 7). Odtud dostdvame
LP“}““‘“ =P =all; — ANl — %RIZ (@)
Ted zavedeme fidinnost 5 = %, kde P’ = RI? + (a1 — a3)ATI je pFikon chladictho &lanku. Dosazenim dostdvame

aTy] — 1RI? — AAT

=TT ATI+ RI2 (3)

Uréeme ted proud, prfi kterém dosahuje 7 maxima:

dny 2N T —-T5 1 a1+ T3)
—=0=15=—" . 1+4-———= 1 4
dI =4 a T1+T, [ + 2 RA )
Upravami dojdeme ke vztahu
o AT
ILy=——— 4.1
7 R(k _ 1) ( )
kde k znad&f odmocninu v rovnici (4). Dosazenim do rovnice (3) dostaneme pro maximalni G&innost
T k—T/T,
Tmax = — (5)
-1 kE+1
Pro dva polovodidové valedky zapojené podle této teorie pak plati
1 L 1 I A8 | XS
RA=(—-4+—-=]- 6
(0'1 Sl+o'2 Sz> (ll + lz> (6)

Jestlive 1 = 13351 = Sa, tak RA = (p1 + p2) (A1 + A2).

Ptedpokladejme ted, %e k — 1. Pak pro napéti &lanku plyne z (4.1)

U, = Hprit pa) (O + Aa) AT
T a(Ty + T»)

Podivejme se jesté jednou na vztah (5). Vidime, ¢ RA musi byt minimalni, takie je tieba konstruovat
¢lanky s co nejvéts! vodivosti a s co nejmendf tepelnou vodivosti. J4 jsem si za svij ¢lanek zvolil BisTes + SbyTe3 a
BiyTes + BizSes. Po dosazen{ konstant AT = 50°C;k — 1 = 37 - 1073 (literatura) dostaneme fmax = —0.61 = 61%.
Zaporny vysledek vySel proto, Ze se jedné o chlazenf.
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Téma 3 — Rovinné dlazdéni

Dr. Jan Holecek: Specifikace typil dlazdén{

Zkusme si navrhnou viechny mo#né typy dlazdéni, co nés napadnou, a pak z nich vyhézet ty, které maji
shodné vlastnosti. Rovina se d& vyplnit trojihelniky, étyFahelniky a Sestifithelnfky, klasifikace bude vychézet z tohoto
rozdélent.

Trojthelniky.

I. rovnostranné trojihelnfiky,

II. rovnoramenné pravoiihlé trojihelnfky miiZzeme rozdélit na 3 izomerie a, 8, ¥:

III. rovnoramenné trojihelnfky,

IV. pravotihlé trojihelniky, maji opét 3 izomerie,

V. obecné trojihelniky, opét ve 3 izomeriich.
CtyFahelniky.

I. &tverce,

IL. obdélniky,

III. kosodtverce,

IV. kosodélniky,

V. rovnoramenné lichobé&niky,

VL. obecné lichobé&Zniky, maji 3 izomerie a, 8, v:

\
/[

N~
N
N
™~
N

\
/

Sestinhelniky.

I. pravidelné,
II. “rovnoramenné”, tj. dvé dvojice proté&jiich stran maji viechny stejnou délkou,
III. “kosé”, pouze prot&jii strany jsou stejné dlouhé.
Probiral jsem kaZdé jednotlivé z uvedenych dlaZdénf a studoval, kolik m4 osovych soumérnosti, zda lze
(n&jak) rotovat ve st¥edech stran, st¥edech tvaru, & ve vrcholech. Posunut{ jsem nepova¥oval za smérodatné, proto¥e
nebereme-li v iivahu jen sousedici kosticky, m4 jich ka%dé nekone&n& rozlehlé d14Zdéni nekonen& mnoho (samozfejmé
jsem mohl brat v dvahu jen sousedici kosticky, je viak velmi obt{¥né jednoznaén& uréit, které to jsou a které ne).
Poznatky jsem poskladal do pfiloZené tabulky.
P¥i d&lenf do skupin jsem bral v ivahu rizny podet jen u osov§ch soumérnosti, u RSU a RV jsem pofet
psal jen orientang, rozlifoval jsem jen nulu a ostatni, zapis RSS o rozliSovani jasn& vypovida (stejné lze rotovat jen
0 180°); konec konci podet RSU a RV by stejné rozhodoval jen v n&kolika méalo p¥padech.

Pozn. PouZitd dldZdéni povazuji za zakladni, protoZe namatkové zkoudené tvary sloZitéjsi sly véechny na tyto zjed-
nodusit BUNO.



M&M, studentsky €asopis pro badan{ v oblasti matematiky a fyziky Roéntk IV Cislo 3 Strana 10

Dospél jsem ke skupindm a, b, .. ., p (viz. tabulka), myslim tedy, Ze existuje 16 t¥{d dlazdén{ “neposunutého”
typu. Do 17. t¥idy (q) jsem souhrn& za¥adil v8echna dlaZdéni, jejichZ kosticky tvo¥i nez4vislé pasy, a ty jsou posunuty
(kostitky nemaji spoleén& vrcholy) o konstantni vzdalenost d. Osmnéctou t¥du (r) pak tvo¥i “parkety”. Ob& t¥idy
jsou nakresleny na nésledujicim obrazku.

Zavér. Celkem tedy existuje 18 tiid dldZdéni.

Tvar kosti¢ky dl4%déni POS RSS RSU RV SK

Cétverec 4 + 2 2 a
obélnik 9 + 1 1 b Vysvétlivky zkratek:
kosogtverec 2 - 1 L oe POS = pocet osivich soumérnost{
kosodélnfk 0 + 1 1 d RSS = rotace ve stfedu hran
lichobé&Znfk rovnoramenny 2 + 0 0 e RSU = rotace ve stiedu atvaru
lichob&nik obecny o 1 - 0 0 f RV = rotace ve vrcholech
8 0 + 0 0 g SK = skupina (t¥ida), do ni¥ dl&Zdéni patii
Yy 0 4+ 0 0 g
Sestifthelnfk pravidelny 6 + 1 1 h
rovnoramenny 2 + 1 0 i
kosy 0 - 1 0 3
Trojthelniky
rovhostranny 6 + 1 2 h
rovnoramenny pravoiihly o 2 + 0 1 k
B 1 + 0 0 !
bl 4 - 0 2 m
rovhoramenny 2 + 0 1 k
pravoihly a 0 + 0 1 n
B 1 + 0 0 !
bl 2 - 0 1 o
obecny o 0 + 0 1 n
g 0 + 0 0 p
bl 0 + 0 1 =

Poznamka redakce. Do které skupiny tedy patfi dldZdéni vedle tabulky?

Téma 4 — Déleni lupu

Be. Lenka Zdeborovd, Robert Vdcha: Délenf lupu 1
Méjme skupinu N lupiéi, ktef{ si maji rozdélit lup o hodnoté n. Nechf dale je lup délitelny na N &asti bez
znehodnoceni. Algoritmus délen{ je tento:
(a) Zlod&ji si rozlosuji jednoznagné potadi.
(b) Ten, ktery si podle pofadi bude vybirat posledni, rozd&li lup na N &asti.
Pokud by lup rozdélil na nestejné dily, nemél by jistotu, %¢ na né& zbyde alespoii % lupu, a proto lup ve
vlastnim zajmu rozdélf na stejné dily.

Tento algoritmus bude fungovat, jen kdy# se nap¥. prvni s poslednim nedomluvi, aby posledni na néjakou
hrom&dku dal vic, tu by sl prvnf vybral a pak by se spolu rozdéglili.

Takového podvadén{ se miizeme zbavit, kdy% po rozdéleni hromadky odéislujeme a kaZdy z lupici si vylosuje
&fslo hroméadky, kterd mu p¥ipadne.

10
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Doc. Jan Myslivedek: Pod&lme se (ne)pFatelé

Méjme N lupiéi a poklad o hodnoté 1. Nejprve budeme uvaZovat, Ze loupe¥nici netvo¥{ spolky s cilem okrést
ostatn{, pouze se kazdy snaZ{ okrist ostatni pro svij zisk. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze poklad lze rozdé&lit
prévé na N dili. Prvnf loupe#nik rozdéli lup na dvé ¢asti. V prvni bude poklad hodnoty % a v druhé 1 — %. Tyto
&isti definitivng odd&lime (odneseme je aspoit 50m od sebe). Loupe#nici se po fFad& zaénou rozhodovat, ke které &asti
pilijdou a to tak, aby tam na né& p¥ipadal vét3i dil lupu. Necht je p < % a je jiz rozdéleno k loupeZnfki, u prvnf ¢asti
je jich p. U druhé jich pak je £ — p. Loupeinik s éislem N — k — 1, tedy ten, ktery je na Fadé, plijde k druhé &asti,
proto%e u prvni &¢&sti je poklad na osobu %, po jeho p¥ichodu by to ale bylo uZ jen N—(;fl) < ‘;% = %, zatimco
u druhé &sti na né&j &eké po jeho piichodu poklad WN__‘;;_—I), co’ je vic neZ u &4sti prvni. Z toho plyne, %e nakonec
bude u prvnf{ &4sti p loupe¥niki, zatimeco u druhé &4sti N — p. Tento postup budeme aplikovat tak dlouho, dokud
nebudou viichni &astnicl spokojeni, tj. budou mit dfl %

DiileZit&jsi je situace, kdy je poklad délitelny vice méné do nekoneéna. Rozdé&len, které nebude rovnomé&rné,
bude ale nev§hodné pravé pro délitele, coZ dokaZu sporem. Necht hodnota pokladu v prvnf &asti je ?%, kde 0 < z < 1.

Pak nastane situace, kdy u prvnf hromadky bude p loupeZnikii, hodnota pokladu v druhé &4sti je wl;zl a nechf
je u této éasti N —p — 1 loupeznfkii. Je tedy rozdéleno N — 1 loupeiniki. Na Fadé je délitel, ale je zFejmé, Ze na néj
bude &ekat poklad o hodnoté men3f nez %

Tohoto by se dalo vyuZit k tomu, aby se & loupe¥nikli dohodlo a okradlo zbytek. P¥i daném postupu mus{
byt £ > % Pak by ale méli jednodus3{ ten men3{ zbytek zmlatit a se viim utéct. Myslim si, %e viechny, a tedy i
tento, algoritmy Fedi situaci, kdy viichni se cht&j{ podélit, ale maji strach, %e ti ostatn{ je cht&ji okréast, nedochézi

tedy ke spoleénym dohodém.

Antonin Lejsek, Be. Karel Kyrian, Doc. Pavol Habuda: Délenf lupu 2

Prvnf lupi€ rozdél{ lup na dv& &4sti a druhy si od né&j jednu vybere. Pak oba rozdélf svij dfl na tii &4sti
a t¥eti si od ka¥dého jednu vybere. Je zfejmé, Ze vidy miZe ziskat alespoii % lupu, bez ohledu na rozdéleni mezi
prvaim a druhym lupidem. Takto se pokraduje dal a%? N — 1 lupidl rozdéli své podily na N ¢&4sti a poslednf lupié

si od kazdého jednou vybere.

Be. Karel Kyrian: Diikaz sprvnosti algoritmu

Timto zplisobem mifiZe prvn{ lupié zFejmé ziskat pro sebe % lupu. KdyZ rozdéli sviij podil vidy pfesné na

stejné &asti, ztrati p¥i prvnim déleni % lupu, pfi druhém 2 - % lupu, po k£ — 1 délenich tedy mé

3
1 1 11 121 -1 1 1 1 1 1
2 23 2 3 4 T 1-2 2.3 3.4 (k-1 -k &
11 1 =
UvaZujme k-tého lupide. Lupi& pfed nim nechf majf po fadé —, —,..., lupu, kde Z — = 1. Tento lupié si
ay dz ag—1 = %

od ka?dého mi%e vybrat minimélné % jeho &asti, tedy celkové % lupu. MiZe tedy mit po & — 1 délenich % majetku
stejné jako prvnf lupié, a ten miiZe skondit s % majetku, takZe i tento lupi¢ miiZe skonéit s % majetku. K podvodu
nemie dojit.

Doc. Pavol Habuda: Délenf kofisti

Slozit&jif je pfipad, kdy mezi loupe#nfky je hierarchie, prvnf lupi¢ ma dostat N; kofisti, druhy N,, t¥et{
Nj,...aZ posledni N, kofisti.

Co se ted stane, kdy¥% prijde k + 1. lupié. Aby nebyl nikdo Skodny, mus{ platit, Ze &4sti se pFeskupi tak, Ze
viechny aktudlnf poméry budou stejné jako poméry koneéné, tj.

N NN "
N NI,
Urdité platf Ny + Ny + ...+ Ng = 1, a zérovel N + N, + ...+ NIL+1 =1, kde Nlé-%—l je dil, ktery ziskal
(k+1)-ni lupi& Také plati
14 14
N B T @)
Nk+1 Let1 Nk+1 L+

11
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kde Ly je konedné hodnota lupidova lupu po viech délenich.

Méme urdit, jaky dil si vezme k + 1. lupié od kaZdého p¥edchoziho.

I
Pi=Ni—N, =N — N,

Lgi1
Py=N;— N,=N; — L2 Nl
Lesa (P)
L
Pe=Ne =N = Ne = 75~ Niy,y
k+1

Sedtenim téchto rovnic dostaneme
k N k
_ k+1
R
i=1 k+L =1
Ziejmé Z;zl N; =1, odkud pro Nlé-%—l dostaneme

L4
Njjyj=—————— (3)
T e+ Zle Lj

Dosazenim (3) do rovnic (P) dostaneme obecné

P=N; - L‘k =N; - kf'l (4)
Liia+ Z]’:l L; Zj:l L;

I
P; nechf mé tvar ﬁ: Potom i—t¥ loupe?nik si rozdél{ sviij lup na IT} &st{ a (k+1)-nf loupeZnik si IT; &4sti
i
vezme.

Michal Tarana: Nepoctiva spravedlnost

M¢gjme N lupiéi. kteff si maji rovnomérné rozdélit lup, tj. ka¥dy ma dostat miniméalné % lupu. Jeden lupié
bude lup délit. UvaZme, Ze se chce obohatit o ¢ast z, kteron pfida k svému dflu. To mii%e udélat tak, Ze z jedné
z ostatnich &&sti odebere 2, nebo z kaZzdé z ostatnich ¢4sti odebere Z— V tomto pfipadé si lupiéi zabezped! svij

N_1
podil tak, %e nakradou co nejvic, protoZe &im vic nakradou, tim méné jim “dé&li&” ukradne.

Déle autor navrhuje algoritmus, ktery umo#iiuje kazdému lupici ovlivnit stav éast{ natolik, Ze znemo#ni
jakykoli pokus o podvod ze strany ostatnich.

(a) kazdy z lupi¢h vy&leni z lupu 4 (viechny &Asti budou vedle sebe a budou vypadat stejng)
(b) kady z lupiéf viechny &4sti navzéjem promicha (zmé&nf jejich pofadi), samoziejmé ndhodné
(c) kaZdy z lupi&i zméni ndhodné poFadi ostatnich lupi&i
(d) kady lupi¢ si vybere odpovidajici &4st (prvni lupi& prvni &ast atd.)
Pozndmka opravovatele: Navrhli jste nékolik zptlisobi, jak zamezit podvodu ze strany nékterych lupici, ale

jediny algoritmus (uvedeny v &lanku Dé&lenf lupu 2) umo¥fuje ka¥dému lupi&i nezévisle na ostatnich ziskat pro sebe
v 1
aspoll v lupu.

Uloha 4 — Barveni obrazce

Jak se vEichni Feditelé pFesvéddili, je obsah systému obdélnfkl nekonedny: P = 14+1+1+4... = oo. Natirdme-
li tento systém obdélnikli barvou, spot¥ebujeme nekoneéné mnoistvi barvy, protoZe vrstva nitéru neni nekoneéné

12
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tenkd — v nejlepiim p¥ipadé mé barvu alespoil jedné molekuly. Na druhou stranu objem télesa vytvoF¥eného z valecki
jeV=m Zz‘;o 2% = 2. To samo o sobé jeité nen{ tak divné a nenf diivod pro€ by tomu tak nemélo byt.

UvaZujme ale jinak. Pro zjednoduSen{ ivahy budeme misto s obsahem systému obdélnikii pracovat s povr-
chem télesa vytvofeného z valeckii; ten je sice vetdf ne¥ obsah systému obdélnfkd, ale pokud pomoci této fivahy pijde
obarvit povrch tohoto télesa koneénym mnoZstvim barvy, pak lze jisté konednym mnoZstvim barvy obarvit i obsah
systému obdélnfki. Véledky tvoFici téleso jsou vyplnény barvou, takZe jejich povrch a tedy i povrch celého télesa je
obarven také. ProtoZe viletky tvofici téleso maji koneény objem 27, dokd%eme obarvit koneénym mno¥stvim barvy
i povrch takto vzniklého télesa a tim padem dokéZeme koneénym mno¥stvim barvy obarvit i systém obdélnfkd — mé
mens{ obsah.

Uvaha vede ke sporu s v§podty v prvn{ &sti, proto n&kde musi byt chyba. Ale kde? SamozFejm& v Gvaze.
Uz 27. valecek m& priimér mensi ne? molekula barvy, tedy téleso nelze z barvy vytvofit, aniZ bychom pilili molekuly.
Téleso popsané v livaze bude tvofeno pouze 27 valecky a ty rozhodné maji koneény povrch, nicméné tak neobarvime
celé téleso. Tim je zd&nlivy paradox vysvétlen.

Uloha 5 — Medvéd a medvédice

Polovina lid{ bohuZel nepochopila zadén{ tak, jak bylo minéné, &im¥ si ilohu znaéné zesloZitili. Za nep¥esné
radan{ se samozFejmé omlouvdme a snad se ndm podai{ pro p¥iEté se podobnych chyb vyvarovat. A ted u¥ ke
koment4ii Fedenf: pro maly Casovy okamZik t&€sné po zadatku pohybu vyplyvé z podobnosti trojihelniki jednoduché
rovnost:

nAt _ vAt

I 7wt

a odtud » w102
a= I

co¥ v¥ak nenf nic jiného ne%li hledané zrychleni ve sméru vektoru v, které je definované jako a = v/At a v, v, jsou,
jak jiz bylo napséno, rovnobéiné vektory.

v At

v vAt
! v At

Uloha 6 — Odpocinkové tilohy

Uloha 1. Spojovani bodi

V2

Nepot¥ebuje komentéF, stadl obrazek.

Bl 2 3 4 1 2 3 4
.5 .6
5
J 8 8
910
9
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Uloha 2. HodiniF

Antonin Lejsek: Redent

Poviimnéme si, za jak dlouho se setkaji rudicky jdouci stejnym smérem, ale jedna z nich 12x pomaleji.
Pokud je postavime na stejné misto a pustime, rychlejif se dostane na stejné misto za 12 hodin 12x, pomalejii jen
4»

jednou. Pomalejsf rudicka “utikd” rychlejsi a tak se za 12 hodin potkajf jen 11x. Od spusténi se poprvé potkaji za
12/11 hod.
Porovnejme chovani pokaZenych a spravné jdoucich hodin. Velké rucicky jdou jednim smérem, jedna 12x

rychleji neZ druh4. Potkajf se za 12/11 hod. Stejné je to s mal§mi ru&ikami. Spatn& nastavené hodiny budou ukazovat
spravn§ &as za 12/11 hod. Tedy v 7: 05 hod. a 27,27 s.

Uloha 3. Déleni na 10 dili

Tato filoha plivodné nevyZzadovala koment4¥, stadil by spravny pfehledné nakresleny obrazek, ale Petr Zima
si viiml zajimavého problému: Kam pat¥f hranice? “U uvedeného feseni se snadno presvédcéime, Ze z hranice nelze
vybrat &dst, kterd by ndleZela prdvé I dilu tak, aby disjunktnim sjednocenim byl cely obrazec.”

2a

cmnl

Uloha 4. Cislo nisobené dvéma

Pokud dané &islo existuje ve tvaru andn—16n-2...612, pak platf

2 G, Gp_10p_2...0207
Je z¥ejmé, ¥e a; = 2-2 = 4, pak az = a1 - 2 = 8 a tak dile, dokud nedostaneme a, = 1 (samoz¥ejmé jeité
mus{ byt p¥echod z niZifho Fadu roven 0).
TakZe nejmendf moZné takové &islo je
105263157894736842

X2
210526315789473684

14
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’ ’ ’
Zadani novych témat

Téma 5. Pokus R. P. Feynmana

Nechali jsme se inspirovat jednou pfthodou z autobiografie zndmého amerického fyzika R. P. Feynmana:

To snad nemyslite vazné? Cituji:

Jednou jsen experimentoval v princetonské cyklotronové laboratofi s dosti otfesnym vysledkem. V jedné
knize o hydrodynamice se vyskytoval problém, ktery tenkrdt rozebirali v§ichni studenti fyziky. Problém zni takhle:
madte rozprasovac vody na travniky — kus trubky ve tvaru S, ktery se miiZe oticet kolem svého stfedu —, voda strika
ven v pravém uhlu k ose a zpidsobuje otddeni trubky v urditém sméru. Kazdy vi ve kterém: v opacném, neZ ma
tryskajici voda. Otdzka zni takto: Kdybyste méli jezero nebo bazén — spoustu vody — a ponofili rozpraovac zcela
do vody a nasdvali jim vodu dovnitF, misto abyste ji stfikali ven — kterym smérem se rozto¢i? Bude se otddet stejné,
jako kdyZ rozprasujete vodu na vzduchu, nebo opaéné?

Na prvni pohled je odpovéd iipIné jasnd. Poti byla v tom, %e jedném bylo jasné, %e se bude otddet takhle, a
druhym bylo stejné jasné, Ze se bude otacet naopak. VSichni to tedy rozebirali a pamatuji se, Ze na jednom seminari
nebo ¢aji Sel nékdo k profesoru Johnu Wheelerovi a zeptal se ho: “Jakym smérem si vy myslime, Ze se to bude tocit?”

NaceZ Wheeler fekl: “Viera mé Feynman presvédcil, Ze se to bude tocit jednim smérem. Dneska mé zase
plesvéddil, Ze se to bude oticet pravé naopak. Jak se to bude tocit zitra — to nevim.”

Reknu vidm divody, které vis pFesvéd&i o otddeni jednim smérem, a jiné divody, které vis presvéddi, Je to
ma byt pravé naopak.

Prvé zdidvodnéni spodivad v tom, Ze kdyZ sajete vodu, tak ji vlastné vtahujete dovnitf tryskou, a tryska se
tedy bude pohybovat dopfedu, vstFic pFichdzejici vodé.

JednomZe prijde nékdo jiny a Fekne: “Predstavme si, Ze rozprasovac driime nehybné — jaky silovy moment
k tomu potfebujeme? KdyZ voda tryska ven, tak vSichni vime, Ze musime tlacit na vnéjsim oblouku trubky, vzhledem
k odstredivé sile vody, kterd jeji zakFiveni sleduje. Kdy# ted voda potede podél stejné kFivky, ale opacné, bude pisobii
stejnou odstledivou silou smérem k vnéjdimu okraji oblouku. Proto jsou oba pfipady vlastné totoZné a rozpraSovad
se bude otddet stejnym smérem, at z néj vodu stFikdte, nebo at ji sajete dovnitF.”

Néjakou dobu jsem si ¢ tim ldmal hlavu a pak jsem se konedné rozhodl, kterd z odpovédi je spravni, a
abycho to prokdzal, chtél jsem provést experiment.

Tady nés vloZeny text konéi. Pokud vés zajima, jak to dopadlo, pFedtéte si knfzku. Vasim tkolem je zjistit,
jakym smérem se tedy bude trubka todit. Pokud provedete pokus, budeme jen radi.

Téma 6. Totdlni destrukce

Toto téma je neobyéejné rozséhlé, ka¥dy miiZe napsat pi{spévek podle svého vlastniho uvéZeni. Jednou
vétou bych téma shrnul na: “Studujte destruktivni sily.” Studovat miZete napf.:

(a) jakou silou musime piisobit, abychom roztrhli lano; material a tloustku si miZete zvolit, nebo jaky musi byt
dasovy priibéh sily, kdy% chce &lovék roztrhnout napf. telefonnf seznam,

(b) kolik tabulek skla rozbije kimen o dané hmotnosti m letic{ danou rychlosti v,

(
(

d) kolik cihel miZ%e pouhou rukoun rozbit Zikovny karatista,

c) jaka sila je potfebna k ohnuti tyée o tloudtee d,
(€) obecn& co viechno je v &ase t schopen zniéit jeden jediny &lovEk (bez pouZiti pomficek),

(...) a mnoho daliich napadf.

Téma miiZete studovat teoreticky, nebrdnime se viak ani praktickym pokusim.
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Zadani rekreacnich tloh

P¥iklad 7. Plusy a minusy

Méjme tabulku 4 x4 zaplnénou znaménky + a —. Tato znaménka miiZzeme ménit takto: vybereme si libovolny
sloupec, Fadek nebo diagonalu (nemusi to byt nutn& hlavni diagonéla) a na této fGsedce zménime viechna znaménka
na opa¢né.

Na pogatku je tabulka plna znamének + kromé jediné buiiky: v prvnim fadku je ve druhém sloupci (tedy
na pozici [1,2]) znaménko —. Zjist&te, zda je mo¥né pouZitim povolengch tahii zménit tabulku tak, aby obsahovala
pouze znaménka +.

Pro pilné feditele zaddvame jako téma rozsifujici Gkol: zjistéte, jak vypada situace v tabulce n x n. Vaiim
fikolem je tedy charakterizovat mnozinu stavii do kterych se lze dostat pomoci téchto povolenych fprav.

Piiklad 8. Kondenzdtor

Je dan kondenzdtor se tvercovymi deskami. Ve sméru rovnob&iném s deskami pFiléta elektron rychlost! &.
Provedeme nésledujic{ ivahu: na elektron plisob{ pole kondenzitoru silou konstantni velikosti, kolmou ke sméru
rychlosti @. To znamend, %e po priiletu kondenzatorem si elektron zachova sloZku rychlosti ve sméru @, zisk4 viak
navic je§t€ n&jakoun rychlost ve sméru kolmém (ve sméru intenzity elektrického pole kondenzatoru E_"), zvysl se tedy
velikost jeho kinetické energie.

Energie kondenzatoru zavis{ pouze na jeho kapacité a ndboji. Ty se ale priiletem elektronu nezméni, takze
energie kondenzatoru bude po priletu elektronu stejné jako na poc¢atku. A na vés je, abyste vysvétlili, jak je to vlastné
s témi zékony zachovén{ (energie a hybnosti) — jak je moZné, %e se celkova energie soustavy elektron-kondenzator
zvétila?

Priklad 9. Odpodinkové dlohy

Opét vas ¢eka nové serie jednodusich tloh, bodovanych postupné 1, 2, 3, 4 body.
1. Ach ta maturita

V maturitnich roénfeich na gymnézin se rozhodli propagovat vyznamna povoléni. Pozvali zastupce z vysoké
Skoly hutnf, hornické a dopravni, aby si pohovofili se skupinou studentd, ktef{ majf o tato povolan{ zdjem. Nikdo
se nehl4sil na vice neZ jednu Skolu. Kdy% zéstupce hutn{ Skoly odchézel z besedy, fekl: “P¥ihlésili se viichni, kromé
t¥1.” Za chvili p¥iSel zastupce hornické Skoly a Fekl: “Viichni kromé t¥i chtéji jit k ndm studovat.” Toté% prohlasil i

zéstupce dopravni §koly. Vasi lohou je zjistit, kolik studentli se zi€astnilo besedy.
2. T¥ mudrcové

T¥i mudrcové se vydali na vylet. Jednoho vecera ulehli do travy a usnuli. V noci fel kolem né&jaky vtipalek
a namaloval ka¥dému z nich na &elo posméiny obrizek.

Dalstho réna se tito panové probudili a vzédjmeng& se na sebe podivali. Okam?ité se zacali smét, protoZe
ostatni vypadali velice legracné. Po chvili jim ale Gismév ztuhl na rtech, protoze si uvédomili, Ze toto posmé&iné
znamen{ maji na &ele také.

Jak to zjistili? Samoz¥ejmé& nepou#ili zrcatko a ani se nesnaZili rukou nahmatat barvu na svém dele.

3. Véény vékovy problém

Dvéma lidem je dohromady 86 let. Podet let jednoho z nich tvoi{ 15/16 poétu let, kterého druhy dosdhne,
a? v8k prvnfho bude tvo¥it 9/16 podtu let, jeho¥ by druhy dosahl, kdyby se doZil vEku, ktery je dvandctkrat vetsi
neZ pocet let prvnfho z nich v okam¥iku, kdyby prvnf mohl byt dvakrat tak stary jako druhy. Kolik let je prvnimu
a kolik druhému?

4. Cty¥i ty¥ky
Pouzitim pravé &y¥ cifer 4 a libovolného mno¥stvi zavorek a operaci +, —, x, / vyjadFfete postupné viechna
pfirozena ¢isla z mnoZiny 1,2,...,30. Napf. 0 = 4+ 4 — 4 — 4. Pokud si opravdu nebudete v&dét rady, miZete pou#it
i odmocninu, faktoril,... Ale vyrazy sloZené pouze ze 4 zdkladnich aritmetickych operaci budou hodnoceny lépe.
Néroéné&jii ¥efitelé mohou jako téma Fedit roziffenf tohoto p¥ikladu: pokud bychom vim povolili pouZivat
také nékteré dalif funkce, jako jsou nap¥. /z, log, exp, sin, cos, z!, . . ., dokézali byste vyjad¥it libovolné p¥irozené &islo
n? Obecny vzorec je vitdn. Zkuste také pouzitim téchto funkei vyjad¥it vétsi interval &isel, nap¥. 1,2,...,100.
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Témata Rekreaéni Glohy

Pofadi | Jméno Skola 5 ,]/1 23 4R1|45 6.1 6.2 63 64 |55,
1. Doc. Pavol Habuda 3.B,7 168 6 8§ 01]55 1 1 3 1 30 53
2. Bc. Petr Zima 4.A,GKlad 10|25 4 29 39
3. Dr. Jan Holedek 3.A,GKJB 71 8 5 1 2 3 4 23 38
4. Zdengk Dvofak VIA,GNové 910 5 11 3 3 23 32
5. Bc. Lenka Zdeborova | 3.A,GPlzeit 12 4 4 1 2 2 13 25
6.—7. | Doc. Jan Myslivedek 3.A,GKJB 100 5 5 4 14 24
Antonin Lejsek 5B/6,GKoje 9 4 4 1 2 4 15 24
8. Be. Karel Kyrian 3.A,GBudé 14 7 7 21
9. Robert Vacha 3.A,GJihl 5 2 4 1 2 3 3 15 20
10. |Bc. Tom4s Nedas 3.B,GKJB 12 5 1 1 7 19
11. | Vaclav Kudera 3.A,GSmich 8 3 1 2 3 9 17
12. | Dr. David Holec 3.A,GKJB 72 0 1 4 5 16
13. | Martin Netolicky 3.B,GMedl 4 5 1 3 2 11 15
14. Ji¥f Chaloupka kvinta,GZidlo 8 5 1 6 14
15. | Jozef Gajdos 4.A,SP8S 7il 0 55 1 0 2 0 13 13
16.-20. | Pavel Augustinsky V.B,GHavi¥ 3 2 2 4 § 11
Dr. Ondfej Pfibyla 3.A,GKJB 81 01
Bce. Martin Wokoun 3.A,GKJB 11 0 11
Jif{ Vabek kvinta,GZd4r 5 1 1 4 6 11
Svatava Stehlikova sexta,GHust 4 31 3 7 11
21.-22. | Jan Proklegka oktava B,GZlin 3 3 4 7 10
Be. Lubo3 Dostal septima, GSt¥b | 10 0 10
23. | Lenka Kuderova septima, GJicin 7 0 2 2 9
24. | Dr. Véclav Radansky |3.A,GKJB 87 0 8
25.-26. | Dr. St¥panka Kukovs |4.E,GArab 54 0 6
Vladislav Valek 7,7 6 0 6
27.-31. | Michal Tarana 1.C,GVOZa 0 4 1 5 5
Peter Hunana 4.,GBystr 5 0 5
Alena Kovérova 3.A,GBlava 5 0 5
Karel Honzl 3.,GPodb 5 0 5
Juraj Fedor 4.,GBystr 5 0 5
32.-36. | Lucie Petrackova 4.L,GStras 4 0 4
Miroslav Cern§ 3.,GKutn 4 0 4
Pavel Moravec 3.A,GKJB 4 0 4
Andrea Svinkova ?7,GUhHr 4 0 4
Mgr. Jarmila Muladova | 4.,GMIBol 29 0 4
37. | Brafio Bada 4.,GDubni 3 0 3
38. Tom4s Svatoi 1.,SP8Stav 0 1 1 1

Adresa redakee je:

Uzévérka dalifho éfsla je 5. bfezna. 1998.
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