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Zadani uloh

Uloha 6.1 — Rovnob&Znik (4b)

Méjme mnozinu vSech rovnobé&inikt ABCD takovych, Ze |AB| = 8 cm a
|BC| = 6 cm. Ve vnéjsi oblasti kazdého z nich sestrojme mnozinu bodt X, pro
néz je |[SAXB| = 75°, a mnoZinu bodd Y, pro néz |{BY C| = 45°. Pro kazdy
¢tytfihelnik ABC'D oznadme X, Yy ty ze sestrojenych bodt, jejichz vzajemna
vzdélenost je nejvétsi mozna. Oznacéime-li | XoYy| = d, pak existuje takovy rov-
nobé&znik ABCD, pro ktery nabyva d maximalni hodnoty. Uréete obsah tohoto
rovnobézniku.

Uloha 6.2 — Oscilujici sland voda (6b)

Kelimek s malou dirkou na spodni strané, ktery obsahuje slanou vodu, je ¢as-
teéné ponoifeny do velké naddoby se sladkou vodou a upevnény.

Vysvétlete mechanizmus pozorovaného periodického procesu a zkoumejte
zéavislost periody na riznych parametrech.

Na zékladé teoretickych tvah a experiment formulujte vztah udavajici
frekvenci tohoto jevu a urcete okrajové podminky, aby kmity vibec mohly
nastat.

Pro zviditelnéni procesu by méla byt voda v kelimku zabarvené.

Uloha 6.3 — P¥imky (4b)

Najdéte co nejvice pfimek v prostoru takovych, aby méla kazda od kazdé vzda-
lenost 1 (vzdélenost dvou pi{mek p, g je min{|z — y|,z € p,y € q}).

ResSeni témat

Téma 1 — Oko a stroboskopie

Dr"™ Josef Cmar poslal ndpady na niekolko optickych klamov, pri ktorych sa
zameral najmi na nepresné odhady vzdialenosti predmetov v noci. Cez den

.....

nenachddza na bezobla¢nej oblohe), v noci je to tazgie. Kolega Cmar rozvija
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svoj prispevok a vysvetluje, ako vznikd UFO na plahach strednej Austrilie.
Pomocou fatamorgany je zobrazovany obraz mesta niekolko desiatok kilometrov
daleko na dialnicu prechddzajicu vyprahnutou plaiou.

Bzuco

Téma 3 — Vystavba siti

Mgr™ Zbynék Konecny nam zaslal ¢lanek prof. Sykory o siti pro ¢tyfi body. Po-
stup prof. Sykory je zobecnénim feSeni pro trojthelnik od Dr* Cernohorskeé,
ktery jsme uverejnili v ¢isle 10.3. Sykortiv ¢lanek v8ak opomiji ,patologické®
piipady, proto otiskujeme ¢lanek Dr*™ Evy Cernohorské o nekonvexnich &tyi-
thelnicich (Eva Fegila v8echny pfipady jinym postupem, avSak v FeSeni pro
konvexni &tyfuhelniky se dopustila chyby). Existuji v8ak i jiné ,patologické“
pfipady neZ nekonvexni ¢tyfuhelniky (viz diskuse za obéma ¢lanky).

O nejkratSim spojeni ¢ty bodi v roviné
prof. Ant. Sykora

Nejkratsi spojeni ¢ty bodid v roviné lze uskutec-
niti péti spojnicemi, jez se sbihaji vzdy po tiech
ve dvou uzlovych bodech a v nich vespolek stejné
thly (po 120°) sviraji.

Dané body A, B, C, D spojime po dvou, sestro-
jime nad stranami AB, C'D ¢tyttahelnika, jez lezi
v ostrych thlech dhlopficek, rovnostranné troji-
helniky ABM, CDN a opiSeme jim kruhy; pri-
seCiky R, S téchto kruht se spojnici temen M N
rovnostrannych trojihelnikd jsou body, jez spo-
jeny vespolek s danymi body A, B, C, D dévaji
nejkrat§i spojeni téchto ¢tyt bodda.

Diikaz: Volime-li misto bodd R, S kterékoli jiné
uzlové body P, @, sestrojime nad spojnicemi AP,
D@ rovnostranné trojuhelniky APT, DQU, shle-
dédme snadno, ze plati (ze shodnosti trojihelnika
APB a ATM):

PA=PT,
PB=TM

Obr. 3.1

a podobné téZz dostdvame (ze shodnosti trojihelniki DCQ a DUN):

QD =QU,
QC =UN,
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Obr. t3.2 Obr. t3.3

procez celé spojeni GiseCek PA + PB + PQ + QC + QD jest rovno lomené
¢ate MTPQUN. Pro body R, S pfejde tato lomend ¢ara v pfimku MN. O

Sit pro nekonvexni Ctyrahelnik
Dr™ Eva Cernohorskd

V nekonvexnim étyithelniku lezi jeden bod uvnitf trojihelniku tvoreného zby-
lymi vrcholy. Nechf je to bez Gjmy na obecnosti bod D.

Bude-li potieba rozbocovaé, bude muset lezet uvnit¥ trojihelniku ABC.
Rozbocovaé totiz spojuje pravé tii body (viz ¢islo 10.5), z bodd A, B, C a D
nelezi zaddny vné trojihelnika. V &isle 10.3 jsme ukézali, Ze uzel pro tii body
nemuze lezet vné trojahelnika, ktery tyto body tvoii, proto vSechny rozboco-
vace musi leZet uvnitt trojihelnika ABC (pokud byl rozbocovag, jehoz nékterd
ramena vedou do rozbocovacl,, musi opét tento lezet uvniti trojihelniku tvo-
Feného témi rozbocovadi).

Trojthelnik ABC je rozdélen na t¥i trojahelniky: ABD, BCD a ACD.
Mohou nastat tyto ptipady:

1) V8echny trojihelniky maji jeden dhel 120°, potom je bod D pfesné
v misté, kde bychom zvolili rozbocovaé v trojihelniku ABC.

2) Pravé jeden trojihelnik mé thel u vrcholu D mensi nez 120°, bez
1jmy na obecnosti necht je to trojihelnik ABD. Do tohoto trojthel-
niku umistime rozbocovac pro trojahelnik. Optimdlni sit je pak na
obr. t3.2.

3) Jsou dva trojihelniky, které maji thel u vrcholu D mensi nez 120°, bez
1jmy na obecnosti necht jsou to trojihelniky ABD a ACD. V kaz-
dém z nich mazeme najit optimalni misto pro rozbocovaé, ale po-
kud bychom pozili oba (viz rozbolovade X a Y na obr. t3.3), dostali
bychom z trojahelnikové nerovnosti

|[AX|+|CX|+|DX| > |CD|,

resp.
|AY|+ |DY| + |BY| > |DB|,



neboli pokud jeden z rozbocovacl nahradime pfimym spojenim zby-
vajictho bodu, bude celkova délka sité kratsi. Vybereme samoziejmé
tu variantu, na které vice vydélame.

Pozn. red.: Dr'™ Eva Cernohorskd nam vyslovila v tomto ¢ldnku nékterd
tvrzeni bez dikazu. Najde se nékdo, kdo je dokédzZe (¢i vyvrati)?

Reseni prof. Sykory a Dr"™ Evy Cernohorské samoziejmé dohromady nefesi
vSechny mozné ¢tyriihelniky. Reseni prof. Sykory selZe totiz vidy, kdyz se spoj-
nice bodiit M N dostane mimo ¢tyriihelnik, coz miiZe nastat i pro ¢tyrihelnik
konvexni (to, Ze dva z Ghla ¢tyfihelnika jsou vétsi nez 120°, ovSem neni posta-
¢ujici podminkou). Dokdze nékdo problém vyfesit pro vSechny pripady?

Martin Krsek

Téma 4 — Odpory a mrizky

Odpor pravidelné obdélnikové mrizky
Dr™ Jan Musilek

Méjme mtizku velikosti m x n, viz obrazek t4.1. Ten znazorihuje miizku jako
soustavu odport, z nichz kazdy mé odpor o. Plosné elektrody A a B spojuji ,,pét
vétvi“ obvodu vodi¢em (odpor elektrody je tak maly, Ze ho mohu povaZovat za
nulovy).

Obr. t4.1

Zamyslel jsem se nad tim, co by se stalo, kdyby se obvod hodné zjednodusil.
Odstranil jsem v8echny svislé spojnice v mfiZce, coz se projevi zmizenim vSech
»Svislych®“ odport:

I I
| | | | | | | | | | | | |
|ulululululululululululul

Obr. t4.2

ProtoZe hodnota vech vodorovnych odport je stejnd (rovna o), rozdéli se
napéti U mezi elektrodami na m stejnych dild u = U/m. Svislé ¢arkované ¢ary
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tedy spojuji mista se stejnym potencidlem. V tuto chvili nejsou propojena, ale
kdybych je jakkoliv propojil (at zkratem, nebo odporem), netekl by mezi nimi
zadny proud. Odstranénim vSech svislych spojnic v miiZce (,,svislych odpora“)
se tedy poméry v obvodu viibec nezméni. To ale znamend, Ze naSe miizka ma
stejny odpor jako nésledujici zapojeni odpor:

V kazdé jednotlivé vétvi je zapojeno za sebou m stejnych odport o. Celkovy
odpor jedné vétve je
Ry =mo. (t4.1)

Vedle sebe (paralelné) je zapojeno n + 1 stejnych vétvi s odporem R;. Vy-
sledny odpor celé miizky tedy je

R1 m
= = . t4.2
Rk n+l n+1 7 (¢4.2)
V nagem ptipadé
12 12
R 111°=35° (t4.3)

Pozn. red.: K rovnakému zdveru dosiel aj Mgr™ Peter Peresini.

Rozkradena krychle
Dr™ Zuzana Rozlivkova
Rozdélim si krychli na platky tloustky ! (kolmo na pfichozi kontakty), ty jsou

jakoby spojené sériové. Pseudoodpor jedné plné vrstvy je (budu vSude psat
kolik je R/p)

1/17.
Pseudoodpor jedné malé kostky je
112 =1/1
a krychle
1/L.

Budu predpokladat, ze kostky z krychle budou mizet natolik rozumné, ze
nevznikne néco jako na obrazcich t4.4 a t4.5 a ze L > I, L/l je pfirozené
konecné ¢islo.



Obr. t4.4 Obr. t4.5

Pseudoodpor vrstvy bez jedné kostky je

l
L2_l2

a krychle bez jedné kostky

L Ni, U _L-l, I
l IR P R R F P

Pokud odebereme dvé kostky z riznych vrstev, bude pseudoodpor krychle

L—-2] 2l
L2 +L2_l2’

po odebrani n kostek z riznych vrstev to bude

e S
L "\ pe)

takze kazdym ubranim kostky zvétsime odpor o

! !
2-12 L%

Pokud z jedné vrstvy ubereme dvé kostky, bude jeji pseudoodpor

1/L?
L2 —212°
pseudoodpor krychle pak bude
L—1 4 l
L2 L2 212"

Pseudoodpor krychle po odebrani n kostek ze stejné vrstvy bude

L—l+ l
L? L? —nl?”’




B X/6 7

Pozn. red.: Redakcia sa domnieva, Ze opisany postup je prili§ zjednodusSeny.
Neberie do ivahy zmeny tvaru elektrického pola, ktoré vznikni vdaka diere
uprostred kocky. Vyskisajte napriklad experimentalne na elektrickom plechu.
Ako priklad vezmime dve kocky ... prvd md vyrezany otvor v strede o Sirke [ x 1
a druhd rovnaky otvor, ale odreZzeme jednu hranu. Odpor v druhom pripade
rastie ako L/l. Z toho vyplyva, Ze ndhodne zgrupované diery v smere pridu
prispievaji k celkovému odporu menej ako zgrupované diery kolmo na smer
pridu.

Akokolvek, autorka je na spravnej ceste, treba ale dotiahnit do konca tieto
vypocty a vyjadrit R ako funkciu hustoty kociek—dier, ak tieto si rovnomerne
rozmiestnené vo velkej kocke.

Bzuco

Téma 5 — Opilec aneb difuse trochu jinak

Pozn. red.: Pfisla ndm dvé reSeni, ktera se obé snazila o doplnéni ¢lanku Opi-
lec v zajeti matematiky, jehoz autorkou byla Dr™ Eva Cernohorskd. Ta ndm
zaslala vylepSeni svych tivah a stejné téma zpracoval i Mgr™ Martin Dungl.
Prohlédnéte si tedy postup, jaky zvolil druhy jmenovany pri reSeni takto kom-
plikovaného problému.

Opilec v zajeti matematiky — doplnéni
Mgr™ Martin Dungl

Ozna¢me Ay, pocet posloupnosti kroki, v nichz bude stat opilec po k krocich
na misté ptivodné vzdaleném 30 krokt dopfedu (tedy doma). Déle si oznac¢me
By, pocet posloupnosti, v nichz opilec stoji po k krocich na tomto misté poprvé
(tj. v Zaddné takové posloupnosti nestdl na tomto misté po ¢ krocich, i < k).
Dy, bude znagit pocet posloupnosti, v nichz existuje ¢ < k takové, Ze opilec stal
po i krocich na tomto misté, a koneéné C}, znaéi pocet posloupnosti, v nichz
opilec stoji po k krocich na misté, na némz stal po 0 krocich.

Nasim tkolem je uréit Digg. Dr'™ Eva Cernohorskd uréila spravné Ay.
Abychom urdili By, musime odeéist v8echny posloupnosti, ve kterych uz doma
opilec alespon jednou byl. Ty si rozdélime do téchto skupin: v prvni skupiné
budou ty posloupnosti, ve kterych dosel opilec poprvé domt po 30 krocich, ve
druhé ty, ve kterych byl poprvé doma po 32 krocich, ..., v posledni pak ty, ve
kterych byl poprvé doma po k— 2 krocich (pro liché k£ nemiiZe opilec zjevné byt
doma). Tak mame zajisténo, Zze kazda posloupnost krokd, kdy uZ opilec doma
byl, je obsazena v pravé jedné skupiné. Abychom zjistili jejich celkovy pocet
Ay, — By, musime pro kazdé sudé ¢ (30 < i < k — 2) pfendsobit pocet moZznosti,
jak se opilec mohl po i krocich dostat poprvé domi, poétem mozZnosti, jak se
po dalsich k& — i krocich vratil zase domi. Proto

By, = Ap — (B3gCr—30 + B32Cf_32 + ... + Br_2C>),



k—2
By = Aj, — Z B;Cr_; .

=30
isudé

Po dosazeni vzorci Dr™ Evy Cernohorské pro Ay a Cy_; dostaneme:

(k—30)/2 k—2 (k—1)/2

3 k! (k —)!
By = Y B | |
YOS nE0t () %"é ;o () (552 - 5))°

Problémem je, ze zndme By, jen pro k = 30, kdy mé opilec jedinou moznost,
jak se dostat domd, tj. B3g = 1. Protoze na urceni By musime znat Bsg, Bsa,
..., By, je nalezeny vzorec jen rekurzivni. To znamenad, Ze na Gspésné vyreseni
pfikladu musime dosazenim do vzorce uréit By pro vSechna suda k mezi 30
a 100.

Dojde-li opilec po k krocich doml, m4 41°°—* variant, jak jit dale. Af uz si
vybere kteroukoliv z nich, je pro nas jeho posloupnost krokt vyhovujici. Proto
pro Do plati:

Digo = B3g4™ 4 B324% + ... + Bggd® + By,

100

D100= Z Bk41007k.

k=30
k sudé

Pro pravdépodobnost, ze do sta krok dojde opilec domt, pak plati:

_ Daoo
T 4100 -

Pozn. red.: Jak jste si nejspiSe vsimli, jde v podstaté o tentyZ rekurentni
pristup, jaky pouZil Mgr™ Tomds Gavenciak v minulém cisle. Nastal ndm his-
toricky casty jev — tataz teorie je znova a znova nezavisle objevovana. Je uZ
opravdu na Case piejit k difusi.

Charlie

Téma 6 — Grafika

K tomuto tématu ndm pfiSlo hned nékolik zajimavych zplisobt uréeni kiivky
ze zadani.

Prvni zplsob spocivd v nalezeni soufadnic priseéikti a vyvozeni rovnice
vysledné ki#ivky. Tento zpusob pouzili ve svych feSenich Doc™ Stanislav Ba-
sovnik, Mgr™ Martin Dungl, Mgr™ Zbynek Konecny a Dr™ Helena Kubdtovd.
Nasledujici ¢lanek neni pfesnym piepisem zadného z nich, ale princip feseni je
stejny.
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Analytické urceni rovnice krivky

Kfivku budeme uvazovat umisténou v pravoaihlé souradné soustavé s osami
odpovidajicimi poc¢ateénim polopfimkam, na které se nanasi znacky. Oznaéme
a vzdalenost mista, kde se kfivka dotyka osy, od pocatku. Kreslené asecky pak
spojuji body [0,!] a [a — I,0] pro libovolné I € (0, a).

Rovnice této tsetky (pfimky) tedy bude

l
=+ —2=x. t6.1
y=l+,—u (t6.1)
Pfimku uréenou touto rovnici oznaéime p(I).
Vezméme si ted dvé pfimky p(l) a p(l + Al). Z (t6.1) plyne soustava dvou
rovnic pro jejich prisecik. Po vyfeSeni vyjde
(l—a)(l—a+ Al {1+ Al)

2y = - A (t6.2)

Pokud budeme uvaZovat dvé nekoneéné blizké pfimky (a tedy Al jdouci
k nule), bude jejich prisecik lezet na hledané kiivce. Jeho soufadnice jsou
(1= _r

o = 0=
a ’ 4 a

(t6.3)

Vzorce (t6.3) jsou parametrickou rovnici hledané kfivky (I je parametr, ktery
nabyva hodnot z intervalu (0,a)).
Jednoduchymi tpravami lze rovnici (t6.3) pfevést do tvaru funkce

2
y=(Va—+z)", (t6.4)

pripadné do tvaru obecné rovnice
22 4+ y? — 2zy — 2ax — 2ay + a®> = 0. (t6.5)

Z posledniho vztahu uz vidime, Ze jde o kuzelosecku. To, 7e neni degene-
rovand, 1ze jednoduSe poznat z obrazku, takze zbyva uréit jeji typ. Naptiklad
pohledem do Bartsche! zjistime, Ze je tfeba spoéitat A - B — C2?, kde A je
koeficient pred ¢lenem z2?, B pied &lenem y? a C pred 2zy. Dosazenim &isel
z (t6.5) zjistime, Ze vychazi nula, coZ podle vySe zminéné publikace znamen
parabolu.

V doslych feSenich se objevily rtzné zpusoby, jak k ziskané rovnici pfi-
fadit n&jakou zndmou k¥ivku. Asi nejéast&j$i a nejjednodussi zpisob (mimo
vyse uvedeného pouziti literatury) byl nésledujici. To, Ze jde o parabolu, n&jak
uhddneme (tfeba vyluovacim zplisobem) a ted se své tvrzeni jen pokusime do-
kézat. K tomu si graf oto¢ime o 45° okolo pocatku. Tedy rovnice (t6.3) prejde
substituci

&' =V2z0 — V2yo, y' = V20 + V2y0 (t6.6)

I Hans-Jochen Bartsch: Matematické vzorce, Praha 1971, strana 302
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na tvar 92 _ 9] )
d=Via-2), oy =VET— (t6.7)

Z néj vylou¢ime parametr [ a zbude nam pfedpis pro kvadratickou funkci

! \/i 12 \/i
Y=g +5a. (t6.8)

V kazdém piipadé muzeme prohlasit, ze zkonstruovang kfivka v limitnim
pripadé piejde na ¢ast paraboly.

Déle autofi dokazovali, ze vysledna kiivka bude parabolou jak pro obecny
thel mezi polopfimkami (Doc™ Stanislav Basovnik), tak i pro jiné rozestupy
znadek (méFitko) na polopfimkach (Mgr™ Martin Dungl, Mgr™* Zdenék Konecény
a Dr"™ Helena Kubdtova).

Zcela jiny pristup k reSeni problému zvolil Mgr'™ Frantisek Konopecky. Misto
analytické geometrie vyuzil nékolika geometrickych vlastnosti paraboly.

Geometrické reseni
Magr™ Frantisek Konopecky

Protoze méame dobrou predstavivost, tak nas po chvilce snéni o dalgich primkach
vytvofenych podle pfedpisu musi napadnout, Ze hledand kfivka neni uzavien4.
Pokud si to nedokdZeme predstavit, sta¢i vzit tuzku a papir, zvolit vhodné
méfitko a ¢marat a ¢méarat, dokud to nebude jasné. Druhd zasadni myslenka,
ktera by nas méla trknout, je ta, Ze naSe kiivka nebude hyperbolou, protoze
u ni nikdy nenalezneme asymptoty (pfimky, k nimz by se kiivka neomezeng
pfiblizovala), a tak timto vylu€ovacim zpisobem dojdeme k parabole, jakozto
jediné pomérné zndmé kiivce spliujici nafe podminky.?

Abychom tulohu spravné vyfesili, je nutné
zopakovat si par vlastnosti paraboly. Parabola
je urcena ohniskem F' a hlavni pfimkou h. Je
definovana jako mnozina bodi, které maji stej-
nou vzdalenost od F a h.

Jeji dulezitou vlastnosti, kterou pti liceni
pouziji, je, ze libovoln4 pfimka ¢ je te¢nou pa-
raboly, jestlize se v ji uréené osové soumérnosti
zobrazi ohnisko na hlavni pfimku. Jind inter-
pretace této véty zni, Ze piimka t je tecnou
pravé tehdy, kdyz pata kolmice z ohniska na ¢

2 Pozn. red.: K tomuto uréeni hledané kiivky lze mit jisté mnoho ndmitek.
Zvlasté posledni predpoklad, Ze musi jit o nékterou kuzelosecku, autor nijak
nepodlozil. Nicméné tento tivod slouZi jen jako jakasi ,heuristika® a dale se
korektné dokazuje, Ze je tento uhodnuty vysledek spravny.
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lezi na pfimce v, ktera je rovnobézna s hlavni pifimkou a lezi v poloviné vzda-
lenosti mezi ni a ohniskem.

Druhou, neméné dulezitou vlastnosti paraboly a jeji teény je vlastnost ply-
nouci z predchoziho tvrzeni. Totiz Ze hel mezi te¢nou a spojnici bodu dotyku
T a ohniska F' je stejné velky jako Ghel mezi te¢nou a kolmici z bodu dotyku
na hlavni pfimku.

Nyni uz mame potiebny zdklad k tomu, abychom geometricky vytesili za-
kladni alohu, tak se do toho pustme.

Méjme dvé na sebe kolmé polopfimky,

které si tradi¢né oznafime z a y. Jejich y

prise¢ik nazvéme stfedem O. Piimky vy- T,

tvarejici hladkou kfivku jsou vlastné jejimi |

teCnami, protoze s ni maji spoleény praveé

jeden bod. Kdyz bude téchto piimek ne- \

kone¢né mnoho, nemé smysl rikat, Ze po- \

souvame pravitko o stejny usek. Je lepsi R\
tict, ze pokud teéna protin polopfimku z v

v néjakém bodé vzdileném z; od stiedu ,
O, tak protne polopfimku y ve vzdalenosti /
y1 = d — x1, kde d je pevné zvolené ¢islo. M,

/
Pak lze ihned intuitivné nalézt dva body 0] X \ '\ T,'T
dotyku. LeZi na polopiimce z, resp. y a je- h t v

jich vzdalenost od stfedu O je d. Tyto body

si hned oznacime T, a Tj,.

Kdyz se nyni zamyslime nad osou hledané paraboly, tak nis asi napadne,
ze bude totozné s osou polopiimek x a y, protoze i celd mnozina tecen je podle
této osy soumérnd. Ohnisko tedy bude leZet nékde na ni a hlavni pfimka na ni
bude kolma4.

Kolmice z bodu dotyku T, na hlavni pfimku (o které jesté nevime, kde je,
jen to tusime) svird s polopfimkou x Ghel 45°, protoze je rovnobé&Zzni s osou
paraboly. Pak je ale podle vylozené véty thel mezi = a poloptfimkou T, F' také
45°. Ohnisko tedy mame jasné urceno — F' je stiedem tsecky 1,T,. Z polohy
ohniska plyne rovnéz poloha hlavni pfimky. Ta prochdzi stftedem O.3

Tim jsme jednoznac¢né urcili parabolu, kterd by mohla byt nasi hledanou
hladkou kfivkou. Zbyva to nejtézsi — dokazat, ze nase hladka kiivka je skutecné
¢asti nalezené paraboly.

Mgéjme tedy libovolnou pfimku ¢ vyhovujici zadani. Priseéiky s polopfim-
kami z a y ozna¢me X a Y. Déle ozna¢me M, a M, paty kolmic z ohniska na
prislusnou poloptfimku a ) patu kolmice z bodu F' na pfimku ¢.

Nyni pot¥ebujeme dokézat, ze bod @ lezi ve vzdalenosti |F'O|/2 od hlavni
pfimky. Ze zadani pfimo plyne, ze |M,0| = |M,0| = d/2 a |XO|+|YO| = d.

3 Pozn. red.: Viz prvni zminén4 véta o zobrazeni ohniska v 0sové soumérnosti
dané tec¢nou.
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Z téchto dvou vztaht dostaneme |M,X| = |M,Y|, coz je celkem zifejmé.
Déle plati |FM,| = |FM,|. Z téchto dvou rovnosti a z existence dvou pravych
thll jiz bezprostiedné plyne, ze AFM,X ~ AFM,Y podle véty sus. Od-
tud dostdvame, ze |[FX| = |FY|, tedy Ze trojahelnik FXY je rovnoramenny.
Rovnoramenny trojthelnik mé jednu vygku (shodou okolnosti prévé tu, kterou
potiebujeme) shodnou s t&Znici, a tim padem je @ stfedem tsetky XY. Jsme
skoro u konce diikazu. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze soucet vzdalenosti bodi X a
Y od hlavni pfimky je konstantni a je roven vyrazu d/ V2. Vzdélenost st¥edu
tise¢ky dané témito body (tj. bodu Q) od h tedy musi byt d/2+v/2.

ProtoZe je také |FO|/2 = d/2v/2, lezi bod @ vzdy na p¥imce v, t je te¢nou
k nalezené parabole a diikaz je tim konecné hotov.

Pozn. red.: Déle autor piSe, Zze v obecném pripadé, kdy na sebe poloprimky
nejsou kolmé a vzdalenosti znacek na nich jsou navzdjem riizné, je vznikla
hladké kfivka téZz ¢asti paraboly. Ohnisko a hlavni pfimka uz ale leZi jinde.
Diikaz autor neuvadi s odvolanim na to, Ze je analogicky k vyse uvedenému,
jen o trochu sloZitéjsi.

Dale, opét bez diikazu, uvadi, co musi platit pro umisténi primek, aby vy-
tvorily jiné kuzelosecky. Piimku nakreslime tak, Ze polopfimku x protina ve
vzdalenosti 1 od O a poloprimku y ve vzdalenosti y; .

( 3 (

—+—=d kruznici.

Pokud 4 i.;.ﬁ:d ¢, Dpakjdeo ¢ elipsu.
Z1 1

T1y1 = d { hyperbolu.

Jesté jiny postup reSeni tlohy zvolil Bc™ Martin Suchan, ktery si zada-
nou kiivku nakreslil ve vektorovém editoru a dale ji v ném méril a upravoval.
Nakonec také dospél ke spravnému feSeni.

Pokud se chcete timto tématem dale zabyvat, zkuste tieba zapremyslet,
Jjestli a pripadné jak by se dalo této metody vyuzit ke geometrickym konstruk-
cim. Napriklad jak zvolit polopfimky a znacky na nich, abychom dostali para-
bolu s pozadovanymi vlastnostmi.

Doc™ Lenka Studni¢nd nam poslala popis zajimavé metody konstrukce pa-
raboly. ,Na papir nakreslime bod a pak papir ohybame tak, aby se bod vzdy
dotykal jedné urcité hrany papiru. KdyZ papir hodnékrét (idedlné nekonecné-
krat) ohneme, objevi se hladkd krfivka. Otdzkou je pro¢ (a zda viibec) je to
parabola.“

Marble

Téma 7 — Krizovatky

Regeni pfislo nékolik, drtiva vétSina FeSiteld se oviem omerzila na vydet typt
kfizovatek. K jednotlivym kfizovatkdm poté fesitelé uvedli jejich vyhody a
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nevyhody. Nékteri feSitelé také napsali o dopravni situaci v jejich mésté. Presto
se najdou i nékteré zajimavé véci, kterych si vsimli:

e KfiZzovatka s dopravnimi zna¢kami (Doc™ Lenka Studnicnd)
Idedlnim mistem pouziti je frekventovand silnice, na kterou se pfipojuji
komunikace méné vyznamné a méné pouzivané. Ridi¢ jedouci po hlavni
silnici jede plynule.

e Svételna kiiZovatka (Doc™ Lenka Studnicnd)
Jsou nutné pro kiizeni frekventovanych silnic, zajistuji relativné plynulou
jizdu ze v8ech sméri. Klicovou otazkou je to, jak maji byt semafory sefize-
ny. Velmi dobrym, ale také ndkladnym feSenim je umistit pfed kifizovatku
v kazdém sméru ¢idla, kterd by monitorovala hustotu dopravy a regulovala
by tak svételné signdly. Tedy pro frekventovangjsi silnice bude svitit zelend
déle nez pro ty, kde pfijizdi aut malo. Tento systém také oSetii pripady, kdy
v urc¢itou dobu jezdi auta pfevazné z jednoho sméru.

¢ Kruhovy objezd (Mgr™ Karla Prochdzkovd)
Kruhové objezdy lze s vyhodou pouzit pfi dostatku mista hlavné tam, kde
se spojuji minimalné t¥i velmi frekventované cesty, pfipadné se pfipojuji
dalsi vedlejsi. Proto se s nimi nesetkdme pfili§ ¢asto v centrech mést, ale
jsou velmi vhodné na mistech, kde hlavni silnice trochu miji mésto a z ni se
odpojuje hlavni silnice do centra mésta. Okruh zpomali fidice a ¢astecné je
tak také upozorni na to, 7e se dostali do mésta a méli by byt pozornéjsi.

e Jednosmérky (Mgr™ Jan Ki¥ivonozka)
Uzivaji se hlavné v historickych centrech, kde jsou prosté moc Gzké cesty,
nebo umeéle proto, aby se zamezilo vytvoreni jedné centralni kiizovatky roz-
délenim na vice mensich kfizovatek. Dochézi k mirnému zpomaleni, protoZe
je nutné obcCas najet vétsi vzdalenost, nez je tfeba. Na druhou stranu se zvysi
bezpecnost.

Mgr™ Peter Peresini se hloubéji zabyval otazkou efektivniho vyuziti kiizo-
vatek se svételnou signalizaci.

Krizovatka zo semaformi
Mgr™ Peter Peresini

Majme dana nejaka krizovatku zo semaformi. Predpokladajme, Ze na semafore
je len zelend a Cervend (Tudia aj tak ignoruji zlt). Na nasej krizovatke je osem
semaforov. Je jasné, ze vSetky nemodzu byt zaraz zapnuté.

Situdciu si zndzornime trochu inak. Majme graf o osmi vrcholoch. Medzi
dvoma vrcholmi bude viest hrana vtedy, ak nemdzu svietit sicasne. Ozna¢me
si takty ako a, b, ¢, ... NaSou tlohou je priradit kazdému vrcholu aspon jedno
pismenko (1 takt), v ktorom bude na danom semafore svietit zelend. Lenze
musime dédvat pozor na to, Ze vrcholy spojené hranou nemdZzu mat to isté
pismenko. Tahko nahliadneme, 7e ak existuje také priradenie pismenok, ze kaz-
dému vrcholu priradime aspon jedno pismenko, potom existuje aj priradenie,
ze kazdému vrcholu priradime prave jedno pismenko.
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No a tato tloha sa uZz velmi podoba na problém ofarbenia grafov z tedrie
grafov. Ako vieme, tento problém je NP, a tak ndm neostiva ni¢ iné, len pre-
skasat v8etky moznosti. ESte predtym vSak mozeme zistit tieto veci:

® nie je 2-zofarbitelny.

e urlite je T-zofarbitelny, pretoZe najvicsi index vrcholu je 6 (vrchol
&islo 7).

¢ nie je rovinny (neviem dokézat).

Predpokladajme teda, Ze sme prebehli vSetky moznosti a zistili sme mi-
nimalny pocet farieb a mame zachyten aj jednu taka situiciu. Potom tato
situdciu esSte musime ,zlep&it“. Jej chyba je v tom, Ze jednému semaforu pri-
radi len jeden takt. A samozrejme je jasné, Ze semafor moze svietit aj viacej.

Pozn. red.: Dosla reSeni se ovsem lisi od toho, co jsme ocekavali. Jisté jsou
mezi vami schopni programatori, kteri vytvori malou kiizovatku s prijizdéjicimi
fididi.

Jirka

ResSeni uloh

Uloha 4.1 — Kondenzator (5b)

Zadani:
M¢éjme nabity otoény kondenzdtor, na jehoZ svorkdch je napéti U. PrFipojime k nému odpor R,
pies ktery se bude vybijet. PFitom chceme, aby napéti na svorkdch kondenzdtoru (nebo odporu)
zustdvalo stdle U. Jak toho miZeme docilit?

Spocitejte energii, kterd se béhem celého vybijeni spotiebovala na odporu. Spocitejte také
energii, kterd by se spotrebovala v pripadé, Ze bychom nechali kondenzdtor vybijet bez regulovdni
napéti. Co znamenaji ziskané viysledky a jok je vysvétlite?

Reseni:
Z definice vime, 7ze kapacita kondenzatoru urcuje naboj, ktery je ulozen v kon-
denzatoru, pokud je na jeho svorkach jednotkové napéti. Neboli vzoreckem:

Q=CU. (r1.1)

Poéateéni ndboj v kondenzétoru plyne p¥imo z (r1.1). Tedy Qo = CoU, kde
Co je pocatecni kapacita kondenzatoru. Pri konstantnim napéti potece pies
odpor konstantni proud I = U/R. Proud je nidboj pfeneseny za jednotku ¢asu,
takze v Case t bude naboj v kondenzatoru jen

Q) = Qo — % : (r1.2)

Abych pfi tomto ndboji udrzel pivodni hodnotu napéti, musim snizit ka-
pacitu kondenzatoru. Dosazenim (r1.2) do vztahu (rl.1) vyjde
Ut t

CoU - = =C(U,  C(t)=Co—%- (r1.3)
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Kondenzatorem tedy musime otacet tak, aby se kapacita linedrné snizovala
z polateéni hodnoty Cy a aby v ¢ase RCy klesla na nulovou hodnotu (v tu
chvili bude kondenzator zcela vybity).

Vykon, ktery se spotfebovava na odporu, lze uréit podle zndmého vztahu

P=UI, (r1.4)

kde U je okamzité napéti na odporu a I okamzity proud jim tekouci. Vime,
ze vykon je energie spotfebovand za jednotku ¢asu a proud je naboj prosly za
jednotku ¢asu. V pripadé konstantntho napéti tudiz musi platit, Ze celkova ener-
gie spotfebovand na odporu je rovna celkovému pro§lému niboji ndsobenému
napétim. Ve vysSe popsaném piipadé bylo napéti skutecné konstantni, takze
muzeme napsat, ze energie F; spotiebovana na odporu pii vybijeni s regulaci
je

E1 = Q()U = C()U2 . (1‘15)

V pfipadé vybijeni neregulovaného kondenzatoru je situace ponékud slozi-
t&j8i. Napéti bude klesat spolu s klesajicim ndbojem, tedy Uy, (t) = Q(t)/Co.
Ti, ktefl umi integrovat, si uz zbytek jisté dokazi spoéitat. Pokud se vam inte-
graly nelibi, mtzete problém fesit i jinak. Nakresleme si graf zavislosti napéti
na naboji proslém pies odpor — obr. rl.1 (pro porovnani je pferusovanou ¢arou
znézornéno vybijeni s regulaci).

I
Qo

KaZzdy nekonecné uzky sloupecek v grafu odpovida zméné ndboje pii kon-
stantnim napéti. (Jinak Feceno, mtizeme Sikmy graf nahradit velmi jemnymi
»schody“.) Spotiebovand energie je pak obsah tohoto sloupecku a celkova spo-
tfebovand energie obsah plochy pod grafem, tedy

1
E2 = Q()U = 500(]2 . (1‘16)

1
2

Energie E, navic znamen3 i energii, kterd je ,skryta“ v kondenzatoru s ka-
pacitou Cy nabitém na napéti U. Kde se tedy vzala ta druhd polovina ener-
gie F4?
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Jediné, co jsme délali navic, je otaceni kondenzatorem. TakZe se nabizi od-
povéd, Ze tim jsme vykonali prici E; /2, kterd se pak spotfebovala na odporu.

Pro predstavu, kde se tato prace vezme, je dobré si pivodni lohu mirné
preformulovat. Misto otocného kondenzatoru budeme uvazovat deskovy kon-
denzétor, u kterého snizujeme kapacitu vzdalovanim desek. (V na$i dloze je
kondenzator charakterizovan pouze svou kapacitou, takze vysledky musi byt
nezévislé na tom, jakym zptsobem tuto kapacitu ménime.)

Desky kondenzatoru maji opacny naboj, takze se k sobé pfitahuji. Pti je-
jich oddalovani tedy musime vykonat praci, ktera se pfida k energii ulozené
v kondenzatoru.

Marble

Uloha 4.2 — Cislovédni boda (5b)

Zadani:
Je ddana pravoiuhld m¥izka v x s bodi. O¢islujte v ni jednotlivé body cisly 1,2, 3, ..., r-s tak,
aby soucet absolutnich hodnot rozdili vsech dvojic cisel spojengch hranou byl co nejmensi.

Reseni:

Vétsina doslych feSeni se zabyvala piipady, kdy kratsi strana r (dale fadek)
miizky r x s méla 1, 2 ¢ 3 vrcholy. Vypozorovali jste, Ze nejlepsi je proché-
zet miizku po fadcich smérem od jednoho konce ke druhému. Mnozi z vés si
vSimli, ze u kazdého faddku muiZeme zvolit libovolné smér, kterym jej projde-
me. Bohuzel nikdo nepfisel na to, Ze toto feSeni neni mozno zobecnit pro vétsi
miizky (vétSinou jste ,inZenyrskou indukci“ prohlésili toto za obecné nejlepsi
feSent).

Dr™ Tereza KlimoSovd si vSimla, Ze budou-li posloupnosti v jednotlivych
fadcich a sloupcich monoténni, bude celkovy soucet roven souc¢tu rozdili ¢isel
krajnich vrcholi. Pokud posloupnosti monoténni nebudou, bude soucdet vétsi.
Toto tvrzeni ale nedokazala, stejné jako nikdo jiny. My platnost tohoto tvrzeni
budeme nejprve predpokladat, pozdéji se k jeho dikazu vratime.

Mnoho z vas vycislovalo vysledny soucet, ale to po vas nikdo nepozado-
val. K porovnani toho, ktery ze dvou souétd je vétsi, nemusime nutné soucty
vy¢Cislit. Snazme se nalézt metodu, jak dvé ocislovani porovnat pomoci pokud
mozno co nejjednodussiho vypoctu.

Pro n4s dalsi postup by mohl byt uziteény jiny pohled na zadani: Necht ¢islo
vrcholu pfredstavuje Cas. Pak je zaddnim minimalizovat soucet dob, po které
jsou jednotlivé hrany ,otevieny“ (vyskyt prvniho vrcholu hranu ,otevird®,
vyskyt druhého ,zavird“). Abychom tento soudet spoéitali, neni ani tak di-
lezité, které hrany jsou v Case t otevirany, resp. zavirany, dilezity je jen pocet
oteviranych, resp. zaviranych hran. Ve skuteénosti nam pro vypocet vysledného
souctu staci védét, o kolik vic hran A je v ¢ase t otevirano nez zavirano. Zadé-
nim je minimalizovat ), —t - A;. (Uvédomme si, ze >, A; = 0, coz pfirozené
odpovid4 tomu, zZe zvétSeni vSech ¢isel o konstantu nemé na soucet rozdila vliv.
Obdobné nemi vliv odislovat celou posloupnost pozpatku.)
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Zkusme nalézt optimdalni posloupnost A;. Pokud jsou posloupnosti ¢isel
vrcholl ve vSech Fadcich a sloupcich monoténni, je A nulova v kazdém vnitfnim
bodu mfizky. U netrividlni mfizky hodnotou 2 posloupnost za¢ind a hodnotou
—2 kond¢i a A je nulové ve dvou zbylych rozich miizky. Kazdy radek a kazdy
sloupec hodnotou 1 za¢ind a hodnotou —1 konéi (pfi vhodné volb& zacitku a
konce).

Snazime se zvolit pofadi vrchold tak, aby byl soucet »°, tA; co nejvétsi,
neboli zvolit poradi, kde —1 jsou v primeéru co nejdiive a 1 co nejpozdéji.
Monoténie ndm ale neumoziuje zvolit libovolné poradi. Na druhou stranu se
miizeme bez Gjmy na obecnosti rozhodnout, kdykoli za¢iname sloupec ¢i fadek,
zvolit volny, ktery je nejvice vlevo nahofe (volbu méme jen v pfipads, je-li
pfedchozi sloupec & fadek zcela dokonlen). Tato volba ndm umoZiuje snazsi
vyjadfovani. Cisla 1 se pak vyskytuji na okrajich levém a hornim, &sla —1
na okrajich pravém a dolnim.

1 2 0 2 1 0 2 101 0
1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 1 -1
1 —1 1 0 -1 1 ) 0 -1
0 1 -1 1 0 -1 1 0o o -1

Pro r =1 je tloha trividlni, pro » = 2 neni mozné vzdalenost mezi 1 a —1
zlepsit, prichod po fadcich (podél kratsi strany) je tedy optimélni.

Abychom monoténnim prichodem dosdhli prvni —1, musime projit celé
prvni dva fadky. Pro r = 3 je nejlacinéjsi dosazeni prvni —1 posloupnost 2,1,
0,1,0,—1. Déle je kazda —1 dosahovana v nejkratsim mozném ¢ase po predché-
zejici 1. Vzhledem k symetrii obou koncd posloupnosti neni mozno dosdhnout
vylepSeni ani na konci. Prichod podél kratsi strany je tedy i zde optimalni.

2 1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 1 0

1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 1 -1
1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 0 -1
1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 0 -1

Pro r = 4 je nejlacinéjsi dosazeni prvni —1 posloupnost 2,1,1,0,1,0,0, —1.
Existuje pét rlznych prichodl, které toho dosahuji. Mezi nimi je i prichod
podél kratsi strany a je tedy i v tomto pfipadé optimalni.

Pro r > 5 ale jiz existuje lepsi tvodni podposloupnost, nez je v priachodu
podél kratsi strany. Je to podposloupnost 2,1,1,0,1,0,...,1,0,0,—1, zatimco
podposloupnost prachodu podle nejkratsi strany (2,1,1,...,1,0,1,0,0,0,...,
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—1) je drazsi. Je vyhodnéjsi oddalit 1 prvniho ¥adku pouZitim 0 fddku druhé-
ho.

Otazkou zistava, zda se nevyplati pouzit 0 i z dal§ich fadka k oddéleni
1 prvniho fadku. Uvédomme si, Ze tim zaroven oddalujeme i piislusné —1.
Oznadme T rozdil poétu oddélenych 1 a —1 pro jednotlivé body v miizce. Je-li
A;,j pocet bodt horniho okraje za j-tym sloupcem, které dostanou ¢islo mensi
nez bod v i-tém radku a j-tém sloupci, pak tento bod oddaluje i — 2 hodnot
—lar—1—j—A;;hodnot 1,tedy I'; j =r+1—j—i—A; ;. AZna ,poruchy
v levé Casti mfizky zptsobené funkci A“ je funkce T' nulova na diagonéle ve-
douci do pravého horniho rohu a na diagondle posunuté o ¢ doleva je hodnota .
Policka se zapornou hodnotou I' nemd smysl prochézet dfive, nez je dokoncéen
predchozi fadek. Abychom zjistili, zda se vyplati zpomalit horni 1 pomoci 0
z i-tého fadku, musime nejprve spocitat A;; a kolik nas bude stat urychleni
otevieni i-tého Fadku (o kolik urychlime Gvodni 1 tohoto fadku). K tomu po-
tfebujeme znat optimalni prichod zprava zdola otevienym obdélnikem i x j
(hodnoty A nenulové jen na hornim a levém okraji) za pfedpokladu i < j.

2 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1

1 (&} [0}
1 (&} [¢]

1 [y} [0}
1 0 0

1 0 0

Optimalni prichod se snazi zvolit vzdy takovou 1, ktera ,,odkryje“ co nejvice
0. Vysledkem jsou prichody, kdy se postupné prosla oblast rozsifuje na ¢tverce
(z levého horniho rohu) velikosti 1, 2, .. .4 a po dosaZeni okraje jsou probirany
zbyvajici sloupce shora dold.

Pokud se rozhodneme nacit i-ty fadek pred dosazenim prvni —1 a urychlit
tim Gvodni 1 z pozice r - (i — 1) + 1 na pozici i - (i — 1) + 1, uréime tim hodnoty
I' na zac¢atku tohoto fadku I';, = I';; = r + 1 — 24 pro k < 4. Urychlime
tim tuto 1 o (i — 1) - (r — @) a zaroven je tim oddéaleno o I';; vice jednitek
horniho fadku nez minus jednicek pravého sloupce. Nagcit i-ty fadek se vyplati
pouze tehdy, je-li soucet kladnych hodnot I' na fadku vétsi nez (i — 1) - (r —i).
Dostavame tak kvadratickou nerovnost (i — 1) - (r —i) < Zgii_’ Lij=i-(r+
120+ k=i (r+1—-20)+1/20r +1—2i)- (r —2i) = 1/2(r + 1 —
—2i)(2i+7—2i) = (r+1—2i)-r/2. Ozname f(r) mensi z kofend hrani¢niho
kvadratického polynomu nerovnice. (Platf f(r) = (2r + 1 —v2r2 —2r + 1) /2.
Vsimnéme si, Ze f(4) = 2, coZ je ve shod& s nasi zkuSenosti, Ze ,pFeddasné”
otevieni druhého fadku feseni pro r = 4 nezlepsi, ale ani nezhorsi. Obdobné
dostavame celodiselné feSeni f(21) = 7.)

Vysledny priichod miizkou je tedy mozno v prvnich |f(r)| fadcich* po-
psat v prvnich | f(r)] sloupcich priichodem po &tvercich, uprostied priichodem

4 Symbol |z zna&i dolni celou &4st a [x] horni celou ¢st &isla .



po sloupcich a v poslednich | f(r)] sloupcich priichodem k diagonéle. Od fadku
1+ | f(r)| do ¥addku s— | f(r)] priichod pokratuje po Fadcich, v spodnich | f(r)|
fadcich je nejprve v prvni tfetiné priichod k diagonale, v prostfedni ,tfetiné“
prichod po sloupcich a v zavéreéné oblasti prichod po ¢tvercich.

Stejné hodnoty souctu je mozno dosdhnout nékolika zpisoby. Volime ivodni
roh, dalsi volby mame v prichodu k diagondlam v ¢asovani poli¢ek na diagoné-
le, v prichodu po ¢tvercich pfi volbé, zda Ctverec rozsifime nejprve o sloupec
¢i fadek. V prostiednich fadcich volime, zda je zaéneme zleva ¢i zprava, celou
spodni oblast miZeme také pravolevé pievratit. V pfipadé celodiselného f(r)
méme volbu, zda p¥i oddéleni horni & dolni oblasti oddélime f(r) nebo f(r)—1
radkd. Je-li r = s, dostaneme ke kazdému feSeni pfevracenim kolem thlop#icky
feSeni dalsi.

Nalezend feSeni jsou optimélni, pokud mezi optimalnimi feSenimi existuje
néjaké po radcich i sloupcich monoténni.

Dtikazy monotonie, o které jsem se pokousel, byly zalozeny na moznosti
ylokalniho“ vylepSeni posloupnosti A;. VSe nasvédéovalo tomu, Ze by dikaz
vyzadoval vétsi mnoZstvi pomalu zesilovanych pozorovani (s tim, Ze by vylep-
Sovani bylo ¢im dal ,,globalngjsi“). Jsem piesvédéen o tom, Ze existuje mnohem

elegantnéjsi dikaz. Mate néjaké navrhy? Uvédomme si, Ze minimalizujeme sou-
Cet ,velikosti fezi“ pres jednotlivé ¢asy. D4 se toho vyuZzit?

Pokud se ndm monotonii nepodafi dokizat, mizeme naSe feseni modifikovat
nasledovné:

Odhadneme zdola soudet velikosti fezl pies jednotlivé ¢asy. Nejjednodussim
odhadem je spoditat nejmensi mozné fezy pro jednotlivé asy (odpovidajici
ruznym oéislovanim). Spoéitdme pro ¢asy do r-s/2, pro ¢asy od r-s/2 dostaneme
vysledek ze symetrie. Dokud neni ukoncen zadny radek, dostdvdme minimdlni
fezy velikosti x = k + [, kdyz za¢neme k sloupct a [ fadkd. Nejvétsi cas, kdy
dostaneme soudet , je |z/2] - [x/2]. Rezy velikosti 7 dostavame také pro ¢asy,
které jsou nasobky r, a fezy velikosti r + 1 pro ostatni ¢asy vétsi nez r. Pro casy
t do |r/2] - [r/2] dostdvame Fezy velikosti dle prvniho odhadu. Pro vétsi Casy
r ¢i r + 1 dle druhého odhadu.

Nazvéme Py, pro k < |r/2] prichod prvni polovinou mfizky, ktery od fadku
k 4+ 1 prochézi mfizku po fadcich a v prvnich k fadcich prochézi v prvnich k
sloupcich ,po ¢tvercich®, v poslednich k sloupcich prichodem , k diagondle“
a v ostatnich sloupcich priachodem ,po sloupcich“. Nage feSeni je pak mozno
oznacit pomoci P| ¢(-)|. Uvedend nerovnost byla vztahem mezi souc¢tem pies P;
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a P;_ 1. Ukdzali jsme, Ze index [ f(r)] je index, pro ktery je dosaZeno optima
(mezi F;).

Rozdélme si jednotliva oislovani do kategorii 1 az |r/2]| nésledovné: V§im-
néme si ,,priméti“ ¢islovanych bodd do jednotlivych os. Pro urceni kategorie
je rozhodujici okamzik, kdy jeden z primétd obsahuje vSechny body. Je-li veli-
kost druhého primétu v tento okamzik vétsi nez |r/2], zafadime toto oéislovani
do kategrie |r/2]. Jinak bude kategorii o¢islovani velikost druhého pramétu.

Pokud se ndm podafi ukézat, ze P, je optimélni ocislovani pro ocislovani
kategorie k, budeme mit dokézéno, Ze P|f(,), je optimdlni ocislovani.

Rozmysleme si, jak vypadaji optimdlni fezy kategorie £ v Casech, kdy se
velikost fezu Py s optimdlni velikosti neshoduje. Dolni odhady velikosti fezd,
kde jsme omezeni na oc¢islovani kategorie k, se s o¢islovanim P, shoduji pro ¢asy
dok-(r—k)+k—1iprocasyod k- -r—k.

Nejvetsi fez v otislovani Py, je velikosti r + k — 1 (nastava v bezprostiednim
okoli ¢asu, kdy je oc¢islovan roh). Vzhledem k definici kategorie k pro libovolné
oCislovani této kategorie plati, ze velikost fezu v bezprostiednim okoli Casu,
kdy je ,zaplnén prvni primét“, je aspoin r + k — 1. Rezu velikosti mensi nez
r + k — 1 je moZno dosdhnout bud pted ,zaplnénim prvniho pramétu“, nebo
po Gplném obsazeni prvnich dvou fadka (¢ sloupctt).

Ocislovani, které oddaluje ,zaplnéni prvniho primétu®, zaroven oddaluje
dobu, kdy velikost fezu klesne. Neexistuje tedy oéislovani, které by se shodovalo
s nezavislymi optimy pro jednotlivé ¢asy (vyjimkou jsou kategorie 1 a 2).

Pevné dané oc¢islovani pro kazdy bod mftizky urcuje, zda je o€islovan pied,
¢ po ,zaplnéni prvniho primétu®. Znaménko diive definované funkce I uréuje,
zda je vyhodné bod pouzit pfed timto okamzikem, ¢i po ném. Pokud se omezime
na odislovani, kde body s kladnou I" jsou navstiveny pfed a body s nekladnou
I' po ,zaplnéni prvniho primétu“, pak bude P dosahovat minimalnich fezi
v kazdém case.

Pokud by néjaky bod s kladnou I' byl navstiven po, ¢i néjaky bod se za-
pornou I' pfed ,zaplnénim prvniho pramétu”, pak by soucet velikosti fezi byl
vétsi.

Hroch

Uloha 4.3 — Cokoldda v sodovce (5b)

Zadani:

Vezméte kousek cokolddy a ponotie jej do sodovky (nebo libovolné ,perlivé“ vody). Pozorujte, co
se bude dit, a pokuste se urcit zdvislost pozorovaného jevu na riznijch parametrech experimentu.
Zkuste své vysledky alesponi kvalitativné zddvodnit.

Reseni:

Kto hladal v tejto tlohe dajaki zdkernost, bude sklamany. Snad jedinym prob-
lémom mohla byt skuto¢nost, Ze niektor{ z vis ni¢ nepozorovali. V zadani sa
ale piSe, Zze mate preskiimat, ako sa spriva ¢okoldda pri réznych parametroch
experimentu — v preklade do redi ludi to znamené: Ak sa ti pokus nedari, skis
nie¢o zmenit. Urobit jeden pokus a uzavriet experiment so zdverom: Ni¢ sme
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nepozorovali, ni¢ sa tam nedeje, nie je spravne. Prejdem sa po republike, a ked
ma nikto nechce podplatit, znamen4 to, Zze problém uplatkov neexistuje?

Uspesni experimentéatori pozorovali, ako sa ¢okolada periodicky ponara a
zasa vynara. Je to sposobené oxidom uhli¢itym, ktory sa postupne vyluc¢uje na
povrchu ¢okolady a dviha ju smerom k hladine. Tam sa CO4 od povrchu oddeli
a unikne do vzduchu, priemern4 hustota ¢okolddy a bubliniek opét klesne pod
hustotu vody a ¢okoldda padd ku dnu. Proces sa opakuje dovtedy, dokial je
vo vode dostatok CO,. Malé kiisky ¢okolady modzu zostat prilepené na hladine
vdaka povrchovému napétiu.

Cokolada ako taks obsahuje tuk, ktory zabraiuje vode, aby nasiakla. Preto
sa jej povrch nezmaca. Povrch ¢okolédy je zaroven velmi €lenity a tieto nerov-
nosti funguja ako kondenza¢né jadra — na nich sa oxid uhli¢ity uvoliuje ovela
lepSie ako na hladkom povrchu, napriklad na stenich pohéra.

Niektoré postrehy pri pozorovani uvadzame:

® Be™ Martin Holedek — Experimentélne pozoroval, Ze mnoZstvo uvol-
neného COs je zhruba 5-krat vysSie, ak do sodovky vhodime niekolko
dielikov ¢okolady. Porovnéval s vedla otvorenou flaSou.

® Bc™ Martin Holecek — Nastrithal ¢okolddu na dno pohéra a zalial so-
dovkou. Na hladine sa okamzite vytvorila celistva vrstva peny. Miesanie
vrstvu neznicilo a ona sa drzala na povrchu az do konca pokusu — tri
hodiny. Hned na zadiatku sa voda zafarbila hnedou farbou, farba mala
s postupom ¢asu rovnaki sytost. Rovnako experimentélne zistil, Ze ¢o-
kolddova voda chuti ¢udne.

® Mgr™ Karla Prochdzkovd — ,Nepouzivajte celé Stvoréeky ¢okolady, nikdy
sa nevznes(, mne sa ledva vznéSala Stvrtina Stvoréeka.“

® Doc™ Stanislav Basovnik a Dr™ Helena Kubdtovd — Zmerali hustotu
ich pouZitej ¢okolddy — Orion mlieénej — a dospeli k hodnote ggx. =
=1600kg-m~3.

® Bc™ Katerina Bohmovd — Povrch ¢okolady postupom ¢asu zosvetlie. K-
sok tuku tiez tvori v perlivej vode bublinky. Mlie¢na aj horka ¢okolada
sa v perlivej vode spravaji podobne (Lenka Studni¢nd), jav na druhu ¢o-
kolady nezavisi. Rovnako velmi dobre poznamenala, Ze v oby¢ajnej vode
sa bublinky na povrchu ¢okolddy netvoria, a preto plyn, ktory ich tvo-
ri, nepochddza z ¢okolady. Po vybrani ¢okolady (z perlivej aj neperlivej
vody) zostala na povrchu mastnd, nesladkéd vrstva. Tato vrstva vznikd
rozpustenim cukru vo vode.

® Be™ Jirt Borkovec — Druh vody mé vyrazny vplyv na rychlost proce-
su, rychlost sa primerane zmenila pri zmieSani dvoch druhov pouzitych
vod.

® Dr™ Jan Musilek — Ponoril ¢okoladu do vody s teplotou 60 °C. Bublinky
sa, sice tvorili velmi rychlo, ale boli velmi malé a nevytvorili na povrchu
¢okolady dostatocne hrubu vrstvu na zdvihnutie ¢okolady. Vykonal rov-
naky experiment s vychladenou vodou o teplote zhruba 5°C a zistil, zZe
sa vytvaraja vicsie bublinky na povrchu ¢okolady a ¢as, za ktory vy-
plava ¢okolada k povrchu, je kratsi ako v predchidzajicom pripade.
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® Doc™ Lenka Studni¢nd — Pouzila mlie¢ne Figaro.

* Zistila:

— polovica Stvoréeka (zhruba 2 g) ¢okolady sa vObec nepohne,

— 1/4 §tvoréeka sa po 15 sekundéch zaéne vyrazne hybat, odo dna
vSak nestipa,

— 1/8 stvorceka po 2 az 6 sekundéch stipa k hladine,

— 1/16 Stvor&eka ani nedopadne na dno a uz stipa.

* Hxperiment bol vykonany s ¢erstvo naliatou sodovkou. Ked nechala
vodu 15 minGt odstat a aZ potom vhodila ktsky ¢okolady do sodov-
ky, stpali k hladine iba ktsky 1/16 a mensie.

* Ked testovala sodovku s teplotou 5 °C, stipala ¢okoldda menej, ale
moze ist o chybu merania.

* Pridanie soli sposobi okamzité zrychlenie reakcie, ktord po kratkom
¢ase nadobudne pdvodni rychlost (Jifi Borkovec). Cukor ani ocot
rychlost nezmenia.

* Preco iba ¢okoldda? Plavat v sodovke vie mnoZstvo inych veci:

— hrozienka — Zacne stapat asi 3 sekundy po dopadnuti na dno.

— gombik — Zaé¢ne stapat skor, ako dopadne, a uz nespadne spit,
iba ak mu pomézeme. Bublinky v dierkach sa totiZz po vynoreni
neuvolnia.

— Spendlik — Nestiipa, iba sa na dne pohybuje.

— kolienko — Zacne sa vynaraf asi 10 sekind po dopade.

— desathaliernik — Ni¢, rovnako pitdesiathaliernik.

— platkovy syr

o 5 x 5mm (100mg) — nié,
o 5 x 2,5mm (50mg) — pohybuje sa na dne,
0 2x2mm (16 mg) — po 10 sekundach za¢ne stipat a kle-
sat,
o 1 x 1mm (4mg) — stpat zatne este pred tym, ako dopadne
na dno.
Bzuco
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Sloupedek > _; je souet viech bodl ziskanych v naSem seminéii, ), je soudet
bodt v aktudlni sérii a ), soufet viech bodi v tomto ro¢niku (tedy pro feSeni prvni
série musi byt >0 =>",).
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